Nagot om kovarians och korrelation

Definition: Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y definieras

C(X,Y) = E[(X — )Y — p1,)].

Variabeln
(X = ) (Y — 1)

miéter om X och Y tenderar att variera at samma eller motsatt hall. Om X #r stor/liten (relativt
pz) och Y samtidigt &r stor/liten (relativt p,) sa &r kovariansen positiv eftersom + - 4+ = + och
— - — = 4. Analogt, om X och Y varierar at motsatt hall &r kovariansen negativ, + - — = — och
— -4+ = —. Kovariansen méter linjdr samvariation.

Korrelationen (korrelationskoefficienten) dr det dimensionslésa linjéra samvariationsmattet. Den

definieras och betecknas
C(X,Y) C(X,Y)

Py = N XV (Y) DX)D(Y)

Korrealtionskoefficienten uppfyller alltid

-1<pxy <1
och |[pxy|=1omY =aX +b.
Kovariansen kan &ven rdknas ut som
C(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y].

Notera att V (X) = C (X, X) s& en beriikningsformel for varianser &r V (X) = E [X?] — (E[X])%
Normalférdelningen

En stokastisk variabel X sdgs vara normalfordelad med parametrar g och o > 0 om
fx(z) = ;e(ﬂs—u)z/%2
2o

for alla x. Las gérna beviset i boken att detta &dr en giltig tédthet, dvs. integrerar sig till 1. Kodbe-
teckning X ar N(u, o).

Fordelningen #r symmetrisk runt g sa alltsa &r parametern p vinteviirdet, E[X] = p. Man kan
visa (se boken!) att o = D (X).

Fordelningsfunktionen f6r en normalférdelad stokastisk variabel X
K | 2 92
Fx(t)=P(X <t)= / fx(x)dz = / ———e@m) /297 g
—o0 —s0 V210
finns inte pa nagon sluten form. Vi skall se hur vi kan klara oss med med fallet 4 =0, o = 1.
Sats. Lat X4,...,X,, vara en sekvens av oberoende, normalférdelade stokastiska variabler, och
ai,...,a, och b konstanter. Da &r
Y:a1X1—|—---+aan+b

normalfordelad, Y dr N(u, o), med vintevirde



och varians
2 =VY)=alV (X)) +---+a2V(X,).
Speciellt medfér detta att om X &r N(u, o) sa har
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véntevirde E[Z] = E [%} = L(E[X] — 1) = 0 och varians V (Z) = &V (X) = 1. Satsen siger

o2

att Z ar normalfordelad och )

_ —z?/2 _
T) = e = p(x).
fZ( ) m 90( )
En normalfsrdelad s.v. med vinteviirde 0 och varians (standardavvikelse) 1 séigs vara standardnor-
malfordelad. Dess tithetsfunktion betecknas av Blom med ¢(z) och dess férdelningsfunktion med

O(x) =P (Z < x).

Notera att

FX(m):P(ng):P(X_MSH):fI)(x_'u>.

g g g

Sa for att rikna ut fordelningsfunktionens virde i en punkt for en godtycklig normalférdelning
oversitter vi den till motsvarande punkt fér en standardsnormalférdelning. Funktionen ¢ finns
tabulerad i formelsamlingen tillsammans med nagra kvantiler.

Sats (Centrala grinsvirdessatsen (CGS)). Lat X, Xo,... vara en sekvens av oberoende,
likaférdelade stokastiska variabler med vintevirde p och standardavvikelse o. Da géller att
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Man anvédnder konvergensen for att séga att for stora n ar

> Xi—np
F=1

oy/n

approximativt N(0, 1), eller

approx

ZX,» ar  N(un,v/no).
k=1

Hur stort n skall vara for att approximationen skall vara bra beror pa vad som avses med ”bra”
och fordelningen for de stokastiska variablerna. Symmetriska fordelningar konvergerar snabbare 4n
assymetriska.

Binomialférdelning och dess sldktingar

Genomgaende modellsituation: Betrakta oberoende forsck dar vid varje férsok det finns en sanno-
likhet p att en hiandelse A intréaffar.

Lat X beteckna antalet ganger man far gora forsoket tills man ser att A intréiffar for forsta gangen.
Da ar X for forsta gangen-fordelad, skrivet X ar fig(p), om

P(X=k)=0-p)Ftp, k=123,...

for k=1,2,3,....



Sedan tidigare &r E[X] = 1/p och man kan visa att V (X) = (1 — p)/p®.

Den omvénda fragestédllningen dr, av n gjorda forsok, lat X beskriva antalet ganger A intréaffar.
Da ar X binomialférdelad, det vill séga

for k=0,1,...,n.

Det ér ofta vettigt att modellera situationen pa foljande sétt. Lat Uy,...,U, vara oberoende,
likafordelade stokastiska variabler, dar

1 med sannolikhet p
Ui =
0 med sannolikhet 1 —p

for k =1,...,n. Att Uy = 1 betyder att A intrdffade i forsok k& och U, = 0 att A inte gjorde det.

Notera att )

E[U) =) iP(Ux=i)=0-(1—p)+1-p=p
1=0

och
1

EUF] =) P (Ur=i)=0*-(1-p)+1% - p=p,
=0

och alltsd V (Uy) = p — p* = p(1 — p).

Med X = >"7_, Uy far vi att X beskriver antalet lyckade forsck. Da dr X binomialférdelad och

> Ukl => E[U] =np
k=1 k=1

E[X]=E

och

V(X)=V (Z Uk> = {oberoende} = ZV (Ux) = np(1 —p)

k=1 k=1

Med modellen X = >"}'_, Uy, siiger Centrala griansviirdessatsen att for stora n &r X approximativt

normalfordelad med parametrar y = np och o = y/np(1 — p). Vi kriver dock for att approxima-
tionen skall fungera vil att p inte &r for liten eller for stor. Vi formulerar det gemensamma kravet
pa n och p som

np(l —p) =V (X) > 10.

Hypergeometrisk férdelning

Exempel: Opinionsundersokning (dndlig population): I en population om N individer finns det s
sympatisorer, dvs. p = s/N #r andelen sympatisorer. Vilj ut n pa mafa utan aterliggning och lat
X beskriva antalet sympatisorer. Da &r
B G _ GO
P(X =k)= "% IG_k =~k N"_k , max(n — (N —s),0) <k < min(n,s)
(n) (n)
(Notera: om urvalet sker med aterldggning &r X binomialfordelad, X &r Bin(n, p).)
N —n
N -1
Om populationen ér stor i férhallande till urvalet kan den hypergeometrisk férdelningen approxi-
meras av binomialférdelningen. Tumregel: n/N < 0.10.

ElX]=np  V(X)=np(l-p)




