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1 Kombinatorik

|
<Z> = m Tolkning: <Z> = antalet delméngder av storlek £ ur en

mangd med n element.

2 Stokastiska variabler

V(X)=E(X?) —(E(X))
C(X,Y)= Eé(é’(—y?(X)) (Y-E(Y))=E(XY)-EX)E(Y)
P = 5D

3 Diskreta fordelningar

Binomialfordelningen

X &ar Bin(n,p) om px (k) = <Z>pk (1—p)" " k=0,1,...,n,dir 0 <p < 1.
E(X)=mnp, V(X)=np(1-p)

?For-forsta-gangen”-fordelningen

X ar fig(p) om px (k) =p(1 —p)k_l, k=1,2,3,..,dar0<p< 1.

E(X):%, v<X>=1p;p

Hypergeometriska fordelningen

(G5

X dr Hyp(N,n,p) om px (k) =

N

n
0<n—k<N(1-p),dar N, Np och n ar positiva heltal samt N > 2 n < N,
0<p<l E(X)=np, V(X)=——cnp(l-p)

Poissonfordelningen

k
X ar Po(u), dér p > 0, om px (k) = u—e’”, k=0,1,2,...

k!
E(X)=p V(X)=p

4 Kontinuerliga fordelningar

Likformig fordelning

1 ..
X ér U(a,b), dér a < b, om fx (x) = b—a fora<z<b
0 annars
_a+b 7(bfa)2
px) =222 v =



Exponentialfordelningen

X &r Exp(A), dar A > 0, om fx (z) = { Ac ore >0

0 annars

BE(X)=1. V(X)=

N A2
Normalfordelningen

1 (z—1)2

X ar N (u,0) om xT) = e 22 [ —oco<x<o00,0>0
E(X)=p V(X)=o
X ar N (u,0) om och endast om —— Par N (0,1)

o
Om Z &r N (0,1) sa har Z fordelningsfunktionen ® (x) enligt Tabell 1 och

—z2/2
V2T

En linjarkombination Z%‘Xi + b av oberoende, normalférdelade stokastiska

tathetsfunktionen ¢ (z) =

e , —oo < x < o0

variabler ar normalférdélad.

Gammafordelningen

A° c—1,-Ax
: , x>0
X &r Gamma(c, A) om fx(x) = { ORI r

0, x <0,
dar I'(c) = f0+oo 2¢7te=®dz. Om c positivt heltal har vi T'(c) = (¢ — 1)!.
c ¢
EX)=-< X)=—=
=5 v =5
Betafordelningen

Fat+B) a—1 1— B—1 0< <1
X ir Beta(a, 3) om fx(x) = { Norp®" -2, 0sesl,
0, annars.

o af
B(X) = ViX) = (a+B)2(a+pB+1)

5 Centrala gransvardessatsen

Om X1, X5, ..., X,, r oberoende, likaférdelade stokastiska variabler med vintevarde
i och standardavvikelse ¢ > 0, sa ar Y, = X; + ... + X,, approximativt
N (pun,o+/n) om n &r stort.

6 Approximation

Hyp(N,n,p) approximeras av Bin(n,p) om % <0.1

Bin(n, p) approximeras av Po(np) om p < 0.1

Bin(n,p) approximeras av N (np, np (1 — p)) om np (1 —p)>10

Po(y) approximeras av N (u, /f) om p > 15

Gamma(c, \) approximeras av N (¢/A,y/¢/\) om ¢ > 20

Beta(a, 3) approximeras av N (a/(a + ), vVaB/(a+ 8)*/?) om «, 8 > 10



7 Tjebysjovs olikhet

Om E (X) = poch D(X) =0 >0 sa géller {or varje k > 0 att
1

P(IX —pl > ko) < 15

8 Statistiskt material

n n

s2 = 1 (z; —T)° = L sz—l zn:x
n—1 J n—1 = 7 n = I

9 Punktskattningar

9.1 Maximum-likelihoodmetoden

Lat x; vara en observation av X;, i = 1,2, ...,n, dir fordelningen for X; beror

pa en okéand parameter f. Det véirde 6%, = som maximerar likelihoodfunktionen

obs
Pxi,.. X, (‘Th ey Ty 9) _(Om Oberoende): Px, (:El; 9) ‘PX, (xn; 9)
fxi,..x, (x1,...,2n; 0) =(om oberoende)= fx, (x1;60)--- fx, (zn;0)
kallas mazimum-likelihoodskattningen (ML-skattningen) av 0.

L(0) =

9.2 Minsta-kvadratmetoden

Lat x; vara en observation av X;, i = 1,2, ...,n, och antag att

FE (Xz) = U; (6‘1,02, ceey ak) och V (Xz) = 0'1»2,

dar 01,05, ...,0; ar okdnda parametrar och X7, X5, ..., X,, ar oberoende.
Minsta-kvadratskattningarna (MK-skattningarna) av 01,60, ...,0, ar de virden

(01)50s s (02)75s 5 - (0k>obs som minimerar kvadratsumman
Q=0Q (61,0, ... Zwl zi — i (01,02, ..., 0,))° dir w; = 1/02.
I fallet med lika varians, Svs. 0? =03 =--- =02, siitter man w; = 1 och far da
Q=Q01,05,....00) = Y (s — s (61,02, ... 6x))°
i=1

9.3 Medelfel
En skattning av D (0*) kallas medelfelet for 0* och betecknas d (6*).

9.4 Felfortplantning

Med beteckningar och férutsattningar enligt laroboken géller
a‘) E (g (0 )) ~ g(eobs)
D (g( )) |g obs)‘ D (9*)

b) E (g (07,-05)) & g((01)gps - > (On)obs)

V(g (05, 02) = 3.3 C (07,0 [aiagi

=1 j=1

Q

22

}:Ek (ek)obs k=1,..., n



10 Nagra vanliga fordelningar i statistiken

x2-fordelningen
Om X, X, ..., Xy &r oberoende N (0, 1), sa géller det att

f
Z X7 ar x? (f)-fordelad.

=1

t-fordelningen

Om X dr N (0,1) och YV ir x? (f) samt om X och Y ir oberoende, sa giller det
X
att ———= &r ¢ (f)-fordelad.

VY/f

11 Stickprovsvariablernas fordelningar vid nor-
malfordelade stickprov

11.1 Ett normalfordelat stickprov

Lat Xq,..., X, vara oberoende stokastiska variabler som alla & N (u,0). Da

galler:
a) X &r N (u, %)
Z (X, - X)? -
b) =L o = = ar x2 (n — 1)

¢) X och §?% ir oberoende

X —p
S/v/n

d)

art(n—1)

11.2 Tva normalférdelade stickprov med samma varians

Lat X1, ..., X, vara N (u1,0) och Y1,...,Y,, vara N (u2,0) och samtliga dessa
stokastiska variabler antas vara oberoende. Da géller:

(m —1)S7 + (ng — 1) 83
n1+n2—2

)

5 &r X2 (ny +ng —2) dir S? =
na

1= S (xi-X) oh B=——3 (v -7)

ng — 1
i=1 2

c) X —Y och S? ir oberoende
X —Y — (1 — po)
1 1
Sy —+ —

ni N2

d)

ar t(ny +ng — 2)



11.3 Tva normalfordelade stickprov med olika varians

Lat X1, ..., Xy, vara N (u1,01) och Y, ..., Y,,, vara N (s, 02) och samtliga dessa
stokastiska variabler antas vara oberoende. Da géller:

2 2
X—YéirN<N1—ﬂ27 d +02>

12 Konfidensintervall

12.1 M-metoden

Lat 6* vara N (0, D), dar D ar kdnd och 6 okénd. Da &r
0t D - )\a/g
ett konfidensintervall for # med konfidensgraden 1 — a.

12.2 {-metoden

Lat 0* vara N (0, D), dar D och 6 &r okdnda och D inte beror pa 6.
*— 0
art(f). Da ar

Lat D} . vara en punktskattning av D sadan att

et)bs + Dst ’ ta/Q (f)
ett konfidensintervall fér 8 med konfidensgraden 1 — .

12.3 Approximativa metoden

Lat 6* vara approximativt N (6, D).
Antag att D _ &r en lamplig punktskattning av D. Da &r

obs

Oons T Dipg - Aay2

obs
ett konfidensintervall fér 8 med den approximativa konfidensgraden 1 — a.

12.4 Metod baserad pa Y?-fordelning
Lat 0%,

0°\*
f- <0> ar x2 (f). DA &r

(00bs\/X2/2 (f) ' HObS\/X?_a/Q (f))

ett konfidensintervall for # med konfidensgraden 1 — a.

vara en punktskattning av en parameter 6 sadan att




13 Linjar regression

13.1 Fordelningar

Lat Y; vara N (o + Bx;,0), i =1,2,...,n, och oberoende. Da giller:

> (1)

a) g ==L ar N (ﬂ, 7 2)
Z((Ei —7)° Yimy (2 =)

i=1

T pem 1 (z)”
b) a*=Y-p7ar N|a,0y/—+ ="
) ’ ( \/” i i (2 —7) )

c) af + g &r N (a—!—ﬁxo, \/ 42 1'0(%17) )2>

d) wmxz(n—% dész:%Z(Ywa**ﬂ*%)Z

o2

e) S? dr oberoende av a* och B*

13.2 Konfidensintervall

ol
zl

IB ﬁobs + tp/2 (n - 2

Z’L 1 ( - E)
1 (zo — T)°

Lot g Oy + Bt £ty 0 (n— 2) 8y |~ + —o0 = 2)

13.3 Berakningsaspekter

n
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P=d el n@
i=1
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9

(n—2)s* = Syy*Sgy/Sm = Syy =283 Syt (Baps)*Sza = Iginz (yi —a— 5%‘)2



14 Hypotesprovning

14.1 Definitioner

Signifikansnivan (felrisken) o &r (det maximala vérdet av) P(forkasta Hy) da
hypotesen Hj &r sann.
Styrkefunktionen h (0) = P(forkasta Hy) da 6 ar ratt parametervérde.

14.2 Konfidensmetoden

Forkasta Hp : 6 = 6y pa nivan « om 6y ej faller inom ett lampligt valt konfi-
densintervall med konfidensgraden 1 — a.

14.3  y>-test

Antag att n oberoende upprepningar av ett forsok med de mojliga utfallen
A1, Ay, ..., A, med respektive sannolikheter P (A4;), P (A2),..., P (A,). Lat, for
Jj = 1,2,...,r, den stokastiska variableln X; beteckna antalet férsok som ger
resultatet A;.

Test av given fordelning
Vi vill testa Hy : P (A1) = p1, P (A2) = pa,...,P(A;) = p, for givna sanno-
likheter p1, ps, ..., pr. Da blir

T 2
Q= Z M ett utfall av en approximativt x2 (r — 1)-fordelad stokastisk
X npj
7j=1
variabel om Hy ar sann och np; > 5, j = 1,2, ...,7.
r 22
Berdkningsaspekt: Q = Z 2| —n
=1 \""Pi

Om vi skattar k parametrar ur data, § = (1, ...,6) for att skatta p1,pa, ..., pr
med p1(05,,5), P2(05hs ) - Pr(B5p), sd dr
T * 2
r_ (,Ij B npj(aobs))
Q= Z o*
j=1 ’I'ij( obs)

stokastisk variabel.

ett utfall av en approximativt x2 (r — k — 1)-fordelad



Homogenitetstest

Vi vill testa om sannolikheterna fér utfallen A;, Ao, ..., A, &r desamma i s
forsoksserier. Infér beteckningar enligt nedanstaende tabell:

Serie Antal observationer av Antal forsck
Al Ay A3 - AL
1 11 T2 T3 o X1 ny
21 T22 T23 L2y n2
S Ts1 T's2 Ts3 e Tsr Ng
Kolonnsumma | mqy msy m3 -+ m, N

o (g )’
ij —
Bilda Q = >~
i=1 j=1 N
Q ér ett utfall av en approximativt x2 ((r — 1) (s — 1))-fordelad stokastisk vari-

abel om n;m;/N > 5, for allai=1,2,...,s och j =1,2,...,7.

Oberoendetest

Antag att virdeméngden for den stokastiska variabeln X kan delas in i kategori-
erna Ap, As, ..., A, och att virdeméngden for den stokastiska variabeln Y kan
delas in i kategorierna By, Bs, ..., Bs. Vi vill testa om de stokastiska variablerna
X och Y ar oberoende.

Antal observationer | Ay Ay A3 --- A, | Radsumma
By T11 T2 T3 v Tl ny
By Tl T2 T2z - Top N
Bs Ts1 Ts2 Ts3 e Tsr Ng
Kolonnsumma, mi Mg Mz - My N

Samma teststorhet och férdelning kan anvéndas som vid homogenitetstest.



15 Bayesiansk inferens

15.1 Apriori- och aposteriorifordelning

Givet en parameter © i parameterrummet p med aprioriférdelning fo(6) och
en datapunkt X med dataférdelning fx|e(z | ) har vi aposterioriférdelningen

fxje(z | 0)fo(0)
fx (@)

dér den aprioriprediktiva fordelningen (marginalférdelningen) for X ar fx (z) =

er fxje(z | 0)fo(0)dd om © &r kontinuerlig och fx (x) = ) g, fxje(z | 0)fo(0)
om © &r diskret.

foix (0] z) =

15.2 Konjugatfamiljer och uppdateringsregler

Om © ~ Beta(a, ) och X1, Xs,..., X) &r betingat oberoende givet © med
X;|©=0~Bin(n;,0) fori =1,2,...,k sa har vi

k k
0| X1 =x1,X2 =129,..., X} = i ~ Beta (oz—!—z:xi,ﬁ—&—z:ni—xi).
i=1 i=1
Om © ~ N(up,70) och Xy, Xo,...,X) ar betingat oberoende givet © med
X;|©=0~N(0,0) fori=1,2,...,k s har vi
ko
s 4 g 1

@|X1:IL‘1,X2:I2,...,X;€:$;€NN L_Fﬁ I .
T2 o2 = +

2 2
TO o

Om O ~ Gamma(c, ) och X7, X, ..., X dr betingat oberoende givet ©® med
X;1©=60~Po(f) for i =1,2,...,k sa har vi

k
G)|X1:ml,Xg:xg,...,Xk:a:kNGamma(c—i—in,)\—i—k).

i=1

Om © ~ Gamma(c,\) och X1, Xo,..., X ar betingat oberoende givet © med
X;|©®=0~Exp() for i =1,2,..., k sa har vi

k
0| X1 =w1,Xo =29,...,X; = a2 ~ Gamma <c+k,)\+2xi>.

=1

10



