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Ett mynt som vid kast har sannolikheten foér klave upp lika med en halv,
anvands ibland for att astadkomma 50 %-chanser. Vill man istallet astadkomma,
en héndelse med sannolikhet 1/4 kan man till exempel kasta tva ganger och
lata A intriffar om tva klave i rad erhalls. Men om man vill astadkomma en
héndelse med sannolikheten 1/3 eller lika med decimalbraksutvecklingen av 7
hur skall man da gora?

Sa anvinds myntet

Det visar sig att det dr forvanandsvért enkelt att anvinda myntet, och dess-
utom gar det lika snabbt oavsett vilken sannolikhet p man &n vill astadkomma.
Det enda man anvénder myntet till ar att kasta det tills klave erhalls! Eftersom
antalet kast tills klave fas ér for forsta gangen fordelat, ffg(3), r det forvintade
antalet kast lika med 2.

Vi skall nu konstruera sjélva hindelsen. Normalt tédnker vi oss tal decimal-

braksutvecklade, dvs siga utvecklade i basen 10; p = 0.ajasas ..., innebér
att

p= Zaklo_k diar 0 < a, <09.
k=1
Nu gor vi stéllet en dyadisk utveckling, dvs anvéander bas 2, vilket innebér att

p=>_ di27* dir di 0 eller 1.
k=1

Exempelvis dr 7 — 3 = 0.0010010000111111011010.. .. i dyadisk utveckling.

Lat N vara den kastomgang da klave erholls for forsta gangen. Da dr som sagt
N € ffg(5) och saledes &r P(N = k) = (1 —3)* - = (3)"

Lat nu A vara hindelsen {dy = 1}, dvs att det i den dyadiska utvecklingen
av p star en etta i den position som motsvarar kastomgangen for forsta klave.
Om p = 0.0010010000111111011010. .. intraffar saledes A om klave for forsta
gangen erhalls i kastomgang 3, 6, 11 osv, men inte om klave erholls for forsta

gangen vid kast 1, 2, 4, 5 osv. Vi skall visa att P(A) = p.
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Lagen om total sannolikhet ger

P(A)=P(dy=1)=Y P(dy =1|N = k)P(N =k) =
k=1
o oo 1
Zp(dk: =1)P(N =k) = de(§)k =p
k=1 k=1
eftersom P(N = k) = (3)* och, trivialt, P(d, =1) = P(1=1)=1omd, =1
och P(d, =1)=P(0=1)=0o0omd; =0, dvs P(dy = 1) = dj. Dérmed har
vi visat att A har sannolikheten p.

Finns det battre satt?

Om den dyadiska utvecklingen &r éndlig (dy = 0 for & > ko for nagot k),
behover man inte alltid vénta pa att klave skall erhallas. Om t.ex. p = 1/2 och
krona erhalls redan vid forsta kastet, behéver man inte kasta mer. Alla d, = 0
for £ > 1 &r ju 0 och man vet saledes att dy = 0, dvs att A inte kommer att
intréffa. Detta giller alla tal vars dyadiska utveckling &ér dndlig; man behover
inte kasta fler kast &n vad som anges av den position déar sista ettan finns i
utvecklingen. Det betyder att vi kan modifiera vart forfarande nagot:

Standardprocedur: Kasta myntet tills man kan avgéra om firsta klave kom-
mer vid en kastomgang som motsvarar en etta i den dyadiska utvecklingen.
Hindelsen A definieras som tidigare.

For en oéndlig dyadisk utveckling ar detta ekvivalent med det férst beskrivna.
Vi skall visa att detta forfarande ar det effektivast téinkbara. Forst en defini-
tion.

Definition: En stokastisk variabel X dr stokastiskt mindre eller lika med Y,
X <Y om
P(X >z) < P(Y > x) for alla .

I ord: sannolikheten att X &r storre dn ett godtyckligt tal dr hogst lika stor
som sannolikheten att Y &r storre dn detta tal. Vill man formulera det med
fordelningsfunktioner istillet innebiar X <** Y att Fy(z) < Fy(x) for alla .
For heltalsvariabler ricker det att betrakta heltal x.

Satt X lika med antalet kast som krévs enligt standardproceduren och Y
antalet kast som kravs efter nagon annan procedur som ger sannolikheten p
for en konstruerad hindelse. Vi skall visa att

X <y, (1)

Det innebér att standardproceduren vi beskrivit har stokastiskt lagsta mojliga
antal kastomgangar, den &r effektivast. Om p inte har dndlig dyadisk utveckling

&r P(X > k) = (3)* (sannolikhet k forsta kasten ger krona). Om p har #ndlig



dyadisk utveckling ar sannolikheten densamma om k < n, ddr n &r positionen
for sista ettan i utvecklingen, medan P(X > k) =0 for k > n.

Bevis av (1): Om (1) inte dr sann existerar ett heltal k sadant att
P(Y > k)< P(X > k) (2)

Sannolikheten P(X > k) &r antingen (3)* eller 0. Det sista fallet &r omdjligt
om (2) skall gélla, varfor

PY > k) < (%)k. (3)

Om p har en #ndlig dyadisk utvecklingen &r P(X > n) = 0 om n anger sista
1-positionen och saledes ér k < n i detta fall.

Héndelsen {Y > k} dr bestamd av vad som hénder i de k forsta kasten och vad

som hénder i de k forsta kasten beskrivs av méngden Ej, av alla (e, e, ..., ex)
dér e; dr klave eller krona i det i:e kastet. Héndelsen {Y > k} &r en delméngd
av E,. Varje elementarhéindelse (ey, es, . . ., €;) har sannolikhet (3)* och ddrmed

har héindelsen {Y > k} sannolikhet a - (5)* for nagot heltal a. Om nu (3) skall
gilla maste a = 0 och darfor &r P(Y < k) = 1. Man kan alltsa med sannolikhet
1 inom k kast avgora om A har intréffat, dvs hdndelsen maste vara en delméngd
av ;. Men alla hiandelser i £}, har sannolikhet a - (%)k for nagot heltal a. Alla
sannolikheter for héndelser i E} kan saledes i dyadisk utveckling skrivas

> biy) @

dér b; dr 0 eller 1. Men vi har p = %, d;(3)" dér d; = 1 for nagot ¢ > k
och p kan inte skrivas i formen (4) eftersom dyadutvecklingen &r entydig och
atminstone en term fattas. Detta ger en motségelse och (1) dr visad. O

Av beviset framgar ocksa att det inte finns en deterministisk 6vre gréins for
antalet kast som krdvs om den dyadiska utvecklingen av p inte ar dndlig. Detta
géller till exempel om p = 1/3.

ANM. Man kan erhalla den dyadiska utvecklingen av p pa foljande séatt:
Om p = >, d;27" ser man att multiplikation med 2* ger

k—1
2 p=2) d2 T dp+ Y d2t
=1 i=k+1

Heltalsdelen #r 2 Zi:ll d;2" 1 4-d}, som &r jaimnt om dj, = 0 och udda om dj, =
1, dvs d; &ar resten av heltalet vid division med tva, eller annorlunda skrivet

ar dp = [2F - p] mod (2) ([x] anger heltalsdelen av z). Féljande kommande i
MATLAB ger vektor med de 50 forsta dyadtalen d av p:

k=1:50;
d=mod (floor (2. k*p),2)



