LOSNINGSFORSLAG TILL UPPGIFTER I PROBLEMSAMLINGEN I
MATEMATISK STATISTIK

Version 9 december 2004

Fel i I6sningarna mottages tacksamt till mattsson@math.kth.se.

Notera att 1osningarna pa vissa stéllen utnyttjar andra, mer fullstindiga, tabeller &n vad som normalt
ar tillgdingliga for studenterna. Dérfér kan t.ex. kvantiler i normalférdelningen och ¢(n)-fordelningar i
l6sningarna vara bestdmda med mycket god nogrannhet.

2.1

a) Utfallsrummet bestar av 8 element.
Q= {DDD,DDK,DKD,DKK,KDD,KDK,KKD, KKK}
dér A = {exakt tva defekta} bestar av utfallen A = {DDK, DK D, KDD}.

b) Utfallsrummet bestar av 3 element
0 ={0,1,2,3}

dér A = {exakt tva defekta} bestar av utfallet A = {2}.
¢) (1) Utfallsrummet dr dveruppriikneligt och ges av
Q={z:2>0} =R; =0,00).
Héndelsen dr {z: a <z < b} = (a,b).
(2) Utfallsrummet dr dverupprikneligt och kan ges av
Q={(z,y) :2>0,y >0} =R3.
Héndelsen dr {(z,y) : ¢ > a,y > a} = (a,00) x (a,00).
(3) Utfallsrummet ér dverupprikneligt och ges av

Q={(x1,...,2p) 121 20,...,2, >0} =R
2.2 Utfallsrummet bestar av de 36 utfallen Q = {(x,y) : z,y € {1,2,3,4,5,6}}. Med beteckningarna

a) A = {Poéngsumma mindre #n 6} s dr A = {(z,y) € Q: x+y < 6}, dvs. A bestar av de 10 utfallen
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,1)}. Saledes ar P (A) = 10/36.

b) B = {Samma poing vid bada kasten} sa dr B = {(z,z) € Q}, dvs. B bestar av de 6 utfallen
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}. Saledes P (B) = 1/6. Man kan ocksa téinka sig att man
kastar den ena térningen fore den andra. Den forsta tdrningen bestdmmer det virde som man skall
triiffa med den andra térningen. Fér varje utfall pa den forsta tidrningen dr sannolikheten 1/6 att
térning 2 kommer att visa samma virde (tdrningarna #r oberoende).

C = {Atminstone ett av kasten ger precis tva poing}
= {(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}

och P (C) =11/36.

d) Slutligen, D = {Atminstone ett av kasten ger minst fem poéng} innehaller 20 distinkta utfall och
P (D) =20/36.
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2.3 Givet &ér P(A) = 0.1, P(B) = 0.2 och P (AN B) = 0.05. Ett Venn-diagram for héndelserna kan se ut

som:
Alltsa,
a) P ({Atminstone ett av felen}) = P(AU B) = P (A)+P (B)—P (AN B) = 0.10+0.20—0.05 = 0.25.
b) P ({Amen ej B}) = P(ANB*) = P(A) — P(AN B) = 0.10 — 0.05 = 0.05.
¢) P({Bmenej A})=P(BNA*)=P(B)—P(ANB)=0.20-0.05=0.15.
d) P ({exakt ett av felen}) = P((BNA*)U(ANB*)) = P(BNA*) + P(ANB*) = 0.15+ 0.05 =
0.20.

240mANB=0saér P(AUB)=P(A)+ P(B)=0.6+ 0.7 = 1.3 vilket inte dr mdjligt. Alltsa, A och B
kan inte vara oférenliga (disjunkta).

2.5 Rita figur!

a) Eftersom A och B #r disjunkta sa &r P (AU B) =P (A)+ P(B) =0.34+0.5=0.8.

b) Additionsformeln f6r unioner ger P(AUC) =P (A)+ P(C)—P(ANC)=0.3+0.7-0.2=0.8.

¢) Additionsformeln for unioner ger P(BUC) =P (B)+ P(C)—-P(BNnC)=05+0.7—-0.3=0.9.
)

d) Slutligen,

P((AuB)uC) = P(AUB)+P(C)-—P((AUuB)NC)
P(A)+P(B)+P(C)—P((AnC)u(BNC))
P(A)+P(B)+P(C)—(P(ANC)+P(BNQ))
= 03+05+0.7—(0.2+0.3) = 1.
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alternativt kan sannolikheten beriknas via additionsformeln for tre hindelser

P(AuBUC) = PA+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
03+05+07-0-02-034+0=1.

Venndiagram dér A och B &r disjunkta.

2.6 Rita figur!

a) Man ser att P(B) = P(BNA)+ P(BNA*) dir P(BNA*)=1-P(B*UA)=1-7/8=1/8.
Alltsa, P (B) =1/9+1/8 = 17/72.

b) Nu ar
17
+__

1 133 1
372 9

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) = =5

2.7 Rita figur!
P(AUB)=P(AU(A*NB))=P(A)+P(A*"NB)=0.5+0.1 =0.6,

eftersom héndelserna ar disjunkta.

2.8 Rita figur! Hidndelsen A kan delas in i tva disjunkta méngder: A N B och AN B*. Alltsa &r P (A) =
P (AN B)+ P (AN B*) vilket omformas till

P(AnB*)=P(A)—P(ANB).
Pa samma siitt &r P (BN A*) = P(B) — P(ANB), och da AN B* och BN A* ér disjunkta, sa

P((ANB*)U(BNA*)=P(ANB*)+P(BNA")=P(A)+P(B)—2P(ANB).

2.9
a)
P(AU---UA,) = P(AIU(AU---UA,))
= P(A)+P(A2U---UA,)—P(AiN(A2U---UA,))
>0
< P(Al)—FP(AQUUAn)

pa samma sétt



b)

< P(A)+P(Ay)+P(AsU---UAy)
och sa vidare. ..
< P(A)+P(A)+---+P(A))
P(A;N---NA,) = {deMorgan} =P ((ATU---UA%)*)
= 1-P(AjU---UA;) >1-> P(A})=1-) (1-P(4))

i=1 i=1

2.10 Mingden av alla stryktipsrader Q = {1,x,2} x --- x {1,x,2} har enligt multiplikationsprincipen m =

3-3-

a)

--3 = 313 = 1594323 element vardera med sannolikhet 1/m.

Lat A vara hiandelsen att man far 13 ritt. Antalet element i A &r enligt multiplikationsprincipen
g=|Al=1-1---1=18=1
och P(A)=g/m=1/38=3"13~6.3-10"".
Lat B vara hindelsen att de 12 forsta matcherna ar rétt. Antalet element i B ges av
g=|Bl=1-1---1.3=1".3=3

ty de forsta tolv matcherna kan endast tippas pa ett sétt och sista matchen pa godtyckligt sitt.
Alltsa P (B) = g/m = 3/313 = 3712 ~ 1.9- 1075. Notera att detta problem ir ekvivalent med att
fa alla ratt da en stryktipsrad omfattar 12 matcher.

Lat C vara hiindelsen att fa ”precis 12 rétt”. Antalet stryktipsrader med tolv rdatt dér match 4,
i=1,...,13, &ar fel ar

1--91-2-1---1 =12.2=2,

N—~— S~——

i—1 st 13—i st
eftersom man kan tippa match i fel pa tva sdtt. Med 13 mojliga virden pa ¢ sa dr antalet stryktip-
srader med exakt 12 rétt |C] = 13-2 =26 och P (A) = g/m =26/313 =26-3713 ~ 1.6-107°.

Generellt, 1at Dy, vara hiindelsen ”precis k réatt”. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet utfall i

Dy,

# sétt att # sétt att # sétt att 13

|Dr| = | vilja ut k tippa k tippa 13—k | = <k> 1k 18k
matcher matcher rétt/ \matcher fel

sa sannolikheten for att en stryktipsrad har exakt k rétt ges av

13\ 1k o13—k k 18k
1% 2 13\ (1" (2
P (precis k ritt) = (IC)T = (]3) <§) <§>

for k=0,1,...,13.

0.25

0.2

e

=

5
T

Sannolikhet

e
T

0.05 -

0 T T @ @ & & &
8

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13
Antal ritt, k
Sannolikheterna for att fa k ratt pa stryktipset med en pa

mafa ifylld rad.
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2.11 Mingden av alla stryktipsrader Q = {1,x,2} x --- x {1,x,2} har enligt multiplikationsprincipen m =
3-3---3 =32 element vardera med sannolikheten 1/m.

Lat A vara hindelsen att man far 0 ritt. Antalet element i A &r enligt multiplikationsprincipen g =
2.2...2 = 213 eftersom varje match kan tippas fel pa tva siitt. Siledes, P (A) = g/m = 2'2/3!2 =
(2/3)12 ~ 0.007707. Sannolikheten for 12 riitt beriiknas pa samma sitt till 1/3'2 si sannolikheten for
inget ritt dr 212 = 4096 ganger storre dn sannolikheten for alla ritt.

2.12 Sannolikheten att det bland n personer inte finns nagon gemensam fédelsedag &r

Antalet sétt vi kan vélja ut n fodelsedagar utan par

P (Ingen gemensam) =
(Ingen g ) Antalet sitt vi kan viilja ut n fodelsedagar

Under ett antagande om att varje ar har 365 dagar och att fodelsedagar &r likformigt férdelade Gver aren

kan med multiplikationsprincipen bestdmma sannolikheten till

P (Ingen gemensam) = 365-364--- (365 —n+1) _ 365!
e B 365 - 365 - - - 365 T 3657(365 — )’

Sannolikheten for minst att det bland n personer finns minst en gemensam fodelsedag dr saledes

365!

P (Minst en gemensam) = 1 — P (Ingen gemensam) = 1 — 3657(365 — n)!”
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For olika viarden pa n bestdms sannolikheten till

n| 2 5 10 20 23 30 40
P (Minst en gemensam) | .0027 .0271 .1169 4114 .5073 .7063 .8912,

och man ser att for 23 eller fler personer &r sannolikheten storre dn 50%.

2.13 Slumpforsoket bestar av att dra 5 kort utan aterldggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet
52

bestar da av de m = (%

med korten. ..

) = 2598960 sétt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en hand

a) ess, kung, dam, knekt, tio i samma férg, dr enligt multiplikationsprincipen

g = (# farger) - <isf§pde? ) —4-1

.,tio

sa sannolikheten dr g/m =4/ (552).



b) fem kort i f6ljd i samma firg, &r enligt multiplikationsprincipen

# foljder om
fem kort

g=(#férger)~( )=4-9=36

sa sannolikheten &r g/m = 36/(552).
¢) fem kort i samma firg, dr enligt multiplikationsprincipen
# sitt att 13
g = (# firger) - | vilja fem | =4- (5) = 5148
kort
s sannolikheten &r g/m = 4- (*2)/(%).

2.14 Slumpforsoket bestar av att dra 13 kort utan aterlaggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet

52) = 635013559600 séitt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en

bestar da av de m = (J3

hand med korten. ..

a) 5, 39, 3¢, 2 ér enligt multiplikationsprincipen
B # sitt att) [ sitt att) (# sdtt att) [ sitt att
9 = \vilja 5 & vilja 3 vilja 3 ¢ vilja 2 &
13\ /13\ /13)\ /13
= = 1287 - 286 - 286 - 78 = 8211173256
()E)G)E)

sa sannolikheten &r g/m = 0.01293.
b) fordelningen 5,3,3,2 pa godtyckliga (distinkta) farger. Enligt ovan &r
# sitt att # sitt att # sitt att # sétt att
<Vfilja 5 av) . (Vélja 3 av) . <Vfilja 3 av) . <Vélja 2 av) = 8211173256
farg 1 farg 2 farg 3 farg 4

sa det som aterstar dr att bestdmma pa hur manga olika sitt man kan fordela O, {, # och & 6ver
farg 1-4. Vilj forst vilka farger vi skall plocka tre kort av. Det kan goras pa (3) = 6 sétt. For vart
och ett av de siitten skall vi bestdimma den firg som vi skall plocka 5 kort av. Vi har tva farger kvar
sa detta kan goras pa @) = 2 sétt. Den sista firgen kan bara viiljas pa ett sétt. Det totala antalet
sitt som fiargerna kan fordelas dr
4
< 2) -2.1=12

och sannolikheten &r 12 - (svaret i a) = 0.15516.

2.15 Sannolikheten att de tva maskinerna star bredvid varandra kan berdknas enligt

Antalet sitt att vilja ett
P (Bredvid varandra) = [racer satt att valja o bat

Antalet sitt att vilja tva

Betrakta figurerna




Antalet sdtt som man kan vilja ut tva maskiner ar (g) = 28. Antalet par i den forsta konfigurationen ar
7 och i den andra 8, sa sannolikheterna blir 7/28 = 1/4 och 8/28 = 2/7 respektive.

2.16 Betrakta den hog diir < ligger. Sannolikheten att © ligger i samma hog dr 1/3 (ett kort av tre mojliga),
dvs. med sannolikhet 2/3 ligger de i olika hogar.

2.17 Av N = 100 distinkta enheter #r s = 6 defekta. Om man véljer ut n = 5 pa mafa utan aterliggning sa
ar enligt multiplikationsprincipen

bland de defekta 5 — 2 bland de
hela

#sétt att vilja 5 bland alla

6\ /94
2)\ 3/ 15-134044 33511

(#sfitt att vilja 2) <#Satt att Vaha)

P (2 defekta)

- 100 TO75287520 1254792 ~ 0.026706.
5
Pa samma sitt kan man riakna ut
0 ()06
0 5 1 4 54891018 + 18297006 435643
P (0 eller 1 defekt) = (100) = E387500 = 810~ 0.97211.
5

Om man later {X = k} beteckna héndelsen att det finns k defekta bland de utvalda sa kan man pa
samma sitt bestimma sannolikheten for héndelserna

#satt att vilja #satt att vilja
k: bland de de- | [ 5 — & bland de <6> ( 94 )

fekta hela k)\5—k
P(X =k) = _
( ) #sitt att vilja 5 bland alla <100)
b)

for k=0,1,...,5

02 T
0 Q

&
0 1 2 3 4
Antal defekta, k

o

2.18 Lat urnan innehalla s svarta och v vita kulor och lat N = s+ v. Andelen svarta &r p = s/N och andelen
vita v/N = 1 — p. Dragning av n kulor (med aterliggning) kan ske pa N™ sitt, ty vid varje dragning har
man N kulor att vilja pa. Av dessa dr antalet dragningar av n kulor som innehaller precis k svarta

<Valj ut vilka k dragmngar) (V;‘ﬂj ut k) (Véilj ut ) _ (n) T

i: n som skall ge svart ku- svarta n— k vita i

a) Sannolikheten for exakt k svarta &r

‘ _ (Z’) . Sk . Un—k . n S k v n—=k . n k n—k
P (exakt k stycken) = T (k) (N) . (N) = <k>p (1—=p)" 7,



for k=0,1,...,n.

b) Nu ar
P (nagon blir fel) = P (minst en svart) = 1 — P (ingen svart) = 1 — (g) p'(1—p)°
= 1-(1-p"
¢) och
P (hogst en fel) = P (0 eller 1 svart) = P (0 svarta) + P (1 svart)

n - n n— n n—
= <0>p0(1 —p)" 0+ <1>p1(1 —p)" =1 -p)" +npl —p)" "
d) Med n = 3 och p =0.10 fas de numeriska svaren 0.271 och 0.972.

2.19 Att singla ett mynt 2n gdnger kan enligt multiplikationsprincipen ge 2-2- - -2 = 227 olika resultat. Antalet
av dessa som innehaller precis n klave (och n kronor) ér att bland 2n mynt viilja ut vilka n som &r klavar.
Detta kan goras pa (*") sitt si sannolikheten for lika manga kronor som klavar i en sekvens om 2n
singlingar ar

. i n m (271)' —2n __ (2n)' —2n
P (lika manga) <n)/2 _m-Z ~ nln! 2

V2m2n(2n)%ne 20 9—2n _ 2y/mn22"p?ne2n o—2n 1
(V2rnnne—n)?2 T 27rnn2ne—2n N

2.20 Lat s vara antalet svarta och v antalet vita kulor i urnan. Vi drar en kula pa mafa tills vi far en svart
kula.

Med aterliggning. Om varje dragen kula aterfors till urnan dr sannolikheten att man far en svart kula
s/(s +wv) i varje dragning. Héndelsen att vi maste dra fler &n & kulor dr héndelsen att de k forsta
kulorna &r vita. Sannolikheten for detta ar

raesnn= () (75) - (50) - ()

k stycken

for k = 0,1,2,.... Hindelsen att vi maste dra precis k kulor dr hiindelsen att man sett sekvensen
(k — 1) vita kulor foljt av en svart. Sannolikheten for sekvensen &r

pow = (1) () - (05) (75) = (55) - (552)

k—1 stycken

for k=1,2,3,....

Utan aterlidggning. Héindelsen att vi maste dra fler &n k kulor dr hindelsen att de k forsta kulorna &r

vita. Vi kan vélja ut k& kulor bland s + v stycken pa (Szv) sitt. Antalet sitt av dessa som enbart

innehaller vita kulor ar (Z) sa sannolikheten att de k forsta ar vita ar

P - (1) /(7).

for k = 0,1,...,v. Hindelsen att vi maste dra precis k kulor &r hindelsen att man sett sekvensen
(k — 1) vita kulor fsljt av en svart.



Alternativ 1: Vi kan viilja ut k kulor bland s + v stycken pa (Szv) sétt. Antalet siatt som vi kan
vélja ut k kulor sa att & — 1 &r vita och 1 &r svart ar (kﬁl) (i) Detta dr oavsett ordning sa av
dessa siitt #ir det bara andelen 1/k stycken som har den svarta sist. Alltsa dr

()G G5)
P (exakt k) = A=Volik - Sk1l 2
) )k
Alternativ 2: Vilj kula en i taget. Forsta kulan har sannolikhet v/(s+ v) att vara vit. Om forsta
ar vit sa dr néista vit med sannolikhet (v —1)/(s + v — 1) eftersom det &r s+ v — 1 kulor kvar
i urnan varav v — 1 &r vita. Skall man vélja precis k — 1 vita foljt av en svart far man

v v—1 v—(k—1)+1 s
P (exakt k) - = stvsto—1 sHv—(k—1)+1 s+v—(k—1)
v! (s +v—k)!
T k-1 (st
v! , (s+v k)1

= S

O ) [ R PSR
—1 v
= (e (3 )m) = E:i

Alternativ 3: Att vilja ut bara vita kulor for de k — 1 forsta dragningarna har sannolikhet

(22)/ (20)

for k=1,2,...,v+ 1. Ndr man valt ut dessa k — 1 vita finns det s +v — (k — 1) kulor kvar i
urnan varav s ir svarta sa sannolikheten att de k — 1 vita foljs av en svart dr s/(s+v— (k—1)).
Slutligen

P (precis k) = (i) i =

S
Gty s+o—(k—1) &

El Y

fork=1,...,v+1.
2.21

a) Med definitionen av betingad sannolikhet har man att

P (andra sidan rod Nsedd sida rod)  1/3 2

p y ; e ) — =1 _
(andra sidan rod|sedd sida réd) P (sedd sida 16d) R

eftersom téljaren dr sannolikheten for hdndelsen att man ser det helréda kortet och ndmnaren fas
av att hélften av kortsidorna &r roda.

b) Det &r inte samma chans for bada fallen. Av ovanstande foljer att
P (rodrod|sedd sida rod) = P (andra sidan réd|sedd sida rod) = 2/3

medan
P (rédvit|sedd sida réd) = P (andra sidan vit|sedd sida réd) = 1/3.

2.22 Lat Aj vara hiindelsen ”ingen sexa bland de k forsta kasten” for k = 1,2,... Da &r

P(Ar) = P({ej6:aikast 1} N{ej6:aikast 2} N---N{ej6:aikast k}) = {ober}
k
— Pl{ed 6ap) e P((ei ) = 55 = ()
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for k =1,2,... Vidare sa ér enligt definitionen av betingad sannolikhet

_ P (Ak+n N An)
P (AkJrTL'An) - P (An)
Om Ay, intriffar sa intréffar dven A,,, dvs Agn N Ap = Aggn

k+n
P(Akinldn) = 2 IE?QZS‘):(%%; — (5/6) = P(Ay).

2.23 Lat A, B och C vara héindelsen att person A, B och C far vinstlotten. Notera att hdndelserna &r disjunkta
och P(AUBUC) = 1. Eftersom A tar forsta lotten &r P (A) =1/3 =P (AN B*NC*).

P(B) =P (BJA)P(A)+ P(BlA) P(A) =02+ 221

P(C)=P(C|B)P(B)+P(C|B*)P(B*)=0

Resonemanget illustreras enkelt med ett traddiagram:

Avmst—»Bmt L Cnit ANB*NC*

< BV1nst—>Cn1t A*NBNC*
A nit <

B nit —»Cvmst A*NB*NC

Traddiagram som visar de tre mojliga fallen: A vinner, B vin-
ner och C vinner.

2.24 Betrakta trdddiagrammet 6ver testforfarandet.

Hitta de-
fekt
1-p
< 2 defekta
p
Ej hitta
defekt
l—gq > 2 defekta

Traddiagram over testforfarandet.

Vid forsta steget undersoks 5 pa mafa utvalda enheter av 50. Vi kan vilja ut 5 av 50 pa (%) = 2118760
sitt. Av dessa dr antalet sétt som man enbart viljer felfria enheter

# sétt att # sétt att 5\ /45
vélja 0 bland | | vélja 5 bland | = (0) ( 5 ) = 1221759
defekta, hela,

sa sannolikheten att inte finna nagon defekt vid forsta steget &r

5Y (45
p = P (ingen defekt) = (0();3)5) = 0.5766.
5

10



Om man inte funnit nagon defekt inleds steg tva dar 10 av de kvarvarande 45 enheterna undersoks. Dessa
10 kan viljas ut pa (15) = 3190187286 siitt. Antalet sitt av dessa som motsvarar ett val av 0 eller 1 defekt

4 4
> 0 + > 0 = 847660528 4+ 1367194400 = 2214854928
0/\10 1/\9

sa sannolikheten ¢ for firre dn tva defekta &ar

_ ©)Go) + () (Y) _ 2214854928

(1) - 3190187286

= 0.6943.

Sannolikheten for att paritet accepteras ar p - g = 0.40034 och partiet avvisas med sannolikhet 0.60.

2.25 Fran en urna med v vita och s = N — v svarta kulor drar man pa mafa utan aterliggning tills man far en
svart kula. Bestdm med successiv betingning sannolikheten att man far den forsta svarta kulan i dragning
k,k=1,2,...,v+ 1. Da har man dragit sekvensen k — 1 vita kulor f6ljt av en svart.

Alternativ 1: Betingning pa varje dragning. Vilj kula en i taget. Forsta kulan har sannolikhet v/(s+v)
att vara vit. Givet att den forsta dr vit sa dr den betingade sannolikheten att niista dr vit (v —
1)/(s 4+ v — 1) eftersom det &r s + v — 1 kulor kvar i urnan varav v — 1 dr vita. Har man dragit &k
vita kulor #r dven kula k + 1 vit med sannolikhet (v — k) /(s + v — k). Skall man vilja precis k — 1
vita foljt av en svart far man

B v v—1 v—(k—=1)+1 s
P (exakt k) - = stvs+v—1 s4+v—(k—1)4+1 s+v—(k—1)
_ ! (st+v—k)!
=k (s+o)!
| AN A
_ v! '(k—l)!- (s+v—Fk)k! 1

(0— (k- 1)k —1) (s+u) K

—1 v
v s+ S (k—l)
e () s
<k — 1) k k ( . )
Alternativ 2: Betinga pa dragningen av de vita kulorna. Att vilja ut bara vita kulor fér de k — 1 forsta

dragningarna har sannolikhet
v s+wv
k—1 k—1

for k=1,2,...,v4 1. Nir man valt ut dessa k — 1 vita finns det s + v — (k — 1) kulor kvar i urnan
varav s dr svarta sa sannolikheten att de k — 1 vita 6ljs av en svart dr s/(s+v — (k — 1)). Slutligen

. - (31) S S8 (31)
P (precis k) = (gf{) sto— (o) T (%v)a

fork=1,...,v+ 1.

fork=1,...,v+ 1.

2.26 Lat A, B och C beteckna hindelserna att ett pa mafa valt batteri kommer fran fabrik A, B eller C.
Vidare, lat R beteckna héndelsen att valt batteri har en lang livslingd. Enklast illustreras sambandet
mellan hindelserna och deras betingade sannolikheter i ett triddiagram sasom det nedan. Sannolikheten
for tex. hindelsen att man viljer ett batteri fran fabrik A som ricker linge, P (A N R), kan beriknas som
P (R|A) P (A), dvs. genom att multiplicera grenarnas sannolikheter.
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0.95 _ Ricker ANR

lange
Fabrik
A
0.05 Récker inte ANR*
0.5 ) linge
0 97 Rﬁ(}ker B o) R
j léinge
0.2 . Fabrik
B
0.03 Racker inte BN R*
) lange
0.3 0.98 Racker CNR
) lange
Fabrik
C
0.02 Récker inte CNR*
' linge
Alltsa,
P(ANnR) = P(R|A)P(A) = 095-0.5 = 0.475
P(BNR) = P(R|B)P(B) = 097-0.2 = 0.194
P(CNR) = P(R|IC)P(C) = 0.98:-0.3 = 0.294
och

PR)=P((ANR)U(BNR)U(CNR))=P(ANR)+P(BNR)+P(CNR)=0.963.
Vidare sa ar
P(ANR) 0475

= = 0.4932
P(R) 0.063 049320

P(AR) =

och
P(ANRY) B P(R*|A) P (A) ~0.05-0.5

P(R*)  1-P(R) 0.037

P(A|RY) = = 0.6757.

En jamforelse mellan P (A|R), P (A|R*) och P (A) ger vid handen att P (A|R) skiljer sig "mindre” fran
P(A)=0.5 &n vad P (A|R*) gor.

Notera att
P(A)=P(AIR)P(R)+ P(A|IR*)P(R")

och att alla sannolikheter &r pa intervallet [0, 1]. Man kan se P (A) som ett viktat medelvirde av P (A|R)
och P (A|R*) med vikterna P (R) och P (R*) respektive.

Detta medfor att om P (A|R) dr mindre &n P (A) sa maste detta balanseras av att P (A|R*) ir storre dn
P (A) och vice versa. Om P (R) &r néra ett, sa att P (A|R) har en stor vikt, s4 maste en liten avvikelse
mellan P (A|R) och P (A) balanseras av en stérre (motsatt) avvikelse mellan P (A|R*) och P (A).

2.27 Lat F vara hindelsen ”den flyttade kulan &r vit” och V hindelsen ”den dragna kulan &r vit”.
a) Da &r F™* héndelsen "flyttad kula svart” och

P(V) = P((VNF)U(VNF*)=P({VNF)
= P(V|F)P(F)+P(V|F*)P(F*) =

+P(Vn
2 2+1
3 5 3

12



b) Vi soker nu P (F*|V).

P(F*nV) P(VIF*)P(F*) +-2 3

P(F*V) = - 353
PV P(V) 77
. P(VNF)=P(V|F)P(F)
Fiytta 20> Drag it =2/3-2/5=1/15
275 vit
/ 1/3 Dragsvart P (V*NF)=1/3-2/5=2/15
> 1/3 Drag vit P(VNF*) =1/3-3/5=23/15
Flytta
svart 2/3

Drag svart P(V*NF*)=2/3-3/5=06/15

2.28 Lat S vara héndelsen att en skickad bit &r en 0:a och M vara hiindelsen att en 0:a mottagits. Beroendet
mellan S och M ges av triddiagrammet nedan.

P(SNM)=P(M|S)P(S)

0-99 Mottag 0 = 0.99 - 0.40 = 0.396
Séand 0
0.40 0.01
) Mottag 1 P(SNM*)=0.01-0.40 = 0.004
0.60 0.02 Mottag 0 P(S*NM)=0.02-0.60 =0.012
Sénd 1
0.98 Mottag 1 P (S*NM*) = 0.98 - 0.60 = 0.588
De stkta sannolikheterna dr (kolla figuren!)
P(S*NnM* P (M*|S*) P (S* 0.588
P(S* M) = ( ) _ (M*]S*) P (S5*) — 0.993

P(M*) ~ P(M*S)P(S)+ P (M*[S)P(S*) 0.004+0.588

och
P(fel) = P((SNM*)U(S*NM))=0.004+0.012 = 0.016.

2.29 Lat p vara person A:s triaffsannolikhet och ¢ vara person B:s triffsannolikhet. Personerna triffar oberoende
av varandra och A borjar skjuta. Sannolikheten att A traffar forst &r ett jamnt antal missar foljt av en
traff.

P (A traff) + P (A miss, B miss, A triff) + P (A miss, B miss, A miss, B miss, A triff) 4 ---
p+(1=p)(1=gp+1-p)(1-q)1-p)1—gp+---

ZP((l —p)(1—gq))f = pz s = {geometrisk serie}
k=0 k=0

1 _ - 1
1—s PT-(1-p—-gq

= P

Med p = 1/10 och ¢ = 1/9 blir sannolikheten

p B 1/10 B 1 1

1-(1-p(l-q 1-(1-1/1001-1/9) 10-(10-1)1-1/9) 2
13




2.30 Lat pj vara sannolikheten att A vinner givet att A har k kronor. Betingning pa hur forsta singlingen
utfaller ger

pr = P (A vinner med k + 1 kronor|A vinner forsta) P (A vinner forsta)
+ P (A vinner med k — 1 kronor|A forlorar forsta) P (A forlorar forsta)
1 1
Pr+15 + Pr-15-

Vi skall 16sa pg, = %(pk,l +prt1), k=1,2,...,a+b—1eller

DPkt2 — 2pk+1 + Pk =0

for k=0,1,...,a+b—2, under bivillkor att py = 0 (om A inte har nagra pengar férlorar A) och p,yp = 1
(A vinner om B inte har nagra pengar). Den homogena differensekvationen har allménna lésningar pa
formen py, = Ac* for konstanter A och c. Insatt i differensekvationen fas

AchT2 —2ART 4+ Ack = Ak (? —2¢+1) =0.

Den karaktiristiska ekvationen ¢ —2c¢+1 = (¢—1)? = 0 har dubbelroten ¢ = 1 som 16sning. Det allméinna
l6sningen for py blir da
pr = (Ark + Ag)c® = (Ark + Ag)1F = Ak + Ay

for konstanter A; och As. Bivillkoren bestdmmer konstanterna
0=p0=A1-0—|—A2 = A,=0
1:pa+b:Al(a+b)+A2:A1(a+b)+0 = A1:1/(a+b)

Alltsa:

pk:A1k+AQ: k

a+b
for k=0,1,...,a+ b, och speciellt p, =a/(a+b) och 1 —p,=1—a/(a+b) =b/(a+D).

2.31
a) Med data:
k t
s|1 112
vl 1|2
2 2|4
fas P(S)=2/4=1/2, P(T)=2/4=1/20ch P(SNT)=1/4. Alltsa dr
1 11
P(SNT) = 133 =P (S)P(T)
och héndelserna ar oberoende.
b) Med data:
kKt
s| 1 10|11
v|10 1|11
11 11122
fas P(S)=11/22=1/2, P(T)=11/22=1/2 och P(SNT) =10/22. Alltsa dr
10 1 1 1
P(SﬂT)—ﬁ;«éZ—§-§—P(S’)P(T)

och hindelserna ar inte oberoende. Givet information att det dragna foremalet ar sig svart okar
sannolikheten att det ocksa dr en térning. P (T]S) = 10/11.
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2.32

a) (AU B) och C ir disjunkta, dvs (AUB)NC =0sa P((AUB)NC) =0.
b)
P(AuBUC) = {disjunkta}=P(AUB)+P(C)=P(A)+P(B)—P(ANDB)+ P(C)

{A och B oberoende} = P (A)+ P (B)— P(A)P(B)+ P(C)
= 024+03-0.2-0.34+0.5=0.94.

P(ANB)UC) = P(ANB)+P(C)—P((ANB)NC) =P (A)P(B)+ P (C)
= 0.2-0.3+0.5 = 0.56.

0.06

Venndiagram dar C &r disjunkt med de oberoende
héndelserna A och B

2.33 For att underséka om A och B oberoende skall man svara pa fragan om P (A N B) ér lika med P (A) P (B).

Nu ar
P(A*NB) = 1-P(AUB*)=1-0.88=0.12.
P(ANB*) = 1-P(A*UB)=1-0.68=0.32.
Likheten P (AUB) = P(A*NB)+ P(ANB)+ P(ANB*) ger
P(ANB) = P(AUB)—P(A*NB)—P(ANB*) =0.92—0.12 — 0.32 = 0.48
P(A) = P(ANB)+P(ANB*) =048+ 0.32 = 0.80
P(B) = P(ANB)+P(A*NB)=0.48+0.12=0.60

Alltsa sir P (AN B) =0.48=0.80-0.60 = P(A) P (B) och A och B &r oberoende.

Venndiagram dér héndelserna A och B &r oberoende.
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2.34 Sannolikheten att en tillverkad komponent har minst ett av felen

Alternativ 1: Héndelsen "nagot av felen” = AU B U C och

P(AUBUC) = {deMorgan} =1— P (A* N B*NC*) = {oberoende}
1—P(A*)P(B*)P(C*)=1—(1—0.20)(1—0.05)(1 — 0.10)
1—-0.684 = 0.316.

Alternativ 2: Héndelsen "nagot av felen” = AU B U C och

P(AUBUC) = PA+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
+ P(ANBNC) = {oberoende}
= P(A)+P(B)+P(C)-P(A)P(B)—P(AP(C)-P(B)P(C)
+P(A)P(B)P(C)

02403+05-02-03-02-05-03-0.5+0.2-0.3-0.5=0.316.

Alternativ 3: Lat X beskriva antalet fel hos produkten. {X = 0} = A* N B* N C* s4 utnyttjandes
oberoendet

P(X=0) = P(A*)P(B*)P(C*) =0.684

och pa samma sétt fas

P(X=1) = P(A*)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C*)+ P (A)P(B*)P(C*) =0.283
P(X=2) = P(A)P(B)P(C*)+P(A)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C) = 0.032
P(X=3) = P(A)P(B)P(C)=0.001

Visoker P(X >1)=1-P(X =0)=1—0.684 = 0.316.

=7

N

Venndiagram dér hiandelserna motsvarande felen A, B och C
&r oberoende.

0.684

2.35 Lat A vara hindelsen att det dragna kortet dr hjérter och B héindelsen att det dragna kortet &r ess. Vi
far omedelbart att P (A) = 13/52 =1/4 och P (B) = 4/52 = 1/13. Hiandelsen AN B #r hindelsen att det
dragna kortet &r hjdrter ess och vi far da att P (A N B) = 1/52. Det innebér att P (AN B) = P(A) P (B)
varfor A och B &r oberoende.

b) Definiera A och B som i a) ovan. Vi far da att P (A) = 13/48 och P (B) = 4/48 = 1/12. Vidare ser vi
att P (AN B) = P (dragna kortet &r hjédrter ess) = 1/48 varfor vi inte har att P (AN B) = P(A) P (B).
Hiindelserna A och B ér ej oberoende.

2.36 Lat A och B vara tva héndelser med P (A) > 0 och P (B) > 0.
16



a) Om A och B #r oférenliga (disjunkta), AN B = (), si &r
0=P®)=P(ANB)#£P(A)P(B)>0
—— ——
>0 >0
och héndelserna ar inte oberoende.

b) Om A och B #r oberoende sa dr

P(ANB)=P(A)P(B)>0

—— ——
>0 >0
sa AN B # (0 och A och B ir ej oférenliga.
2.37 Lat Ky, ..., K, vara de oberoende héndelserna att komponenter 1,...,n fungerar en given tid. P (K;) =
Pi-
a) Da giller for ett seriesystem
P (Syst. fungerar) = P(K;N---NK,)={ober.} =P (K;y)---P(K,)=p1- DPn-
b) For ett parallellsystem har vi att
P (Syst. fungerar) = P(KjU---UK,)=1—-P(K;in---NK})={ober.}

1= P(K7)--- P(K3) =1=(1=p1)--(1=pn)

¢) Med n =4 och p; = 0.90 far man

P (Seriesystem fungerar) = 0.90* 0.6561
P (Parallellsystem fungerar) = 1— (1 —0.90)* = 1-107"

2.38 Ett elektronrsr haller mer én ¢ timmar med sannolikhet e ~0-90%¢ f5r ¢ > 0. Sannolikheten att ett elektronror
gar sonder inom 500 timmar

psop = 1 — e 0:002:500 — 1 _ =1 — ( 6321.

Sannolikheten att tva oberoende elektronrér gar sénder inom 500 timmar blir saledes psoo - psoo = (1 —
e 1)? = 0.3996.

Att ett elektronrér haller mer #n 1000 timmar ges av ¢ = e~ 00021000 — =2 — (,1353. Den sokta
sannolikheten ar

P ((Rér 1<500 och R6r2>1000) eller (Rér 1>1000 och Rér2<500))
= P (Rér 1<500 och Rér2>1000) + P (Rér 1>1000 och Ror2<500)
= P (Rér 1<500) P (R6r2>1000) + P (Rér 1>1000) P (Ror2<500)
= pq+qp=2pq=0.1711.

2.39 (Se éven uppgift 2.37.) For tva komponenter, lat A och B vara de oberoende hindelserna att respektive
komponent fungerar. Notera att med tva komponenter #r héndelserna {seriesystem fungerar} = AN B
och {parallellsystem fungerar} = AU B = (4* N B*)*.
a) Hindelsen {seriesystem fungerar} = AN B sa med oberoendet
P ({seriesystem fungerar}) = P(ANB)=P(A)P(B)=0.9-08=0.72.
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b) Komponentredundans motsvaras av en seriekoppling av tva parallellsystem dér parallellsystem 1
fungerar med sannolikhet

P ({parallellsystem 1 fungerar}) = P (A1 UAg) =1—P(ATNA3)=1— P (A}) P (43)
= 1-(1-P(A))1—-P(A2))=1-(1-0.9)(1-0.9)=0.99.

Motsvarande for parallellsystem 2 ar

P ({parallellsystem 2 fungerar}) = P (B1UBy)=1—P(B{NB;)=1- P (B})P(B3)
= 1-(1-P(B1))(1—-P(B))=1~-(1-0.8)(1-0.8) =0.96.

Seriekopplingen av dessa tva system har funktionssannolikhet
P ({system fungerar}) = P ({parallells. 1 fungerar} N {parallells. 2 fungerar})
= 0.99-0.96 = 0.9504.

¢) Systemredundans innebér en parallellkoppling av tva seriesystemen, dér varje seriesystem har funk-
tionssannolikhet 0.72. Parallellkopplingen har funktionssannolikhet

P ({system fungerar}) = P ({seriesystem 1 fungerar} U {seriesystem 2 fungerar})
= 1— (1 — P ({series. 1 fung}))(1 — P ({series 2 fung}))
1—(1-0.72)* = 0.9216.

2.40 Lat A och B vara hiindelserna att resp. vattenkraftverk fungerar och C' att virmekraftverket fungerar.

Vi vet att P (A) =0.98, P(B) =0.98, P(C) = 0.9 samt att héindelserna &r oberoende.

Foljande 8 scenarion dr mgjliga. Ett 'x” markerar att hdndelsen har intréffat. Sannolikheten i rad 3, ség,
bestéams som P (A* N BNC*) = {ober.} = P(A*) P(B)P(C*) =(1-0.98)-0.98- (1 —0.90) = 0.00196.

A B C sannolikhet effekt
0.00004 0+04+0=0
T 0.00036 04+0+20=20
T 0.00196 0+104+0=10

T T 0.01764 0+10+20=30
0.00196 10+0+0=10
x 0.01764 10+0+20=230
x 0.09604 10+10+0=20
T T 0.86436 10 +10420 =40

8 8 8 8

Modellerar vi de mojliga effekterna som utfall tillskriver vi effekterna (utfallen) {0, 10, 20, 30, 40}

sannolikheter:
utfall sannolikhet

0 0.00004
10 0.00196 + 0.00196 = 0.00392
20 0.00036 + 0.09604 = 0.09640
30 0.01764 4 0.01764 = 0.03528
40 0.86436

Den maximala effekten d&r 40MW. Héndelsen att minst hélften av den maximala effekten &r tillgdnglig
bestar av utfallen {20, 30, 40} med sannolikhet 0.09640 + 0.03528 4 0.86436 = 0.99604.

2.41 Rita ett trdddiagram. Lat p = 0.6 vara sannolikheten att A vinner en match, dvs 1 — p = 0.40 &r
sannolikheten att B vinner.
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A vinst
D
A vinst A vinst
p p::

B vinst B vinst
A vinst i:p A vinst
B vinst < B vinst
B vinst
Traddiagram for de mojliga utgangarna nar A och B spelar

tennis

Matchen ar slutar efter 2 set om A vinner bada eller B vinner bada. Detta sker med sannolikhet
p-p+(1—p)-(1—-p)=0.6>+04>=052.

Saledes slutar matchen efter tre set med sannolikhet 1 — 0.52 = 0.48. Vidare A vinner med sannolikhet
(se triiddiagrammet)

pp+p(l—p)p+ (1—p)pp=(3—2p)p*> = 0.648.

2.42 Om det sjatte skottet traffar maltavla tre har man bland de fem forsta skotten haft tva tréffar och det
sjatte skottet dr en traff. Alltsa, sannolikheten &r

P ({2 traffar och 3 missar bland de 5 forsta} N {sista triaff}) = {oberoende skott}
5
= ((2> (0.40)2(1 — 0.40)3) 0.40
= 0.1382.

3.1 Lat X beteckna det nummer dér lyckohjulet med n nummer stannar. De mdéjliga virdena pa X &r
Sx ={1,2,...,n}. Ett rittvist hjul har samma sannolikhet for alla nummer, dvs px (k) = P(X =k)=p

beror ej av k. Eftersom
L= px(k) =3 p=np
keSx k=1

sadrp=1/n,dvs P(X =k)=1/nfor k € Sx. Med n = 20 nummer sa ir

P2<X<5) = PH{X=3}U{X=4}U{X=5})=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)
1 1 3 3

1 —
n n n n 20

005
004
il
1 003
I
002
001

0

3.2 Lat den stokastiska variabeln X ha sannolikheter

Wﬁ

P(X:k) = Fe_m
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for nagot tal m > 0 och k =0,1,2,.... Vi séker sannolikheten P (2 < X < 5). Alltsa,

P(2<X<5) = PH{X=3}U{X=4})=P(X=3)+P(X =4)
m3 _ om0 43 ot 4t ., 128 _,
3¢t T Tt T

3.3 Lotterna i lotteriet férdelas enligt

Antal lotter vinstbelopp

1 100

) 20
30 )
964 0

Totalt 1000

Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De mojliga virdena pa X #r Sx = {0, 5, 20, 100}.
Sannolikhetsfunktionen for X ges av

px(0) = P(X =0) = 964/1000 = 0.964
px(5) = P (X =5) = 30/1000 = 0.030
pX(ZO) P (X =20) = 5/1000 = 0.005
px(100) = P (X =100) = 1/1000 = 0.001

och px(z) = 0 for ovrigt.
3.4 De mojliga viirdena pa X ar Sy = {1,2,3,...}, ett upprikneligt odndligt antal virden. Héndelsen X = k,

dir k = 1,2,...; dr héndelsen att man sett sekvensen (k — 1) defekta enheter foljt av 1 hel enhet.
Sannolikheten for en sadan sekvens &r, med hjélp av oberoendet

P(X = k) = P ({(k-1) defekta foljt av 1 hel}) = (1 —p)- (1 —p)--- (1 —p) p= (1 —p)*'p
(k—1) st

for k=1,2,3,...

3.5 Lat Ay sta for hindelsen att terminal k& anvénds, & = 1,2,3. Den stokastiska variabeln X kan anta
virdena 0, 1, 2 och 3. Vi erhaller att

1 11 1
P(X =0)=P (A7 N A; N A%) = {oberoende} = P (AY) P (A}) P (43) = 133 95
Vi ser ocksa att
3 21 6
P(X =3)=P (A1 N AN A3) = {oberoende} = P (A1) P (A3) P (As) = 13 3-31
Héndelsen {X = 2} &r héindelsen {41 N As N A5} U {A;1 N A5 N Az} U {AT N Az N As}. Vi erhaller

P(X=2) = P((A1NA2nNA3)U(A1NA5NA3)U (AT N A2N A3))
= P(A1NA3NA3)+P(AiNASNAs)+ P (AT NAs N As)
= P(A)P(A2)P(A;)+ P (A1) P(A3) P(As)+ P (A7) P (Az) P (As)
11
Y
Den sista sannolikheten P (X = 1) fas enklast som P(X =1) =1 —-P(X #1) =1—(P(X=0) +
P(X =2)+ P (X =3)). Vi har alltsa

%4 for k=0,

= fork=1

k=P(X=k)=¢#*# ’
px(B)=PX=R=31 g,
S for k= 3.
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3.6 Hindelsen A bestar av utfallen {(J, ), G}, hindelsen B av {(J, (3, &} samt C av {3, I}. Varje
térningsutfall har sannolikhet 1/6 och f6ljande schema ger vinsten som funktion av utfallet:

utfal A B C vinst netto
] r x x 3+2+1=6 3
] r 2+1=3 0
(] r x 3+2=5 2
& 0 -3
T 3 0
0 -3

Lat X beskriva spelarens nettovinst. De mojliga virdena pa X &r {—3, 0, 2, 3}. Sannolikhetsfunktionen
px(x) ges av

px(=3)=P(X =0) =2/6
px(0) = P (X =3)=2/6
px(2) =P (X =5)=1/6
px(3) =P (X =6)=1/6

och px (z) = 0 for dvrigt.

3.7 Lat A och B vara hiindelserna att resp. vattenkraftverk fungerar och C' att varmekraftverket fungerar.
Vi vet att P (A) =0.98, P(B) =0.98, P (C) = 0.9 samt att hiindelserna #r oberoende.

Foljande 8 scenarion ér mojliga. Ett 'x” markerar att héindelsen har intriffat. Sannolikheten i rad 3, sig,
bestdms som P (A* N BNC*) = {ober.} = P(A*) P(B)P(C*) =(1-0.98)-0.98- (1 —0.90) = 0.00196.

A B (C sannolikhet antal fungerande effekt
0.00004 0 0+04+0=0
x 0.00036 1 0+0+20=20
x 0.00196 1 0+10+0=10
x 0.01764 2 0+10+20=30
x 0.00196 1 10+0+0=10
x x 0.01764 2 10+0+20=30
T 0.09604 2 10+1040=20
T T T 0.86436 3 10+ 10+ 20 =40

Lat X beskriva tillgdnglig effekt och Y antalet fungerande kraftverk.

De mojliga virdena pa X ar {0, 10, 20, 30, 40} med sannolikhetsfunktionen:

utfall, x px ()
0 0.00004
10 0.00196 4 0.00196 = 0.00392
20 0.00036 + 0.09604 = 0.09640
30 0.01764 + 0.01764 = 0.03528
40 0.86436

och px (z) = 0 for dvrigt.

De mojliga virdena pa Y dr Sy = {0, 1,2, 3} med sannolikhetsfunktionen:

utfall, = py ()
0 0.00004
1 0.00036 + 0.00196 + 0.00196 = 0.00428
2 0.01764 4+ 0.01764 4 0.09604 = 0.13132
3 0.86436

och py(x) = 0 for ovrigt.
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3.8 De mgjliga viirdena pa X &r Sx = {0,1,2,...} dir P(X = k) = p* for k = 1,2,3,... och nigot p > 0.

Nu ar
1 = Y PX=k =) P(X=k) =P(X=0+) P(X=
keSx k=0 k=1
o0 o0 1
_ _ k _ _ k _ _
= P(X=0+) pF =P(X=0+p) p —P(X—O)+pm.
k=1 k=0
sa, Lo
P _1-2
P(X=0)=1 T,

Om uttrycken for P (X = k), k € Sx, skall vara giltiga sa skall 0 < P (X = k) < 1 vilket ger

1—-2p
1-p

0<

<1

eller 0 < p <1/2.

3.9 a) Lat X vara ffg(p)-fordelad. Da dr P (X = k) = (1 — p)*~Ip for k = 1,2,3,...,. Vidare

P(X udda) = Z P(X:k):ZP(XZQH_I):Z(l_p)2¢+1_1p
udda k i=0 i=0
— 1 1 1
= pZ 1-p)) = Zq =PI TP Em ip

Notera att p =1 ger P (X udda) =1 och p — 0 ger P (X udda) — 1/2.

b) Lat X vara Po(m)-férdelad. Da ar P (X = k) = mk— ™ for k=0,1,2,...,. Vidare

P(Xudda)= > P(X Zm—!* Zm—'
dda dda

udda k

Vi vet att

for alla z. Alltsa ar

och

Utnyttjas detta far vi att

P(X udda) = e ™

Sannolikheten P (X jamn) =1 — P (X udda).

3.10 De mojliga véirdena pa X ges av intervallet Sx = [0, 10). Intervallet innehaller ett éveruppriikneligt antal
véarden och dessa kan inte alla tillskrivas positiva sannolikheter.
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Ett rimligt utseende pa fordelningsfunktionen &r

_21—0

for 0 < t < 10 eftersom sannolikheten att fa vinta hogst ¢ minuter dr sannolikheten att komma till
stationen under ett tidsintervall om ¢ minuter fére néista tag av 10 mojliga minuter.

Med .
Pla<X<b) = Fx(b)— Fx(a)  och P(a<X§b):/ Fx (@) dz
fas att F'x(t) ér primitiv funktion till fx(¢) och

d 1

fx(t) = —Fx(t) = 10

= 0<t<10
dt - =7

likformig fordelning pa intervallet [0, 10].
3.11 Lat X beskriva lingden av ett telefonsamtal. Givet ar att for ¢ > 0 ar
e~/™ = P (Samtal lingre &n t) = P (X > t)
fér nagon konstant m > 0. Alltsa &r fordelningsfunktionen for X:
Fx() =P(X<t)=1-P(X >t)=1—¢"t/m
for t > 0. Saledes har X téthetsfunktion

_ d _ —t/m_]' _ 1 —t/m
fx(t) = thx(t) =0 e m = me s

for t > 0. Sannolikheten P (1 < X < 10) bestdms pa tva alternativa sétt:

Alternativ 1: Med m = 1.5 fas

10 10 10

PA<x<10) = [ fx@do= [ —e*/mdz= [%e—r/fn(_m)}

1 1 m 1

= e M/m _g=10/m — (512,

Alternativ 2: Med m = 1.5 fas

P(1<X<10) = Fx(10)— Fx(1)=(1—e /™) — (1 —e~V/m)
e l/m _o=10/m — () 512.

3.12 Vi soker sannolikheten P (X > 6.3) dédr X har téthetsfunktionen

1
fx(x) = —e_z/m, da z > 0.
m

for m = 2.35.

Alternativ 1: Direkt fran tathetsfunktionen.

o0 o0 1
P(X>63)= [ fx(z)dz= / ——e /230 g = [—e7 /23520, = €7 03/235 & 0,0685.
6.3 6.3 2.35
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Alternativ 2: Via fordelningsfunktionen. For ¢ > 0 &r

t t
Fx(t)=P(X <t)= / fx(x)de = / Leaimgy — 1 _omtim,
— 00 o m

Nu ar

P(X>63)=1-—P(X <6.3)=1—Fx(6.3) = e 63/m = ¢763/2:35 5 0,0685.

3.13 Den stokastiska variabeln X har férdelningsfunktion
Fx(z)=P(X <z)=1—e"/2
for > 0. Vi soker medianen p, den punkt sadan att
PX<p)=PX=p).

Men da ir
2P (X <p) = P(X <p)+P(X>p) =1+ P(X =p) =1
—_———
=0

sa u bestdms ur

PX < )= Fx(u) = 5.

Med uttrycket for fordelningsfunktionen far man

1/2 = 1—e#/?
e = 12
S22 = W(1/2)
P22 = In(2)
w = +/2In(2).
Tétheten for X fas ur
d -1
fx(x)= d—FX(x) =0- e*w2/272x —ze /2 >0
x

3.14 Den stokastiska variabeln X har férdelningsfunktion
Fx(z)=P(X <z)=1—e" @ =1 ¢/
for £ > 0. Parametern b = a®.

Tadtheten for X fas ur

d e —1 =1 -1 )
fx(x) = %FX(QJ‘) =0—e7" /chajc_l _ & et Y —(a/a)

Vi soker medianen p, den punkt sadan att

Men da ar



sa u bestims ur

PX < )= Fx(i) = 5.

Med uttrycket for fordelningsfunktionen far man

1/2 = 1-e '/
e~ h/b 1/2
—pf/b = In(1/2)
pe/b = 1In(2)
- (bln(?))l/c:a(ln(Q))l/c'
.
B
161 o
141
120
1k
0.8—\\\\
061 T
041 \\\\\
02k o =
: | | | : s T )

1.5 2 2.5 3 3.5

0 : :
for Weibullférdelningen vid nagra

0.5 1
Téthetsfunktionen fx(x)
virden pa a och c.

3.15 Lat X beskriva avstandet mellan parkeringsfickans borjan och bilen. Om vi parkerar bilen pa mafa i fickan
ansétter vi modellen att X &r likformigt fordelad pa intervallet 0 till 13 — 5 = 8 meter, dvs. fx(z) =1/8
dao<z<8.

13 meter

Var bil

X meter 5 meter 8 — X meter

En annan bil far plats om var bil star tidigt (X < 3) eller sent (X > 5) i fickan. Med siffror

3

3 8
P ({annan bil far plats}) = P({X <3} U{X > 5}) = /0 fx(z)dx —&—/5 fx(z)de = 1

3.16 Lat X beskriva livsldngden for en transistor. Modell: X &r exponentialfordelad med parameter m = 10000,

dvs.

fx(z) = ie—r/m = Le—r/loooo

m ~ 10000 ’
for £ > 0 och fx(z) =0 om z < 0.
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a) Vi erhaller

6000 6000

e F/M gy = [—e*w/m}o —1—¢ %6~ 04512

6000 1
P (X < 6000) = / —

— 00

fx(f)dﬁfz/

0 m

b) Lat A vara héndelsen att transistor k upphor att fungera inom 6000 timmar, k=1,2,3,4,5. Motsatsen
till att nagon upphor att fungera inom 6000 timmar dr att alla fungerar minst 6000 timmar. Hirav
far vi att

P (minst en upphér fungera inom 6000 timmar) = 1 — P (alla fungerar minst 6000 timmar)
och
P (minst en upphor fungera inom 6000 timmar) =1 - P (A7 NA5N---NA})
= 1-P(A)P(A}) - P(Af) =1— (1 —0.4512)° ~ 0.9502.

3.17 Felintensiteten A(z) kan uttryckas i fx(x) och Fx(x) genom foljande iakttagelse:

1
lim — Pz <X <X+h|X >2x)

Az) h—0 h

definition av betingning

_ }12%%-P({a:<X§X+h}ﬂ{X>x})/P(X>a:)

héndelsen {z < X <z +h} C {z < X}

- ml-p(mxgxm)/(l—z:(xgx)>

uttryck sannolikheterna med hjélp av fordelningsfunktionen

= Jim 2 (Fx(r +h) ~ Fx(n)/(1— Fx(2))

1 . Fx(x—Fh)—Fx(m)
= lim
1— FX ({E) h—0 h
identifiera definitionen av derivata
_ 7ip (z)
1— Fx(z)dx X
1
= Tx(x)fx(m)-
Om X ir exponentialfordelad sa dr fx(z) = %e_z/m fér x > 0. Saledes r

FX(x):P(Xgm):/ fX(t)dt:/ Letimgy — 1 _ gmu/m
0 o m
och L

Aa) = X2 ¢ _L

T 1-Fx(@) 1-(1—e2/m) m
dvs. konstant felintensitet. (Detta definierar exponentialférdelningen.)

Om X ir Weibullférdelad sa ér Fx (z) =1 — e~ #/®° for 2 > 0. Saledes &r

d e—czt™t ezl .
- F =0 — e (/) _ —(z/a)®
fX (ﬂj) dx X (ﬂj) € ac CLC €
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och

f (iC) cx !t e—(r/a)c cxc—l
M) = —= =
1—Fx(x) 1—(1—e (@/a)°) ac

avtagande for ¢ < 1
Alltsa ar () konstant for c=1 3. Da ¢ =1 &r X exponentialfordelad med parameter a.
vaxande for ¢ > 1

3.18 Lat X vara tiden da maskin A gar sonder. Modell: X &r exponentialfordelad med E (X) = m = 10. Da
ar sannolikheten att

2+2k 2+2k 1

fx(x)dz = / Zemt/mgy — o~ (142k)/m _ —(2+2k)/m_

P(X€(1+2k,2+2k]):/ —~
142k

1+2k

Sannolikheten att maskin A far sénder medan arbetaren ar vid maskin B &r
P(XE U(1+2k,2+2k]> = P(U{X€(1+2k,2+2k]}>
k=0 k=0

= ) P(X € (1+2k 2+2k)
k=0

_ Ze—(1+2k)/m _ o (242k)/m
k=0

= —-1/m —2/m\ ,—2k/m —-1/m —2/m = —2/m\k
_ Z(e 1/ —e 2/ )e 2k/ :(e 1/ —e 2/ )Z(e 2/ )
k=0 k=0 g4
- 1
_ (e—l/m _ e—2/m) qu _ (e—l/m _ e—2/m)1
—q
k=0
_ (eil/m . 872/,’”‘) 1 _ el/m — ].
1—e 2/m  e2/m—1
el/m—1 1

(el/m _ 1)(el/m + 1) el/m + 1
Notera att d& m — 0 sa gar sannolikheten mot 0 och da m — oo sa gar sannolikheten mot 1/2.

Med m = 10 fas sannolikheten till (€10 4 1)~! = 0.47502.

4.1 Da X har fx(x) =1/4for 0 <z <4 ochY har fy(y) =1/6 f6r 0 <y <6 och X och Y &r oberoende sa

ar
1

1
6 24

B~ =

fxy(x,y) = fx(x) - fy(y) =
for (x,y) € [0,4] x [0, 6]. Bestim P (X <Y).

Alternativ 1: Enligt definitionen

P(X<Y) = //fx,y(a:,y)dydx:/;/:fx,y(a:,y)dydx:/04/:idydx

<y
4 274
6—x 1 T 2
= d = — —_ — = —,
/0 YY) [695 2 h 3

Alternativ 2: Ur figuren. Under likformig fordelning att fa ett utfall i det markerade omradet ges som
forhallandet mellan areorna. Rektangeln har area 4 - 6 = 24. Triangeln med horn i (0,0), (4,4) och
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(4,0) har area 4 - 4/2 = 8. Sannolikheten &r alltsa

24 —

Wl o

4.2 Lat X beskriva tiden tills person A far napp och Y tiden tills B far napp. Modell: X och Y &r oberoende
och exponentialfordelade med parametrar a resp. b. D4 X har fx(z) = %e_z/“ for £ > 0 och Y har
fr(y) = %e*y/b féor y > 0 och X och Y &r oberoende sa ar

Fxy (@) = fx(@) - fr(y) = %eﬂ/a%e,y/b

for (z,y) € [0,00) x [0,00). A vinner om A far napp forst, dvs om X < Y. Sa P (A vinner) = P(X <Y)
och enligt definitionen

PX<Y) = / fxv(z,y)dydx = / / fxy(z,y)dyde = / / —e_r/age_y/b dydx
0 x 0 z @

<y

_ /oo le_r/al |:e—y/b(_b):|oo de — /00 le_m/ae_x/b dx :/ le—r(l/a+l/b) dr
0 a b x 0 a 0 a

_ 1 [e—z(l/awb)l—_ll} Lt b
a ately agtg atbd

Om a = 2b #r sannolikheten b/(2b + b) = 1/3.

4.3 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y) har simultan téthet

1
Ixy(z,y) = T C(%“Z/ +c)e” (=)

for x >0,y > 0.

a) Marginalférdelningarna bestédms ur

o0 o0 1 o0
_ — —(@+y) o — — -y
@ = [ poewdr= [ pmereoreay = e [Caysocay
S _ 0o Rl 1, B .
= 137.° <[(a:y+c)e Y(-1)], +/0 xe ydy) = T2¢ (c—i— [we y(—l)]0>
oc+1
= ~ = = 7(1+y) — C+y -vy
fy () [wa,Y(may)dI /0 1+c(a:y+c)e dx 1

b) Dac=0 &r
fx(@) - fy(y) =me ™ ye ¥ =ay-e TV = fx y(2,y)
for > 0 och y > 0. Alltsa ar fx(x)fy(y) = fx,v(z,y) for alla x och y sa X och Y &r oberoende.
Om c#0saér fx(z)fy(y) # fxy(x,y), dvs X och Y &r ej oberoende.
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4.4 Lat (X,Y) beskriva skillnaden mellan punktens utprickade och faktiska position dér X och Y &r oberoende
N(0, 1)-fordelade stokastiska variabler. Avstandet mellan utprickad och faktisk position ges av R =
VX?2+Y? och vi stker P (R < 2).

P(R<2) = P (\/X2+Y2 < 2) —P(X?+Y?<4)= // Fxy(z,y) dz dy
(z,y):z2+y2<4

utnyttja oberoendet

_ // o) fy (y) de dy = // 2~\/%e—y2/2da:dy
T

(@,y):@2+y? <4 (@,y): 12+y2<4

/ ie—(12+y2)/2 dz dy
21
(z,y)x2+y?<4

infér poldra koordinater r och 6

1 2 2, T 1
= // —e " /2rdrd0:/ e " /Qrdr/ —df
27T 0 0 27T

r2<4,0€(0,27) N————
=1

substitution u = r2/2, du = r dr
2
= / e du-1=1—e2
0

4.5 Jakttagelsen att bollen nuddar nitet om bollens centrum &r ndrmre &n avstandet r fran en trad, ger att
sannolikheten for att inte nudda n#t kan skrivas som en kvot mellan triffyta pa avstand r fran trad och
hela traffytan.

a) Den totala triiffytan har arean a-a = a?, medan ytan pa avstand r fran traden ar (a — 2r)2. Alltsa,

P ({ef mudda nit}) = L= 20° _ (1 - 22)2.

a2

b) En hexagon med sidlingd a kan delas in i 12 trianglar enligt figuren. Triangelns hjd ér (m.h.a.
Pythagoras) v/3a/2 sa triffytan blir v/3a2/8. Ytan pa avstand storre dn r fran triangelns bas dr

(bas) - (hojd) - § = (a/2 — 2)(V3a/2 1)}

sa sannolikheten blir

P ({ej nudda nit}) =

(a/2 - 75)(V3a/2—1); (1_£)2
V3a2/8 V3a)

(Om man inser att areorna ér proportionerliga mot kvadraterna pa hypotenusorna far man direkt

kvoten (a — 2r/v/3)%/a?.)

i

t*s
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5.1 Funktionen g(x) = cos((x — 3)m) avbildar x = 1,...5, enligt

x  cos((xz —3)m)

U W N~
[

dvs de méjliga virdena for Y = g(X) ges av Sy = {—1,1}. Vi erhaller dérfor

py(-1) = PV =-1)=P(X=2)+P(X =4)=

(S8 V)

() = P(Y=1)=P(X=1)+P(X=3)+P(X=5)=1.

—~

5.2 Lat U vara likformigt fordelad pa [0,1] Da dr fy(z) =1da0 <z <1 och
¢ ¢
Fy(t)=P({U <1t) :/ fx(x)dx :/ lde =t
0 0
for 0 <t <1.

a) Med X = a+(b—a)U sa ges de mojliga virdena for X av Sx = [a, b] och X har fordelningsfunktion

Fx(t)=P(X<t):P(a+(b—a)U<t):p(U<Z:Z) — Ry <Z:Z) :Z:Z

for a < t < b. Deriveras denna fas tiatheten

fxlt) = S Fx(0) =

dvs likformig foérdelning pa [a, b].

Med X = —mn(U) sa ges de mojliga virdena for X av Sy = [0, oo) och X har fordelnings-
funktionen

Fx(t) = P(X<t)=P(—mln(U)<t)=P(WnU)> —t/m)=P (U > e*t/m)
= 1-P (U < e_t/m) =1—Fyle /™)y =1—¢"t/m™,

for ¢ > 0. Deriveras denna fas tatheten

d 1
t)= —Fx(t)= —e /™ >0
fX() dt X() me ) Z Y

dvs exponentialférdelningen med parameter m.

b) Avbildningen ¢ — F(t) ir en avbildning (—oc, 00) till [0, 1]. Inversen F'~! avbildar [0, 1] pa (—o0, c0).
Med X = F~1(U) s& har X fordelningsfunktion:

Fx(t)=P(X <t)=P (F'(U) <t) = {Kolla figur.} = P (U < F(t)) = Fy(F(t)) = F(t).
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t=F"1(u)

Samband mellan funktionen F(t) och inversen F~*(u).

5.3 Lat X beskriva positionen f6r en jordbdvnings epicentrum i férkastningssprickan. Modell: X #r R[—a, a],

dvs 1
[x(z) = 5 —esT<a

Med Y som avstandet mellan damm och epicentrum fas med Pythagoras sats
Y =vX2+d2
De mojliga virdena pa Y dr Sy = [d, va? + d?]. For ett t € Sy s dr

P(Ygt):P(\/X2+d2§t) —P(X2<£2— ) :P(|X| < \/t2—d2)
P(—\/tz—dz <X< \/tQ—dQ) :/VW (o) = Y-

/1232 (4

Fy (t)

Tathetsfunktionen fas genom derivering

d d | Vit2 —d? t
= — = — = O < < 2 2.
fr () thy(t) o l - 1 Wk ford<t<va?+d

5.4 Lat X, beskriva antalet samtal under intervallet [0, ¢]. Lat T beskriva tiden till forsta samtalet.

T

B ——
I kv vlvv 3¢ kv kv

0 t

Antal samtal = X,

De mojliga virdena pa T &r Sy = [0, 00). Notera att {T' > ¢} och {X; = 0} 4r samma héindelse. Sa, med
modellen att X; dr Po(At) sa T har férdelningsfunktion

()\Ot')o oM ] A

Fr(t) =P(T<t)=1-P(T>t)=1-P(X;=0)=1—

for ¢ > 0. Deriveras denna fas tathetsfunktionen

_d M L m
fT(t) = thT(t) = )de = me

for t > 0 och m = 1/A. Alltsa, T &r exponentialférdelad med vintevirde 1/A.

31



5.5 Lat X beskriva den tid som fru Svensson parkerar. Modell X é&r likformigt fordelad pa intervallet [20, 60],
dvs

1
fx(x) = 10 20 < z < 60.

Med Y som den avgift fru Svensson betalar i parkeringsavgift ges de mojliga virdena pa Y av Sy =
{14, 16, 18}. Vidare sa &r

30 30

(1) = PA5<X<30)= [ fx@de= [ fx(z)ds=2.
15 20 4
45 3

py(16) = PRO<X <45)= | fx(r)dr=1

py(18) = P45< X <60)= fx(x)d$:§.
45

5.6 Om X &r kontinuerlig och har méjliga viirden pa (—oo, 00) sa har Y = | X | mdjliga virden pa Sy = [0, 00).
Dér har Y fordelningsfunktion

F)=PY <t)=P(X|<t) =P (-t <X <t)=P(-t< X <t)=Fx(t) — Fx(-t).
Deriveras fordelningsfunktionen fas tétheten

fy(t) = % [Fx(t) = Fx(=t)] = fx () = fx(=t)(=1) = fx(t) + fx (1)

for ¢ > 0. Om X har tathet

1 2 2
1) = —e—t /20 ]
Ix) =7y
sa har Y tathet
1 —#/20° n L —(v220® _ V2 o t/207

Fr() = 2mo \/ﬁo ﬁ o

5.7 Lat 6 vara likformigt fordelad pa intervallet [—Z, 2], dvs har téthet fo(x) = 1/7 for -3 <2 < Z. Da ar
fordelningsfunktionen for 6

Fe(t)=P(9§t):/_ fe(x)dx:/ Ly = LE7/2

- Tt
_71-/277 ™ 2="=2

Traffpunkten lige pa y-axeln ges av Y = dtan§. De mojliga viirdena pa Y ges av Sy = (—00,00) och Y
har férdelningsfunktion

Fy(t) = P(Y <t)=P(dtan(d) <t) =P (0 <tan"'(t/d)) = Fy(tan™'(t/d))

1 . 1
—tan” " (t/d —.
~ tan~!(¢/d) + 5

Deriveras denna fas tatheten

d

fr(t) = EFY@ =

L1 11
714 (t/d)2d 7 d>+t2

5.8 Lat ¥ = min(X4,...,X,) och Z = max(X3,...,X,). Losningen till problemet bygger pa iakttagelsen
att om max(Xy,...,X,) <tsadr alla Xq,...,X, hogst t. Pa samma sétt att om min(Xq,...,X,) > ¢
sa ar alla X4, ..., X, storre én t.
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Med Z enligt ovan sa har Z férdelningsfunktion

Fz(t) = P(Z<t)=P(max(Xy,...,X,) <t)=P(X1 <t,...,X, <t)={oberoende}
= P(X1<t)---P(X, <t)=Fx,(t)--- Fx, (t).

Pa samma sdtt har Y fordelningsfunktion

Fy(t)

PY<t)=1-P(Y >t)=1—P(min(X,..., X,) > t)
= 1-P(Xy1>¢...,X, >t) ={oberoende} =1— P (X; >t)--- P (X, > 1)
1P <) (- P(Xy<t) =1 (1—Fx,(t) - (1 Fx, ().

5.9 Lat Y = min(Xy, ..., X,,). Losningen till problemet bygger pa iakttagelsen att

min(Xy,...,X,) >t irekvivalent med X; >t,..., X, >t

For en exponentialfordelning sa &r

o0

e—z/m dr = |:_e—r/m:| — e—t/m
t

<1

P>t = [ ix@do= |

t t
for t > 0.
Alltsa ar

P(Y >t) P (min(Xy,...,X,) >t)=P (X3 >t,...,X, >t) = {oberoende}

= PXyi>t)---P(X,>t)= e t/m . o—t/m _ g—tn/m

Detta ger att Y har fordelningsfunktion
Fy(t)=P(Y <t)=1-P(Y >t)=1—et"/m

for t > 0. Med m’ = m/n s dr
Fy(t)=1—¢t/™

och p .
= — = — 7t/m/
fY(t) thY(t) m/e

dat >0, dvs. Y ér exponentialfordelad med parameter m’ = m/n.

5.10 Under likformig férdelning dr sannolikheten att fa ett utfall med radie hogst r, kvoten mellan arean med
hogst ¢, dvs. cirkelskivan med radie ¢, och den totala arean, cirkelskivan med radie r. Alltsa, med X som

avstand till mittpunkten ar
mt?
Fx(t)=— = (t/r)°
() = 2 = (t/7)

foro<t<r.

Lat Y vara avstandet for en annan punkt vald pa mafa oberoende av X. Da, med Z = min(X,Y), ar

Fz(t) = PZ<t)=Pmin(X,Y)<t)=1-Pmin(X,Y)>t)=1-P(X >t,Y >1)
= 1-PX>H)PY >t)=1-(1-P(X <¢))(1-P(Y <1))
= 1-(1—-Fx(t)1-Fy(t) =1-(1—(t/r)?*)?
foro<t<r.

5.11 Lat X; och X5 beskriva oberoende belastningsgriinserna for trad 1 resp. trad 2 i wiren. Wiren gar sénder
vid belastning @ om min(X;, X3) < a/2 och max(X1, X2) < a.
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Alternativ 1: Wiren gar sonder med sannolikhet

({mln(Xl,Xg) < a/2} N{max(X1, X2) < a})
= {utnyttja P(ANB)=P(B)— P(BN A*)}
= P (max(X1, X2) < a)— P ({max(X1, X2) < a} N {min(Xq, X2) > a/2})
{ utnyttja max(a,b) <t < a <t,b<t och }
o min(a,b) >t < a>t,b>1t
= PXi1<a,X9<a)—P(a/2<X;<a, a/2<X;<a)
= {utnyttja oberoendet}
= P(Xi1<a)P(Xe<a)—P(a/2<X;<a)P(a/2<X3<a)
= Fx(a)? — (Fx(a) - Fx(a/2))?
= 2Fx(a)Fx(a/2)—Fx(a/2) .
Alternativ 2: Lat p; vara sannolikheten att en trad har en belastningsgrins pa intervallet [0, a/2] och
p2 att den har det pa intervallet (a/2,a]. Da dr p1 = Fx(a/2) och ps = Fx(a) — Fx(a/2).

Wiren gar sénder om bada tradarna ligger pa intervallet [0,a/2] (sker med sannolikhet p?) eller
om den ena ligger pa intervallet [0,a/2] och den andra pa (a/2,a] (sker med sannolikhet 2p1ps).
Sannolikheten for att wiren gar sénder blir alltsa

P+ 2pp2 = Fx(a/2)* + 2(Fx(a) — Fx(a/2))Fx(a/2) = 2Fx (a)Fx (a/2) — Fx(a/2)*.

5.12 En punkt vald pd mafa i intervallet [0, 1] delar intervallet i tva bitar av lingd U och 1 — U dér U é&r
likformigt fordelad pa [0, 1] och av symmetriskél, dven 1 — U.

a) Med X = min(U,1 — U) sa ges de mojliga véirdena pa X av Sx = [0,1/2] och

P(X>t) = PminU,1-U)>t)=PU>t,1-U>t)P(t<U<1-1)
(1—t)—t=1-2t

for 0 <t < 1/2. Alltsa dr Fx(t) = P(X <t) =1 — P(X >t) = 2t och har tédtheten fx(t) =
4Fy(t)=2da0<t<1/2 Alltsa, X &r likformigt fordelad pa intervallet [0,1/2].

b) Lat ¥ = max(U,1 — U) da dr med X enligt &r de mojliga virdena pa kvoten Y/X [1,00) och
fordelningsfunktionen for kvoten ges av

)

N

Fy/;x(t) = PY/X<t)=P(Y <tX)=P((Y <tX, U< +P(Y <tX,U>
1-U<w, U<HY+PU<t(1-U), U>1)
(1/t+1)SU<H+P (3 SU<t/(1+1))
1

P
P

1\ _t-1
() () -

fort > 1.

5.13 Lat X; och X5 beskriva livsliangden for elektronréren. Modell: X7 och X5 ér oberoende och exponen-
tialférdelade med parameter m > 0.
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Alternativ 1: Med T' = X; + X5 sa har T fordelningsfunktion

Fr(t) PX<t)=P(X1+Xo<1t)= / Ix, x,(x,y) dedy

(z,y):x+y<t

t—y 1
/ / Ix, (@) fx, (y) dedy = / / —z/m— —Y/™ dady

—2/ e*y/m e*w/m(—m)] dy = —/ e V/m _eTtmdy
m 0 0 m Jo

[e—y/m(_m) _ e_t/my:|t 1 e_1t/m _ e—t/?’ﬂi
0 m

1
m
for ¢ > 0.

Alternativ 2: Med faltningsformeln far T tdtheten

1 t
fr(t) = / fx, (@) fx, (t — x) do = / ,w/m 2o t=a)/m g — _2/ o—t/m gy
m m 0
— 7t/m
m2
for ¢ > 0. Nu ar
— 0 oo 1
P(T>1) = / fr(z)dz = %e*w/m dx = [—xew/m] + e /M gy
m m t t m
= _ *t/m + |:_efm/m:|oo _ ieft/m _’_e*t/m
t m
och ,
Fr(t)=P(T<t)=1-P(T>t)=1-— Ee—t/m —et/m
for t > 0.
Vi soker
—400/m —400/m 400 -2
P (T >400) = 1—P(T <400)=1- Fr(400)=e +e W:3e

= 0.40601.

5.14 Med X och Y som oberoende Poissonférdelade stokastiska variabler med parametrar m, och m,. Vi
skriver héndelsen
{(X+Y=n}=|J{X=kY=n—k}
k

sa sannolikheten

P(X+Y=n) = P(U{X:kyzn—k}) =Y P(X=kY=n—k)
k k

n mk mnfk
= ZP(X:k)P(Y:”_k):Z_uze_mz(nik)ne_my
k k=0 ’
" mk omyT k 1
_ _w —(mag+my) _ —(m,+my) k, n—k
- Y e e S (e
k=0
=(mae+my)"

_ (mr + my)n e—(mz—i-my) — m e~ M.

n! n!
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ddr m = mg +my, for n =0,1,2,...,. Dvs, X + Y é&r Poissonférdelad med parameter m = m; + my,.

5.15 Lat X1, Xa,..., X, vara oberoende exponentialfordelade stokastiska variabler med parameter m. Lat
Y, = Z?:l Xi.

a) Med induktion visar vi att Y,, foljer en I'(n, m)-férdelning.
Basfall: Med n =1 far vi att Y7 = X; dr exponentialférdelad, dvs har tdtheten

1

1
_ _ = —x/m _ n—1_—x/m
fyl(x) le ({E) me m”F(n)x e

téitheten for en I'(n, m)-fordelning, n = 1.

Induktionssteg. Antag att Y;, har I'(n,m)-fordelning. Visa att detta leder till att Y,4; har en
I'(n + 1, m)-fordelning.

t
fYn+1(t) = ‘/0 Ty, () fx(t—s)d / mnF 1 —S/m_ —(t=s)/m 4q
1

1 t 1
_ —t/m n— 1d — —t/m>  _ n —t/m
m”*lf‘(n)e /0 ’ m"“F(n)e n  m"tl nl(n)
~——
=I'(n+1)

1 24}_77,e—t/1n
m 1T (n + 1) ’
for ¢ > 0, dvs téitheten f6r en T'(n + 1, m)-fordelning.

b) Lat X och Y vara tva oberoende I'(n1, m)- och I'(ng, m)-fordelade stokastiska variabler.

Alternativ 1: Viarepresentationen av I'( -, m)-férdelningen i a). Om ny och ns dr positivt heltaliga
sa kan enligt a) X och Y skrivas

ni n2
SRR
i=1 i=1
dar X4,...,Xn,, Y1,...,Y,, dr oberoende exponentialférdelade med parameter m. Men da &r
ni no
x4y =3xSy
i=1 i=1

en summa av (n1 + ng) oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler med parameter
m och alltsa ar I'(ny + na, m)-fordelad.

Alternativ 2: Via faltningsformeln.
t
frovlt) = [ Ix©fr-9)ds
0

t
1 1
_ - =l —-s/m - t— no—1 —(t—s)/md
/0 m”lf(nl)s ¢ mmF(ng)( 2 ¢ s

1 715/ ‘ 1—1 —1
— m n t— g)"2 d
mnitn2 F(nl)l"(ng) € /0 S ( S) S
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Partialintegrering ger

t ) . . —171" ni—-1 [t )
/s"f (t—s)2"lds = |s™~ (t—s)’”—] + /8”1’ (t—s)" ds
0 0 0

n2 UP)

=0
—1n -2 [*
_ O-i—nl ni / 5"1*3(t—s)”2+1d8 — ...
no ng +1
_ (nl - 1)(TL1 _2)1 tn1+n2—1
n2(ng+1)---(ng+ny—1)
(nl - 1)'(712 B 1)' tn1+n2—1

(ng +ni — 1)!
_ LOu)T(n2) 1,y
['(n1 + n9)
Sa tiatheten dr

1 —tym L(n1)l'(n2) -

’ t/m tn1+n2 1
fX+Y( ) m"1+"2F(n1)F(n2)e F(nl + TLQ)
1

— tnl+n2—1e—t/m
m™ 2 (ng + ng)

for t > 0 &r tétheten for en I'(ny + ng, m)-fordelning.

5.16 Lat X och Y vara oberoende och N(0, 1). I polédra koordinater (R, ©) &r

(X,Y) = (Rcos(0), Rsin(0)).

P(R<s,0<t) = P (\/XQ FY2<s tan H(Y/X) < t)
= P(X?+Y?< s tan ' (Y/X) <t) =P((X,Y)€D)

— [ rev@wdsay = [ [ @y ) dady
D D
1 2 1 2 1 2 2
— T aT/2 L yt/2 _ = o (@t +yT)/2
// \/Ee \/ﬂe dxdy // 27Te dxdy

= / —er rdrd@—//fR@TH)drdH

=/r, e(T 0)
Alltsa: freo(r,0) = —r*/2p Vidare fas fordelningsfunktionerna
2 R
Fr(s) = P(R<s)=P(R<s,0<27m)= / / e " /2rdrdd

[ L= [ [ L]

27 1 2
= / {1—673/2} dd=1—e5/?
0 27
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sa fr(s) = L£Fr(s) =0— 6*32/2(—8) = se~*"/2. P4 samma siitt

t [e'e]
Fo(t) = P(@St)ZP(RSOQGSt):// L2 g
0 0 27
1 o0
= —’LL — e u _1
// S-e " dudd = /{%e ( )]0 d
t
- /O%d"—ﬂ
s fo(t) = L Fg(t) = 5. Alltsa &r

fro(s,t) = %e_&/zs = fo(t) fr(s)

for alla s och t, vilket séger att R och © &r oberoende.

5.17 Lat X; och Xy vara oberoende och exponentialférdelade med parameter m = 1. D& ér téitheten fx(z) =
e *, for x > 0.

Med Y = X /X5 sa ges de mojliga virdena for Y av Sy = [0,00) och Y har férdelningsfunktion

Fy(t) = PY <t)=P(X;/Xo<t)=P(X; <tXy) = / fxy.x, (z,y) dedy

(z,y):z<ty

/ /tu Ix, (@) fx,(y) dedy = / /tu Te Vdxdy = / e Y [1 — e*ty} dy

[e Y(—1) 4 e (t+1)y(t_,_1)]0 _l_t—i——l_ﬁ

Saledes ar tatheten for YV

d 1 t 1
ay W= t+1)2  (t+1)2 =

fr(t) =

Lat nu Y7 = X3 + X2 och Y2 = X1/(X; + X32). Da har Y7 mojliga vérden [0, 00) och Y3 mojliga virden
[0,1]). For ett s > 0 och ¢ € [0,1] &r

X1 1—1t
P(Y1<s,Y2<t)=P X1+X2§8,7<t =P| —X; < Xp <s—-X;
X1+ Xo t
Intervallet [%Xl, s — X4] innebér att
1-—t¢
T+1 Xi1<s = X;<st

sa,

1— ts s—y
Py = P ssox) = [ o doy
1-t)y/t

ts s—y ts
e Ye " dady :/ e Vle (=15 Y., dy
/0 /(;—t)y/t o [ ](17t)y/t

ts ts
= / eVt ety = {e*y/t(—t) - efsy} =t(l—e®(1+s))
0 0

for s > 0 och t € [0,1].
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Nu ar

Fy,(s) = PYV1<s)=PM1<s,Ya<1)=1—-e"(1+5)

sa

fa(5) = LBy (5) = se™

AT st Y T
for s > 0. Vidare,

Fy2(t) = P(Y2<t):P(Y1§OO,5/2§t):t

sa

fralt) = LR (1) = 1

R T g e T

for 0 <t < 1. Vi ser dven att den simultana tatheten

g 0
fyl’y2(8,t) = %EP (Yl <s Y < t) =se " = fyl(S)fy2(t)

sa Y7 och Y5 dr oberoende.

6.1 Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De mdjliga virdena pa X ar Sx = {0,5,20,100}.
Sannolikhetsfunktionen for X ges av

px(0) = P (X =0) = 964/1000 = 0.964
px(5) = P (X =5) = 30/1000 = 0.030
px(20) = P (X = 20) = 5/1000 = 0.005
px(100) = P (X = 100) = 1/1000 = 0.001

och px (z) = 0 {or 6vrigt. Det forvintade vinstbeloppet &r

E(X) = > kP(X=k)
k
= 0-P(X=0)+5-P(X=5)420-P(X =20)+100- P(X = 100)
= 0.35.

Variansen kan beriknas pa tva sétt:

Alternativ 1: Ur definitionen

V(X) = E((X-E(X))?) =) (k—035°P(X =k)
k
= (0-035% P(X=0)+(5-0.35)2%-P(X =5)+ (20 — 0.35)? - P(X = 20)
+ (100 — 0.35)% - P (X = 100)
= 12.628.

Alternativ 2: Via
E(X?) = Y KP(X=k)
k
= 02-P(X=0)+5%P(X =5)+20%- P(X =20)+100?- P (X = 100)
12.75

och sedan
V(X)=E(X? - (E(X))*=12.75— 0.35° = 12.628.
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Standardavvikelsen fas till D (X) = /V (X) = 3.5535.

Nettovinsten Y ges av
Y =X —0.50.

Viéntevirdet och variansen for Y kan bestdmmas pa tre sétt.

Alternativ 1: Ur fordelningen for nettovinsten Y. De méjliga véirdena #dr {—0.5, 4.5, 19.5, 99.5} med
sannolikheter 0.964, 0.030, 0.005, 0.001 respektive.

E(Y) = Y kP(Y =k)
k

(—0.5)- P(Y =—05)+4.5-P(Y =4.5)+19.5- P (Y = 19.5)
+99.5- P(Y =99.5) = —0.15

och

V(YY) = E(Y —E(Y))?) =) (k+0.15)°P (Y =k)
k
(=0.5+0.15)%- P(Y = —0.5) +--- + (99.5+ 0.15)* - P (Y = 99.5) = 12.628.

Alternativ 2: Via fordelningen for X.

E(Y) = E(X-050)=)Y (k—050)P(X = k)

k
(0—-0.50)P(X =0)+---+ (100 — 0.50)P (X = 100) = —0.15
och

V() = E((Y-E(®Y))?)=E(((X-05)+0.15)%) = E ((X —0.35)°)

(
> (k—0.35)°P (X = k) = 12.628.
k

Alternativ 3: Via lineariteten for vantevarden.
E(Y)=FE(X-0.50)=FE(X)—-0.50=0.35—-0.50=—0.15

och
V)=V (X -0.50)=V(X)=12.628.

6.2 Mitinstrumentet ger ett métfel X med téthet fx(z) = 100(1 — 100|z|) for —0.01 < z < 0.01. Da &r

0.01
E(X) = /xfx(a:) do = / z-100(1 — 100|z|) dz
~0.01
= {Symmetriskt intervall, udda integrand} = 0.
Vidare sa ar
0.01
V(X) = E(X-EX))?)=E(X*) = /x2 fx(z) da =/ 2% - 100(1 — 100]z|) dz
~0.01

0.01
= {Symmetriskt intervall, jimn integrand} = 2/ 22 -100(1 — 100z) dx
0

333 4

x 0.01
= 200 |% —100—
5l

10
6
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sa
D(X)=+/V(X)=10"2/V6.

6.3 Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel. Dess tathetsfunktion fas genom att derivera fordelningsfunktionen,

dvs p 00
—
= _F e o <zx<2
fx(x) T x () 500" or 0 <z <20,

och fx(xz) =0 for svrigt. Vi erhaller vintevirdet enligt

o 200 20—z 1 x2 28 20 20
E X = . = = — 2 _— — = —.
(X) /_OO v fx(z)d /0 v 200 dr 200 { 0 2 L

Vi berdknar harnist F (X 2).

fe'e) 20 20 — 1 3 4720 9
px) = [ apea- [ 2R te e et 2] 20
0

— 00

Det ger oss variansen

och standardavvikelse

6.4 X ar exponentialfordelad med parameter m > 0, dvs

1
fx(z)=—=e"%/™ z>0.
m

Vi far da att

E(X) = /xfx(fv)dfvz/oooxiew/mdx: |:x iew/m(_m):|oo+/oooew/m dx
0

m

= [e‘x/m(—m)}:o =m.

Vi kan bestdmma V (X) pa tva sétt.

Alternativ 1:

V(X) = E(X-E(X))?) =/($—m)2fx(x)d:c:/0w(x—m)2 %e_r/mdm

[(x _ m)? ie—r/M(—m)] :o + /O T o — m) e/ dy

m

=m?2

= m?+ [2(;10 - m)efw/m(—m)}

o0

+ / 2%/ Mm dx
0 0

=—2m?




Alternativ 2:

E(X?)

Il
—
S

(V]
[y
>
0
S—
ISH
=
Il
S—
8
8
[\v]
S
@
4
~
3
jSH
=

Vidare sa ar

Alltsa ar

6.5 X ar Po(m) dvs.

P(X—k)—ﬂe’m, k=0,1,2,...
Nu ar
omf S mE SN mEP
k k=0 k=1 k=1
= mZ(k—l)!e =m) gret=m) P(X=k=m.
k=1 k=0 k=0
=1
Vidare sa
E(X?) = EX(X-1)+X)=) (k(k—1)+kP(X =k)
k
o0 k
m —m
= Zk(k—l)P(X:k:)+ZkP(X:k):m+2k(k—1)ﬂe
k k k=0
=E(X)=m
oo mk <k S mh?
= m—i—Zk(k—l)ﬂe :m—&—zme =m+m Z(k—Q)!e
oo k o0
mT o,
= m+m2zﬂe :m+m2ZP(X:k):m+m2.
k=0 k=0
=1
Alltsa &r

V(X)=FE(X?) —(E(X))’=(m+m*) —m?>=m
och D (X) =/m.

6.6 Lat X vara likformigt fordelad pa intervallet [—0.05,0.05], dvs fx(x) = 10 da —0.05 < x < 0.05. Sétt
Y =1/(0.5+ X). De mojliga viirdena pa Y ges av [20/9, 20/11] = [1.818, 2.222]. Vintevirdet dr

1 1 o 0.05
L e dx = 10 dz = 10 [In(0. :
(o.5+x> /0.5+xfx($) x /0‘05 05 g 0de 0 In(0.5 + )%y s

101n(11/9) ~ 2.0067

E(Y)
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och variansen fas genom att forst beridkna

#((s5vx) ) = [ wovap et [ g o

[ ~1 ]0'05 400
05+a]_g05 99

E(Y?)

V)=E(Y?) —(E(Y))?= % — (101n(11/9))* ~ 0.013531.

6.7 Den stokastiska variabeln X har tatheten

1 22 /252
fx(ff)zﬁe /2,

Bestam E (| X|).

Alternativ 1: Nu har | X| fordelningsfunktion
Fix|(t)=P(|X|<t)=P(-t< X <t)=P (-t <X <t)= Fx(t) — Fx(~t).

Deriveras fordelningsfunktionen fas tétheten

- % [Fx (t) — Fx(—=t)] = fx(t) — fx(=t)(=1) = fx () + fx(—t).

for ¢ > 0. Om X har téathet

fix|(t)

1
fx(t) = o /2
2mo

s& har | X| tithet

fix)(t) = L e + L e V2 o—t?/20%

V2ro V2o Vo
Alltsa ar vintevirdet
o0 2 2 2
E (X)) = /a:f‘x|(a:) de = xie_m /29" 4z = {Subst. u = 22 /2}
o To

= / ﬁe_“/gzdmzlﬁe_"/oz(—cﬁ)] = ga.
0 VTo Jro o T

Alternativ 2: Ur fordelningen for X far vi

> 1
Jlalsxtayde= [ ol o2 o
oo 2mo

{Jamn integrand, symmetriskt intervall}

e 1 2 2 o \/5 2 2
2 o] ——e % /% d;v:/ r ——e % /27" dr = {Subst. u = 22/2
| o= = i /2)

/OO ﬁe*“/6r2 dz = ﬁe*“/°'2(—02) ) = za.
0 V7o e 0

E(1X])

O ™

43



6.8 Ur fordelningsfunktionen Fy (z) = 22 /7 for 0 < z < /7 bestims

for 0 <z < /7. Med Y = sin(X?) sa #r

v 2z
= in(X?) = in(z? x)dr = sin(z?) == dx = {Subst. u = z?
B(Y) = B(s (X)) /S()fx()d | sina®) 2 do = {subst. u = a2)
/ sin(u %[—cos(u)]gzg
och
v 2z
E(Y?) = E(sin*(X?)) :/sinQ(xQ)fX(x)dx:/o sinQ(x2)7dx:{Subst.u:x2}
B ”Smgu 1 " ™1 — cos(2u) " u — sin(2u)/2 77:1
_/0 W /0 or O [ 2 ]0 2
Alltsa ar

och D (X) =+/V (X) = 0.30776.
6.9 Lat Y7 vara funktionstiden for seriekopplingen av komponent 1 och 2. Da dr ¥7 = min(X;, X5) och
P(Yl > t) = P(min(Xl,Xg) > t) = P(Xl >, Xo > t) = P(Xl > t)P(XQ > t).

Da X, och X5 ér exponentialférdelade sa ar

o0 o0 1
P (X >t):/ le(x)dx:/ —e v dy = et/
t t @

t>0,0och P(Xy>t)= e~t/a Alltsa ar
P(Yi > t) — eft/a .eft/a _ ef2t/a

och
Fy,(t)=P(Y1<t)=1-P(Yy >t)=1—e 2t/c

for t > 0. Pa samma séitt, med Yo som funktionstiden for seriekopplingen av komponent 3 och 4, ar
Fy,(t) = 1 — e~2!/%, Funktionstiden for systemet Y ges av

Y = max(Y1,Ys)
och
Fy(t) = P(Y <t)=P(max(¥},Ys) <t)=P(Y; <t,Yy <t)
P (Yy <t)=(1—e 2t/2)2

for t > 0. Derivering ger
d 2 4
- _F = 9(1 — —2t/a\,—2t/aZ _ T/, —2t/a _ ,—4t/a ]
Jrt) = SRy () = 21 — e 20y 202 = Z(em2t/e o4t/
Nu har Y véntevérde

4

E (Y) = /tfy(t) dt = AOO t %(e*%/a _ ef4t/a) dt = E [t (ef2t/a(_a/2) _ ef4t/a(_a/4))}:j

+2/ efzt/“dt—/ e*4t/“dt=2'a/2_a/4:%a'
o 0
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Med a = 1000 &r E (Y) = 750.

Notera att da Y alltid &r positiv sa

/Ooony(y)dyZ/Ow/ony(a:)da:dy=/Ooo/woofy(x)dydx:/ooop(YZx)dI

/Ooo |~ Py (2)da.

E(Y)

Alltsa . N
EY)= / 1-(1- e—2t/a>2 dt — / 9e—2t/a _ o—4t/a g1 _ %a
0 0

vilket man fick utan att bestimma fy (t).

6.10 Med X som temperaturen i Celsius dr temperaturen uttryckt i Farenheit

9

Y =-X +32,
5 +
dér X har véntevérde E (X) = 17.0 och standardavvikelse D (X) = 1.6. Via lineariteten fér vantevirden
far man 0 0
E(Y)=F <5X + 32) = gE(X) +32=062.6°F
och

V(Y)=V (gx + 32) =V (9)() = 9—2V (X) = g(D (X))? = 8.2944

) 52 25
och D(Y) = /V (Y) = 2.88°F.
6.11 Med X som méngden tvitt och Y som priset for tvitten fas
Y =5+ 10X,
dir X har tidthetsfunktion fx(x) = 2/18 da 0 < z < 6. Hiir {6ljer tre alternativ for att bestimma F (V)
och V (Y).
Alternativ 1: Via fordelningen for Y. Om de mojliga virdena pa X dr Sx = [0, 6] sa ges de mojliga
véirdena for Y =54 10X av Sy = [5,65]. For t € Sy sa dr fordelningsfunktionen for Y
Fy(t)=P(Y <t)=P(5+10X <t)=P (X < (t—5)/10) = Fx((t — 5)/10).
Deriveras denna fas tatheten

Fr) = SRt = L (- 5)/10) = fx(@ - 5)/10) 5 = L0 L L2

for 5 <t < 65. Med denna téithet har Y vantevirde

65 3 9465
t—>5 1 t t
EY)= [tfy(t)dt= | t——dt=-—r|——5=| =45
) /fY() /5 1800 1800[3 2]5

och varians

V() = E((Y-E(®Y))?)=E((Y -45)%) = /(t —45)2 fy (t) dt

65 S5 1 65 ,
- t— 452 2at = —— | 3 — 952 + 2475t — 10125d¢t
/5 ( ) T800 1800 J- +
1 [t £3 12 65
— | 95 4 2475= —10125t] =200
1800 [4 5 " 2 L
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Alternativ 2: Via fordelningen for X. Eftersom E (¢(X)) = [ g(x) fx (z) dz sa ar

6 xr
E(Y) = E(5+10X)= /(5+ 102) fx (2) dz = / (5 +100) 2= do
0
1 x? a3 6
och
V(Y) = E((Y-E(Y))?)=E(((5+10X)—45)?%) = E ((10X —40)*)

E (100X? — 800X + 1600) = / (10022 — 800z + 1600) fx () dx

3 2

6 4 6
T 1 T T T
= 10022 — 800 1600) — dxr = — |100— — 800— + 1600— | = 200
/0 (1002 v+ 1600) g do = 3 { 1 3 T3 L

Alternativ 3: Via E (X) och V (X) och riknelagarna for viantevirden och varianser. Fér X giller att

2= [ astoras= Lo g = [55] =1

och
0 6
V(X) = E((X_E(X))Q):/_m($—4)2fx($)d$=/0 (¢ —4)* da
1 [at 8a® 16:526_2
- E{I_?+ ) ]0— :
Alltsa

E(Y)=E(+10X)=5+10E(X) =5+ 40 = 45 kronor,
V(Y)=V(5+10X) =V (10X) = (10)®- V (X) = 200
och D (Y) = /V(Y) =200 = 10v2.
6.12 De mojliga viirdena pa (X,Y) ar (0,1), (0, —1), (—1,0) och (1, 0) med sannolikhet 1/4 vardera. De méjliga

vérdena pa X dr —1, 0, 1 med sannolikhet 1/4, 1/4+1/4 = 1/2 och 1/4 respektive. Notera att X och ¥’
ar beroende stokastiska variabler.

Nu ar
E(X)=)Y kP(X=k)=(-1)P(X =-1)+0P(X =0)+ 1P (X =1) =0.
k

Av symmetriskil har Y samma fordelning sa E (Y') = 0. Nu &r

CXY) = B(X-EBQ)Y ~E(Y)=E(XY) =3 =i jP(X=i¥ =)
= o-1i+o-(-1)%+(-1>-0%+1-0%:o.

Korrelationen pxy = C (X,Y) //V (X)V (Y)=0.

6.13 Lat X beskriva positionen efter ett hopp och Y positionen efter tva hopp.

Alternativ 1: De mdjliga véirdena pa (X,Y) ges av (—1,—2), (—1,0), (1,0) och (1,2) med sannolikhet
1/4 vardera. De méjliga vérdena for X &r —1 och 1 med sannolikhet 1/2 vardera medan fér Y &r
véirdena —2, 0 och 2 med sannolikhet 1/4, 1/2 och 1/4 respektive.
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Nu ar

E(X) = > kP(X=k =-1P(X=-1)+1P(X =1)=0
k

V(X) = E(X-E(X))?)=E(X*)=> KP(X=k)=
k

E(Y) = Y kP(Y =k)=-2P(Y =-2)+0P (Y =0)+2P (Y =2) =0
k
V() = E(W-E(X)?)=E{Y?) =) FP(Y =k=2
k

C(X.Y) = B(X-E@X)Y -E(Y)=EXY)=)ij-P(X=iY =
= (DO H0 17 H2 15 =1,
Alltsa ar
C(X,Y) 1 1

XY = SV VIE v

Alternativ 2: Lat X; och X5 vara forflyttningarna i tidsteg 1 och 2. Da &r

och
V(X)) =E(Xi-E(X:)?) =E(X)=> KP(Xi=k) =1

Nuédr X = X; ochY = X; + X5 och

C(X,Y) = C(Xl,Xl —l—Xg) = C(Xl,Xl)-l-C(Xl,Xg) = V(Xl) =1,

=V(X1) =0

V)=V X1+ X2) =V (X1)+V(Xz) =2

Sa

1
XY S VYY) vI2 V2
6.14 Vi borjar med att bestdimma konstanten ¢: fx y(z,y) = c.

1 pl—y 1 Y2 1.
1=//fxy(w,y)d$dy=/ / cd:vdy:/ C(I—y)dy=0[y——] =z,
o ' o Jo 0 2]y 2

dvs fx v (z,y) = 2 pa triangeln. Marginalférdelningen for X fas till

fX(x):/ny(x,y)dy:/O _z2dy:2(1—x).

for 0 <2 < 1. Av symmetriskél dr fy (y) =2(1 —y) for 0 <y < 1.
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L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tétheten fx(x)

Tétheten fx,v(z,y)

Notera vidare att 2 = fx vy (z,v) # fx(z)fy(y) = 2(1 —z) - 2(1 — y) sa vi har formellt visat att X och Y
ar beroende.

For X giller att

och

V(X) = E((X—E(X))Z):/OO (m—%>2fx(x)dx:/01 (x—%)QZ(l—x)dx:%.

—00

Av symmetriskal har dven Y vintevérde 2/3 och varians 1/18. Vidare

1 pl—y 1 221
//xyfxy(x,y)dxdy:/ / xy?dwdy:/ 2y [7] dy
0 0 0 0
wly

1—y)2dy = —
/Oy( y)" dy B

E(XY)

sa,
C(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=——- - =——.

Slutligen, korrelationskoefficienten fas till

) _ C(X,Y) _ —1/36 :__1
T X)V(Y) \/%.% 2"

7.1 Lar X3, X» och X3 vara oberoende och E (X;) =2och D (X;)=3fori=1,2,3. Med Y =3X; —2Xs+
Xg — 6 sa ar

E(Y)=FE(3X, —2Xo+ X3—6) =3E(X1) —2E (X2) + E(X3) —6=3-2-2.242—6=—2.

Vidare, for ¢ = 1,2, 3 sa &r



och

<
>
|

V(3X1—2Xs+ X3 —6) =V (3X1 — 2X2 + X3) = {oberoende}
= V(3X1)+V (-2Xa) +V (X3) = 32V (X1) + (-2)*V (X2) + V (X3)
= 9-94+4-949=126

sa,

7.2 Lat X beskriva lingden av en typisk planka. Modell: X har véntevirde E (X) = 2 och D (X) =0 =
5-1073. Da n = 10 plankor sagas till, 1t Y beskriva plankornas sammanlagda lingd om. ..

a) ...alla plankorna sagas pa samma gang. Da éir Y = 10X och
E(Y)=E(10X)=10E(X)=10-2 = 20

och
V(Y) =V (10X) = 10°V (X) = 1005>
och
D(Y)=+V(Y)=100.

b) ...plankorna sagas till individuellt och far oberoende lingder X;,...,X,. Da dr Y = 2;21 X, och

10 10
E(Y)=E <ZXi> =Y E(X;)=10-2=20
i=1 i=1

och
10

10
VY)=V (Z Xi> = {oberoende} = > "V (X;) = 100°

=1

och
DY) =V (Y)=V100.
metod b) ger mindre standardavvikelse fér den totala lingden Y.

7.3 Lat X7 och X3 beskriva resultaten av tva oberoende tdrningskast. Da dr P(X; =k) = 1/6 for k =
1,2,...,6 och

6
7
E = = = - = .
(X)) =Y kP (X =k)= 5 =35
k=1
och
0 35
X,)=FE(X? —(E(X))?= 2p(X =k) — 2 _ 29
V) = B (X) - (B0 = 3 BP (X =8 - (35 =
for ¢ = 1,2. Summan X = X; 4+ X, har vintevérde
EX)=E(X1+X2)=E(X1)+E(X2)=7
och varians 35
V(X):V(X1+X2):{0beroende}:V(X1)+V(X2):F'

For produkten géller

E (X1X3) = {oberoende} = F (X1) E (X3) = %
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Variansen #r lite krangligare, men upprepad anviindning av V (Z) = E (Z 2) —(E(2))? ger

4 2
V(X1X3) = E((X1X2)?) — (E(X122))* = E (X{X3) — <Zg) = {oberoende}
2401
= E(X7)E(X3) - =45~
Men E (Xlg) =V (X1)+(E(X1))? = % + (%)2 = % s&
91 91 2401 11515
V)=V (XiXy)=— - =
V) =VI&GX) =55~ 5 144

Slutligen
C(X,Y) = E(XY) = E(X)E(Y) = E((X: + X2) X1 Xa) — E (X3 + X5) F (X1 X)

dér
E((X1+X2)X1X2) = E(X7X>+ X5X;) = {oberoende}
917 917 637
— 2 2 = — — _— = —
BB+ B EC) - DT AT 0T
dvs 637 49 245
C(X.Y) = B((X1 + Xa)X1Xe) = B (X1 + Xo) B (X1 Xp) = 2= =T = .

Korrelationen fas till

(X Y) 245/12 /
PX)Y =
NV /35 11515
144

7.4 Vi later X4 och Xpg vara tva stokastiska variabler sadana att
E(Xa)=E(Xg)=m och V(Xa)=0%, V(Xp)=o0%.
Vilater Y = aX 4 + bXp. Da ar
E(Y)=FE(aXa+bXp)=aFE(X4)+bE(Xp)=am+bm=(a+bm

vilket ger E(Y) =m om a+b = 1. Uttrycker via i bfar viatt a=1—boch Y = (1 —b) X4 + bXp.
Variansen for Y ges av

V(Y) = V((1-0)Xa+bXp)={oberoende} = (1 —b)?V (X4) + bV (Xp)
= (1-b)2%0%4 +b%0%.

Denna minimeras med avseende pa b genom losning av

d
0= de( ) = —2(1—b)o% + 2bok =2 [(0% + oh)b — 03]
vilket ger
b—i och Y=(1-0)Xs+bXp= 7 Xa+ A X
_0124—1—0}23 n A B_0'124+UQB A 01244—0129 B

Kontroll av andraderivatan ger att detta verkligen &r ett minimum.

7.5 Med X = 15" X sd dir variansen
n 1=

n

V(X) =V <% ZXi> = {oberoende} = Z ni Z(D (X:))2
i=1

=1 i=1
4—19 (4-(0.20)* +2-(0.30)* + 1 - (0.40)?) = 1
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sa D ( ) = 1/4/98 = 0.1010. Notera att om bara A:s métningar utnyttjas fas

4 4
1 1 (0.2)2
Vv (Z ;:1 Xi> = {oberoende} = = 52 1 = 0.01

och standardavvikelsen dr +/0.01 = 0.10, nagot med béittre precision.

7.6 Lat X, Y och Z vara de oberoende normalférdelade stokastiska variabler som beskriver hastighetsvektorns
komponenter, dvs de har vintevirde 0 och standardavvikelse \/kgT /M. Da ér

E <%M|v|2) =E (%M (X +Y? + ZQ)> = %M (E(X*)+E((Y?) +E(2%),
B (X?) =V (X) + (B (X)) = 2L o7 = 2L

detsamma giller F (Yg) och (Zg), sa

1. o\ 1. (ksT  kgT kgT\ 3
E<§M|U|)—2M(M + e M)—2kBT.

Med hjilp av stora talens lag kan vi tolka resultatet som att medelvérdet av partiklarnas rorelseenergi ar
proportionell mot absoluta temperaturen.

7.7 Beteckna E (X) = m, och E (Y)) = m,. Upprepad anvindning av V (Z) = E (Z?) — (E (Z))* ger
V(XY) = E(XY)*)—(E ( )) = E(X?Y?) — (E(XY))? = {oberoende}
E(X?)E(Y?)—(E(X)E(Y))?=E(X?) E(Y?) —mim;
(V(X) +m2)(V (Y) my) — mmy
VX)V(Y)+ V(X)m +V(Y)m2+m m2—m2m3
= VX)VY)+mV(X)+miV (Y).

7.8 Infor beteckningar V (X) = o7 =2 och V (Y)) = o7 = 1. Notera att eftersom

C(X)Y) C(X.,Y)
px7Y = =
V(X)V(Y) Oz0y
sa Ar 2
1 2
C(X,Y) = os0,pxy = V2VIg = .
Alternativ 1:
V(X -3Y) = V(2X)+V(-3Y)+2C(2X,-3Y)

= 22V (X)+ (=3)*V(Y)+2-2-(-3)C(X,Y)
= 4024902 —12C (X,Y) =17 — 4v/2 = 11.34.

Alternativ 2:
V(2X —3Y) = C(2X —3Y,2X —3Y)
= C(2X,2X)+C(2X,-3Y) + C (-3Y,2X) + C (-3Y,—-3Y)
2.20 (X, X)+2-(=3)C(X,Y) 4 (=3) - 2C (Y, X) + (=3) - (=3)C (Y, Y)
= 402 —6£—6£+9 2 =17-4V2=1134.
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7.9 Notera att for ¢ # j sa ar

p= ) G C (Xi, X;) = po’.
V(X)) V(X;) g0

Vi vet att V (X) > 0. Detta medfér att

0 < VE=CcEX)=C[ S x Y x| =0 Y x YK
i=1 J=1 i=1 j=1

1 n n 1 n

= S Y0 X) == (ZV +Z Z C (X, X;)
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1,57#1

1 n n n 1 2

= 5 ZG2+Z Z a2p)zﬁ(no2+n(n—l)a2p):%(1—&-(11—1)/)).
i=1 i=1 j=1,j#i

Vilket ger
0<1+(n—1)p
eller p > —1/(n—1).
7.10 Den genererande funktionen till en diskret stokastisk variabel definieras av G(s) = E (s*). Om tva

oberoende stokastiska variabler X; och X5 har genererande funktioner Gy, (s) och Gx, (s) sa har summan
X7 + X5 genererande funktion

Gx,4x,(s) = B (s¥1%2) = E (s* s%2) = {oberoende} = E (s*1) - E (s*?) = Gx, (s)Gx, (s).

En Poissonfordelad stokastisk variabel har P (X = k) = ﬂ ~mfor k=0,1,2,... ddar m > 0. Da har X
genererande funktion

> mk > sm k
Gx(s) = E(s¥)= ZskP(X =k)= Zsk?e*m = Z ( k') e MeemsTm
k k=0 ’ k=0 )
m(s—1) (Sm) —ms m(s—1) m(s—1)
> o = Y P(Y =k
k=0 " ——r k=0
P(Y=k)

=1

dér Y var Poissonfordelad med parameter sm.

Om X och Y dr oberoende och Poissonfordelade med parametrar m, och m, har X + Y genererande
funktion

GX+Y(S) _ GX(S)GY(S) _ emm(s—l)emy(s—l) _ e(mm+my)(s—1) _ em(s—l)

dédr m = mg + my, dvs den genererande funktionen for en Poissonfordelad stokastisk variabel.

7.11 Lat X vara likformigt fordelad pa intervallet [—0.05,0.05], dvs fx(x) = 10 d& —0.05 < 2 < 0.05. Av
symmetriskél dr £ (X) = 0 och variansen &r
005 ~0.01

£370:05
2% fx(x)dr =10 [—} TR

3 —0.05

V=B (x-0p) = [

—0.05

Med g(z) =1/(0.54+x)sa drY =1/(0.5+ X) = g(X) och



Med Gauss approximationsformler fas

E(Y) = E(g(X))~g(E (X)) =g(0) = —— =2
0.0 0.04

+0
()]20121—(— P =

=
3

7.12 Lat X beskriva uppmiitt diffraktionsvinkel. Modell: E(X) = 6 och D (X) = 0. Med g(z) = ¢/ sin(x) sa
arY =¢/sin(X) = g(X). Nu &r

d —c

9(0) = 0lw) = S eon(o)
Med Gauss approximationsformler fas
E(Y) = B(X))=g(E(X) = 6(0) = 2o

7.13 Lat X beskriva en métning av klotets diameter. Modell: E (X) = d och V (X) = o2, Medelviirdet av n
oberoende métningar har vintevarde

E(X) = E(%ZX) = %iE(Xi):%Xn:d:d
i=1 i=1 i=1

och varians

n

X RN 1 1 & 2
V(X) = V(EZXZ) :{oberoende}:EZV(XO:EZH:%
i=1 Pt

s& D (X) = o/y/n. Volymen av ett klot med diameter z ges av

9(a) = za°
som har derivata p
/ el — E 2
g'(z)=—g(z) =5
Med Y = g(X) och Gauss approximationsformler fas
™
E(Y) = E(g(X))%g(l’i’(X))=g(d)=gd3
2 2 2 2d40.2
Y) = X))~ EX)PVEX) =@l =(Za) Z =T
VY) = V(g0))~[g(EX)RY(X) =g @F % = (Fd0) T =T

sa D(Y) ~ d*ma/v/4n.
7.14 Beteckna E (X) = my, E(Y) = my, V(X) = 02 och V(Y) = o7 Upprepad anvindning av V (Z) =
E(Z?) — (E(Z))* ger
V(XY) = E((XY)?) —(E(XY))>=E(X?Y?) — (E(XY))* = {oberoende}
= E(X")E(Y ) ~(BE(X)E(Y))? =B (X?) E(Y?) = mzm;,

Y
(03 +m3)(oy +my) —mimy

2,2 2,2
UU —|—om —|—Um +mgmy, — mgmy,
= 0202—|—ma +mia§
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Med funktionen g(x,y) = zy sa skall V (g(X,Y")) approximeras. Nu &r

0 0
9z(2,y) = %g(m,y) =y gylw,y) = 5—yg(xvy) =

Med Gauss approximationsformler och oberoendet fas

l9:(E (X), E(Y)]*V(X) + [9,(E (X), E(Y)*V(Y)

2 2
myo;

Q

V(XY) =V (9(X,Y))

2 2
+ Moy

7.15 Lat X beskriva ljusstralens vinkel mot normalen diir E (X) = 7/4 och V (X) = o2. Tréffpunktens position
Y ges av Y = dtan(X). Med funktionen g(z) = dtan(z) far man med Gauss approximationsformler

EY)=FE(9(X)) =g(E (X)) =dtan(E (X)) = dtan(w/4) = d.

Vidare,

g (z) = %g(x) = %dtan(m) = d(1 + tan?(z))

V(Y) =V (9(X)) = [¢'(E(X)PV (X) = [d(1 + tan®(E (X)))]*0? = 4d*0?,

dvs. D(Y)~2do=2-10-0.05 = 1.
7.16 Med funktionen
sa Ar

9] 472 0] —872]
gl(laT) = ag(la’r) = 7__2 gT(laT) = 59(177—) =

3
Lat L och T vara de oberoende stokastiska variabler som beskriver en métning av pendellingden och
svingningstiden. Infér beteckningar: E (L) =1, E(T) =1, V (L) = 6} och V (T) = o2.

Med Gauss approximationsformler och oberoendet fas

5(42F) - Bz

71_2
o(B (L), E(T) = g(l.7) = 25!

Q

l9u(E (L), E(T))]* V(L) + [9-(E (L), E(T)* V(T)

472\ 2 —8721 2
Med siffror I = 1.0031, 7 = 2.0084, o; = 0.0002 och o, = 0.00043 fas

4m2L
E< Tz ) ~ 9.8176

S
A~
i
3
(V]
h
~
Il
<
S
™
=
&

472 _5
V< T2 ) ~ 2.1504-10
472
D( T2 ) ~ 0.00464.
7.17 Funktionen
2V
9(V,B,r) B2,



har derivatorna

0 2
gV(VaBaT) - avg(‘ﬂ B,T) - B2r2
0 —4V
B = yn— B =
gB(Vv vT) 839(‘/’ vT) B3r2
0 —4V
T ) Ba = a. ) Ba = 5o 3"
9-(V,B,r) 57,9(‘/ r) B2,3

Med V, B och 7 som oberoende stokastiska variabler som beskriver uppmétt spanningsdifferens, flodestéthet
och radie respektive.

Med modellen
V:E(f/ — 299 B:E(B ~1.173-1073 = B (F) = 49102
UV:D(V =12 gB:D(B —50-10"7 o-=D(F)=22-10"°

far man med Gauss approximationsformler att

E (g(f/,f},f)) ~ ¢(E (V) E (B) JE (7)) = g(V,B,r) = ;T‘;Q — 1.8101 - 10!

V(o7 B.7) ~ lgv(ViB.r)> 0% + oV, B0 0% + [g.(V, B, o

2 2 2
2 -4V -4V
— (—327«2) oy + <—B3r2> o+ (B2T3> o2 =5.7801- 10"

D(g(f/,B,f)) ~ 7.6027-10°

7.18 Funktionen
g(h, R,r) = wh(R? — %)

har derivatorna

gn(h,R,7) = (,%g(h7 R,r)= 7T(R2 - 7“2)
0

gr(h,R,7) = ﬁg(h7 R,r)=2mhR
0

gr(h,R,7) = Eg(h7 R,r) = —27hr.

Lat R, 7 och h vara de stokastiska variabler som beskriver en métning av yttre radie, inre radie och héjd
av en halcylinder. Modell:

h=E(h) =50 R=FE(R) =82 r— E(7) = 3.0
ah:D(ﬁ)zo.l or=D(R) =02 o =D(R) =02
C(E,R) =0 C(R,f) = 0.01 C(“h) =0
Volymen V av halcylindern ges av V = g(h, R, 7). Med Gauss approximationsformler fas
E(V)=E (g(iz, R, f)) ~ g(E (h) E (R) JE (7)) = mh(R? — r2) = 914.83
ViV)=V (g(ﬁ, R, f)) ~ ghgnC ( )
+ gnonC (1) + grgrC (R, R) + gr 9, (R.7)
+ 9r0nC (7,R) + gr giC (7, R) + g 9.C (7. 7)
= g2o? + ghod + g202 + 29 g.C (R, r) = 2859
V2859 = 53.47.
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8.1 Lat Z vara N(0,1) med fordelningsfunktion ® (z) = P(Z < z). Da ér

a) P(Z <1.82) =& (1.82) = 0.9656.

b) P(Z < —0.35) = ®(—0.35) = 1 — & (0.35) = 1 — 0.6368 = 0.3632.

¢) P(-12<Z<05)=P(-12<Z<05)=&(05)—®(-1.2) = (0.5) — (1 — & (1.2)) = 0.6915 —
(1 —0.8849) = 0.5764.

d) asadan att 0.05=P(Z >a)=1—P(a) =1 — P (Ag.05), vilket ger a = Ag 05 = 1.6449.

e) a>0sadanatt 095 =P (|Z|<a)=1—-(P(Z<—-a)+P(Z>a))=1—(P(—a)+(1—-P(a))) =
1-(1-® (a)+1—® (a)) = 2P (a)—1. Vilket ger @ (a) = 0.975 eller 1 =P (a) = 0.025 = 1—P (Xg.025)
saa= )\0‘025 = 1.9600.

8.2 Lat X vara N(m, o) med m =5 och 0 =2. Da dr Z = (X —m)/o N(0,1) och

a)
P(X<6):P<X;m < 6;”‘) :P<Z< %) = & (0.5) = 0.6915.
b)
P(18<X <72 = P(1.8<X§7.2):P<1'8U_m < X;m < 7'20_7”)
= P(-16<Z<11)=®(1.1) - ®(~1.6) = & (L.1) — (1 — & (1.6))
—  0.80953.

¢) a sadan att P (X < a) = 0.05 bestdms ur

P(X<a)=P(X_m<“_m>:P(Z<“_m)

1—®(Xoo5) = 0.05

o - o o
_ (I)(a—m) :1_q)(_a—m)'

o o

Alltsa ar
a—m
- = X0.05
o

eller

a=m— N.os0 =5 —1.6449 -2 =1.7103.

8.3 Lat X beskriva méngden kaffe i séicken, X dr N(m, o) dér m = 35 och o = 0.5.
a) Da dr sannolikheten att séicken réicker till minst 36 burkar

P<X—m> 36—m> :1_(I)<36—m)
o o o

= 1-®(2)=1-0.97725 = 0.02275.

P (X > 36)

b) Da ér sannolikheten att séicken riicker till 34 men inte till 36 burkar

P(34< X <36) = P(M;m<X;m<36_m):<1>(2)—¢>(—2)
= 3(2) - (1-B(2)=28(2)—1=2-0.97725— 1 = 0.9545.
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Tétheten fx(x) for N(35,0.5).

8.4 Lat X beskriva diametern f6r en tillverkad axel. Modell: X #r N(m,c). Vi bestimmer m och o ur

ekvationerna
X — 1.01 — 1.01 —
0.08 = P(X>1.01):P< m . 10 m) :1—¢(u)
g g g
X — 0.99 — 0.99 — 0.99 —
0.02 = P(X<0.99):P< UL m>:¢<7m>:1—q><—7m>.
g g g g
Alltsa ar
1.01 —m
— = Ao.o8
o
0.99—m
—— = A0.02
o
och
_ 1.01/\0.02 + 0-99>\0.08 —1.0019
A0.02 + Ao.os
1.01 — 0.
o = w = 0.0057823.
A0.02 + Ao.08

Notera att kvantilerna A\g g = 1.4051 och Agp2 = 2.0537 normalt inte dr tillgéngliga i tabellform utan
fas via dator eller invertering av tabell for @ (- ).

8.5 Lat X7 och X5 beskriva tiderna i byggprojektets tva faser. Modell: X; och X5 dr oberoende och X7 &r
N(200,20) och X5 dr N(100, 15). Den totala byggtiden Y = X5 4+ X5 dr da normalfordelad med vintevirde

och varians
0 =V (Y) =V (X1 + X3) = {oberoende} = V (X;) + V (X3) = 20% + 15% = 625

dvs Y &r N(m, o) = N(300, 25). Sokt dr

Y-m _ 310—-m
>

P(Y>310):P(
(o g

) =1— 3 (0.4) = 0.34458.

8.6 Lat X beskriva den inre diametern hos en hylsa och Y den yttre diametern hos en tapp. Modell: X &r
N(10,0.2) och Y &r N(9.5,0.1) dér X och Y &r oberoende stokastiska variabler. For att en utvald hylsa och
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tapp skall passa varandra sa skall X —Y > 0.20och X —Y < 1. Med W = X —Y sa dr W normalfordelad
med vintevirde
m=EW)=E(X-Y)=E(X)—E(Y)=10—95=05

och varians
o> =V (W) =V (X ~Y) = {oberoende} = V (X) + (=1)*V (Y)) = 0.2 + 0.1 = 0.05
dvs W &r N(0.5,+/0.05). Vidare

02—m _W-m _1-
P02<X-Y<1) = PO2<W<1)= ( o "< m)
ag ag

(52) -+ (452) -0 (4) -+ (o0

= o (VB)-1+a(3 )_08975.

8.7 Lat X beskriva tiden for reld 1 och Y den for reld 2. Modell: X &r N(1,0.1) och Y dr N(1.5,0.2) dér X
och Y &r oberoende stokastiska variabler. Reld 2 loser ut fore rela 1 om Y < X eller Y — X < 0. Med
W =Y — X sa ar W normalférdelad med vanteviarde

m=EW)=E({Y -X)=E(Y)-E(X)=15-1=05
och varians
o> =V (W) =V (Y - X) = {oberoende} = V (V) + (=1)*V (X) = 0.2 + 0.1* = 0.05
dvs W ir N(0.5,1/0.05). Vidare

PY-X<0) = P(W<0):p<W—m <0;m)

g

=®(—mjo)=D (—\/5)

1—® (\/5) — 1—0.9873 = 0.0127.

8.8 Lat X beskriva vikten av en typisk person. Modell: X dr N(70,10). Lat Y beskriva vikten for n = 10
personer,
Y=X1+Xo+ -+ Xy,

dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da dr Y normalférdelad med vintevirde

m=E(Y) :E(iXZ) :iE(Xi):nE(X):m-?oz?oo

och varians

A=V {¥)=V <Z Xi> = {oberoende} = » "V (X;) = nV (X) = 10- 10> = 1000
=1

=1

dvs Y &r N(m, o) = N(700, /1000). Sokt &r

Yy _ _
P (Y > 800) :P( Um > 8000 m) —1-® (\/E) — 0.0007827.

8.9 Lat X beskriva vikten av en typisk pappersrulle. Modell: X &r N(m, o). Lat Y beskriva vikten for n = 10
pappersrullar,
Y=X1+Xo+ -+ Xy,

o8



dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da dr Y normalférdelad med vintevirde

EY)=FE <ZX> = E(X;) =nE(X) = 10m = 1000
=1 =1
och varians

VY)=V <Xn: Xi> = {oberoende} = zn: V (X;) =nV (X) = 1002 = 202

=1

dvs m = 100 och ¢ = v/40. Vi vill bestimma x s& att P (X > x) = 0.90. Detta gérs genom

X — — _
1—®(\1o) =010 = P(ng):P< U m):q><x m)
ag g g
= 1—<I><—‘”_m>.
(o
Alltsa ar
xr—m
- = Ao.10
g
eller

T =m— A 100 = 100 — 1.2816 - v/40 = 91.895.

8.10 Lat X; och X5 beskriva de tva avstandsméitningarna. Modell: X; och X ér oberoende och X; dr N(a;, o).
Med Y = 0.80X; + 0.60X5 sa dr Y normalférdelad med véantevirde

b=FE(Y)=FE(0.80X; 4+ 0.60X3) = 0.80F (X1) 4+ 0.60F (X2) = 0.8a; + 0.6a2
och varians

o> = V(Y)=V(0.80X; 4+ 0.60X2) = {oberoende} = (0.80)?V (X;) + (0.60)*V (X3)
= 0.6407 4 0.3603.

Med a; = 4000 och az = 3000 fis b = 5000, o1 = 3 - 10 5a; = 0.012, o5 = 3- 10 %5 = 0.009 och
0% = 0.6407 + 0.3603 = 0.00012132

dvs o = 0.011015. Sokt &r

.02 Y — .02
P(Y —b[<0.02) = p(_o.ozgy_bgo.oz):p(_ﬂg bgﬂ)
ag ag ag
.02 .02 .02
- 9 (ﬂ) — 9 <—ﬂ> =20 (&> ~1=25(1.8158) — 1
ag ag g
— 09306,

8.11 Lat X beskriva vikten i ton av en typisk jarnviagsvagn. Modell: X har E (X) =10 och D (X) = 0.5. Lat
Y beskriva vikten for n = 25 vagnar,

Y=X1+Xo+ -+ Xy,

diar Xq,...,X,, dr oberoende och férdelade som X. Da har Y vintevirde

m=E(Y)=E <ix) :iE(Xi):nE(X):25~10:25O
=1 i=1
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och varians
2=V Y)=V <Z Xi> = {oberoende} = » "V (X;) =nV (X) =25-(0.5)> = 25/4
i=1 i=1
dvs D (Y) = 5/2 ton. Enligt CGS ér Y approximativt N(m, o) = N(250, 2.5). Sokt ér

Y—-m _255—m
>
o o

P(Y>255):P( )%1—@(2):0.02275.

8.12 (Nagot generaliserad.) Lat Uy, Us, . . ., U, vara n stycken oberoende R(0, 1) férdelade stokastiska variabler.
Ur formelsamling sa ar

0+1 1 1-02% 1
E(G)=——=5 VWU)="—F"=1
fori=1,...,n. Med
Y:m—|—0\/§<im—ﬁ>
n \— 2

sa ar

V(Y)

el (Ses)) [ (e s))

1

12 - n 12 " 12 & 12 n
2 s —_ — = 2— : = 2— 2) = 2— - —_— = 2
o - ( E U; 2) o - <1E_1 UZ> o - 1221 V(U)=o0 15 0.

=1

Enligt CGS sa ér Y, U; approximativ normalférdelad vilket innebér att den linjéra transformationen
12 [ n
Y:m+(m/; (;Ui_ )

av >, U; &r approximativt normalfordelad. Med n = 12 fas uppgiftens pastaende.

L —— Summa av 12 oberoende R[0,1]
04 T — — Normalférdelning

0.2

0.1

0 ! ! ! ! !
3 4 5 6 7 8 9

Fordelningen for Zzlil U; jamfort med en normalférdelning
med samma vintevirde och varians som summan.
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8.13 Lat X beskriva antalet barn i forskolealder i ett hushall. Modell: X har sannolikhetsfunktion
px(0) =040 px(1)=0.20 px(2)=0.30 px(3)=0.10.

Da ar
E(X)=Y kP(X=k) =0-040+---3-0.10=1.1
k

och
V(X) = B ((X - E(X))2) = 3 (k= L1)2P (X = k) = 1.09.
k
Lat Y beskriva antalet barn i forskolealdern i ett omrade med n = 1000 hushall,

Y:X1+X2+"'+Xn;

dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da har Y vantevirde

m=E(Y)=F (ZX) => E(X;)=nE(X)=1000-1.1= 1100
=1 =1
och varians
A=V Y)=V (Z le) = {oberoende} = > "V (X;) = nV (X) = 1000 - 1.09 = 1090.
=1 =1

dvs D (Y) = v/1090 barn. Enligt CGS &r Y approximativt N(m, o) = N(1100, +/1090). Vi soker y sa att
P(Y <y)=0.90.

1—®(X10) =010 = P(Y>y):P<Y;m>y;m) ml_@(y;m)'

Alltsa &ar approximativt
y—m
— = X010
o

eller
y=m+ Ap.100 = 1100 4 1.2816 - /1090 = 1142.3.

Alltsa, bygg 1143 platser.

8.14 Lat X;,..., X, vara oberoende och likformigt férdelade pa [—0.5,0.5]. Da &r
1
E(X;)=0 och V(X;)= 5= a?.
Med Y = >"" | X; sa har Y véntevirde
m=E{Y)=FE (ZX) => E(X;)=nE(X)=1000-0=0
i=1 i=1

och varians
ol =V Y)=V <Z X¢> = {oberoende} = ZV (X;) =nV(X)= no? — n/12.
i=1 i=1

Enligt CGS dr Y {or stora n approximativt N(m, o) = N(0, y/n/12). Alltsa &r
P(Y|<Kyn) = P(-Kyn<Y <K/n)

B “Kym_ Y-0 Ky _ B
_ P(\/n/12<\/n/12<\/n/12>~2<1>(\/12/1<) 1.
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Det sista hogerledet ér oberoende av n sa felet |Y —0| viixer i storleksordningen /n. Notera att n paverkar
dock precisionen hos normalapproximationen.

8.15 Lat X1, X5, ..., X,,, n = 50, beskriva livslingderna for elektronréren. Modell: X; dr oberoende och expo-
nentialférdelade med véinteviirde m = 200. Den totala tiden som lagret réicker beskrivs av 7'= """ | X;
som har vantevirde

n

E(T)=E (ZX> = E(X;) =nm = 50200 = 10000
i=1 i=1
och varians

V(T)=V <Z Xi> = {ober.} = Y "V (X;) = nm?® = 50 - 200% = 2 - 10°.
i=1 i—1

=m?2

Vi séiker tiden ¢ sadan att P (T > t) = 0.90 (ténk!). Enligt CGS sa &r T approximativt normalfordelat sa

T-1 -1 1
0,90:p(T>t):P< 0000 _ t 0000)z1_q>(t 0000)7

> —_
V2108 V2106 V2108
dvs (t - 10000)/\/2 . 106 ~ )\0.90 = —)\0‘10 = —1.2816, eller

t ~ 10000 — X\g.10V2 - 106 = 10000 — 1.2816 - 1414.2 = 8187.6

8.16 Lat 11,15, ..., T, beskriva tiderna mellan kundernas ankomster déir T; ér tiden mellan kund ¢ och ¢ + 1,
fori=1,...,n— 1. Modell: T; dr oberoende och exponentialférdelade med parameter m = 1.5, dvs

E(T)=m=15  V(T;) =m? =2.25.

Tiden X, da kund n kommer in pa kontoret beskrivs av

n—1

Xn=) T,
i=1

som har viantevirde
n—1 n—1
E(X,)=E (ZT) =Y E(T)=(n—-1)m=49-15="735
=1 =1
och varians
n—1 n—1
V(X)) =V <Z Ti> = {oberoende} = Y "V (T}) = (n — 1)m® = 49m?,
=1 =1

dvs D (X,) = V49m?2 = Tm = 10.5. Enligt CGS &r X,, approximativt N(73.5,10.5). Alltsa &r

X, —735 _65—73.5 65 — 73.5
P(X”<65)_P< 105 = 105 >Nq)< 10.5

) — @ (—0.8095) = 0.20911.

8.17 Lat X beskriva en typisk forflyttning i x-led. Modell: en forflyttning sker till nagon av de sex punkterna
(1,0,0), (—1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0, 1), (0,0, —1) med lika stor sannolikhet. Da har X sannolikhets-
funktion



Da &r ) A )
E(X)= EP(X=k)=-1--4+0--+1-=-=0
(X) Ekj (X =k) S0 c+lc

och
V(X)=E(X-E(X))?) =) (k-0’P(X =k) = %

k
Lat Y beskriva den totala forflyttningen i x-led efter n = 300 steg,

Y=X1+Xo+ -+ Xy,

dir X4q,..., X, ar oberoende och fordelade som X. Da har Y vintevirde

m=E(Y)=F (Zx) =Y E(X;)=nE(X)=300-0=0
=1 =1
och varians

A=VY)=V <zn: Xi> = {oberoende} = Z V(X;)=nV (X)=300- % = 100.

=1

dvs D (Y) = 10. Enligt CGS #r Y approximativt N(m, o) = N(0, 10). Vi soker

P(Y|>20) = 1-P(JY|<20)=1-P(-20<Y < 20)
_ 1_P<—20—m§Y—m§20—m)
o o o

Q

(e () e ()

1—®(2) 4 ®(—2) =2(1 — ®(2)) = 0.0455.

9.1 Sannolikhetsfunktionen fér U;, i = 1,...,n, ir

D forx =1
pu(x)=PU;=x)=¢ 1—p forx=0

0 annars
sa,
E(U;)=> k-PUi=k)=0-PU;=0)+1-PU;=1)=p.

k

Vidare,
EU)=> kK -PUi=k=0>-PU=0+1-PUi=1)=p

k

sa,

V(U;) = E (U?) = (E(U;))* =p—p* =p(1 —p).

Med X som det totala antalet ganger som A intriffat sa ar

med

E(X):E(iw): . E(U;) =np
i=1

i=1 =

och
VX)=V <Z Ui> = {oberoende} = Z V (U;) = np(1 —p).
i=1 i=1
63



X &r binomialférdelad.

9.2 Lat X beskriva antalet defekta bland de n = 15 utvalda. Modell: enheter ar defekta oberoende av varandra
med sannolikhet p = 0.10 sa X &r Bin(n,p), dvs

for k=0,1,2,...,n. Da &r
E(X)=np=15-0.10=1.5

och
V(X)=np(l —p)=15-0.10-0.90 = 1.35,

dvs D (X) = +/V (X) = 1.1619. Vidare sa &r
P(X>3)=P(X>4) = Z <Z>pk(1 —p)”_k = 0.055556
k=4
alternativt

3
P(X>3)=1-P(X<3)=1-)Y_
k=

<Z>pk(1 —p)"*F =1 —0.94444 = 0.055556.
0

9.3 Lat X7 beskriva antalet defekta varvriknare i urvalet fran maskin 1 och X9 motsvarande for maskin 2.
Modell: X; och X5 dr oberoende och X; ér Bin(n;, p;). Det totala antalet defekta varvriknare i kartongen
ar X :X1 +XQ med

E(X) = E(X1+X2) = E(X1) + E(X2) = nipy + nop2

och
V(X) =V (X1+ Xz) = {ober.} =V (X1) + V (X2) = nip1(1 — p1) + nap2(1 — p2).

Notera att X inte &r binomialférdelad om inte p; = ps.

9.4 Lat X beskriva antalet fungerande komponenter bland de n = 15 komponenterna. Modell: komponenter
fungerar oberoende av varandra med sannolikhet p sa X dr Bin(n, p), dvs

P =)= ([ )kt

for k=0,1,2,...,n. Da ar

P (Syst. fungerar) = P (X > m) = Z (k)pk(l —p)k.

9.5 Lat ¢ vara sannolikheten att en flygplansmotor fungerar och antag att flygplansmotorer fungerar oberoende
av varandra. Med X som antalet fungerande motorer pa ett tvamotorigt plan sa &r X binomialférdelad
med n = 2 och

P(X>1)=1-P(X=0)=1-(1-¢9)>

Med Y som antalet fungerande motorer pa ett fyrmotorigt plan sa &ar Y binomialférdelad med n = 4 och

P(Y>2)=1-P({Y <1)=1-(1-q)*—4q(1 —q)>.
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Olikheten P (X > 1) > P(Y > 2) ger att

1-(1-qP>1-(1—-q*—4q(1—q)?
(1—g)*+4¢(1—q)* > (1 —¢)?
(1—q)P+49(1—q)>1
1-2¢+q¢*+4q9—4¢>>1
2—-3¢q>0
2/3>¢q

Med p = 1 — ¢ som sannolikheten for att en motor inte fungerar blir kravet 2/3 > ¢ att p > 1/3.

9.6 Lat X beskriva antalet traffar av en maltavla i n = 5 forsok. Antag att traffar sker oberoende av varandra
och med sannolikhet p = 1/3 i varje forsok. Da dr X Bin(n,p) och

P2<X<3) = PX=2)+P(X=3)= <Z>p2(1 —p)"? <Z>p3(1 —p)"?
= (S)amresme (§)ampem =10 4+ 10 5 = = oaoss

9.7 (Jamfor med uppgift 2.17). Av N = 100 distinkta enheter &r s = 6 defekta. Av n = 5 pa mafa utvalda
enheter lat X vara antalet defekta om urvalet skedde utan aterldggning. Da &dr X hypergeometriskt

fordelad och
#sitt att vilja\ /#sitt att vilja
% bland de de- | [ 5 — & bland de <6> ( 94 )

fekta hela k)\5—k
P(X =k) = _
( ) #sitt att vilja 5 bland alla <100)
b)

for k=0,1,...,5. Med p = s/N = 6/100 som andelen defekta enheter i urnan sa ér
N -—n 100 —5

E(X)=np=5-0.06=0. X) = 1-— =5-0.06-0.94 = 0.27061
(X)=np=5-0.06=030  V(X)=np(l—p)5—7 =5-0.06-0.94 ;55— = 0.2706
dvs D (X) = /V (X) = 0.5202. Vidare sa &r
489101 18297 43564
P(X<1)=P(X =0)+P(X = 1) = 2281018 + 18297006 _ 435643 _, 57

75287520 T 448140

9.8 Ur en befolkning av storlek N tas n personer pa mafa. Med p som andelen rokare i befolkningen lat X
[Y] beskriva antalet rokare i urvalet om det skedde med [utan] aterldggning. Modell: X #r Bin(n, p) och
Y dr Hypergeometriskt fordelad (N, n,p). Vi vet att

EX)=np V(X)=np(l-p)

och

EY)=np V()=np(l-p) ———=V(X)

dvs V(Y) <V (X)omn>1. Med p* = X/n och p =Y/n sa dr

X 1

B6)=E(3) =180 =p o 5@ =B (L) -1E0) -y

sa bada skattningarna &r vantevardesriktiga. Vidare,

V() :E<§) S P Lt )

n n? n
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och

v = (5) = v = HE T v

n

sa V (p) <V (p*) om n > 1. Skattningen p &r effektivare dn p*.

9.9 Lat X beskriva antalet kunder som vill képa en hogtalare under en dag, dir X &r Poissonférdelad med
vintevirde m = 2 kunder/dag. Da &r

4 4
P(X>4) = 1-P(X<4)= ZP ZWIZ—
k=0 k=0
20 1 2 9
- 1_ 0'+_ ..+ e 2=1-"7e 2 =0.052653

9.10 Lat X beskriva antalet anrop till en viixel under ett tidsintervall. Modell: Antag att det finns n abonnenter.
Dessa ringer oberoende av varandra och med sannolikhet p under tidsintervallet. Da dr X Bin(n,p) och

n

P(X =k)= <k>pk(1 _p)nk

for k=0,1,2,...,n. Lat n — oo och p — 0 sa att E(X) = np = m dr konstant. Da ir

= = g ()t = (5) ()03

p—0
B n! b —k m\"n—k
BN e L Gy
n! 1 my—k  mF
- gt e () ) e
0o nk(n —k)! " n n K ©
—_———

—1 —e—m —1

for k =0,1,2,3,.... Detta ér en giltig sannolikhetsférdelning ty

- mk —m —m —m. m.
];)ﬂe = Z e =’ =1.

\__\,__/

—=e™

9.11 Lat Xy,..., X4 beskriva antalet samtal till telefon 1,... .4 under tidsintervallet. Modell: X; &r oberoende
och Poissonfordelade med véntevérden

EX)=E(X:)=F(X3)=1 E(X4)=0.5.
Med Y som det totala antalet samtal till kontoret &r
Y=X1+Xo+ X3+ X4
en Poissonfordelad stokastisk variabel med vintevirde
m=E{Y)=E(X1+Xo+Xs+X4)=FE(X1)+ E(X2)+ E(X3)+ E(X4) =3.5.
Sokt &r

2 2
P(Y >3) = 1—P(Y<3):l—P(Y§2):1—ZP(yZ _ Zm?_
k=0 k=0

1-0.32085 = 0.67915.
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9.12 Fel uppstéar med intensitet Ay = 0.3 fel/ar f6r maskin A och med intensitet A\g = 0.1 fel/ar for maskin
B. Lat X och Y beskriva antalet fel pa maskin A resp B under en period om t ar. Modell: X och Y &r
oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler med véntevirden A st resp. Apt. For 4 maskiner av typ
A och 10 av typ B lat W vara det totala antalet fel,

4 10
W= Xit+) Y,
i=1 i=1

dar variabler dr oberoende och X; dr fordelade som X och Y; som Y. Da dr W en Poissonfordelad
stokastisk variabel med véintevirde

4 10 4 10
m=E(W)=E (in +Zm> => E(Xi)+ Y E(Yi) = (4\a+10Ap)t.
i=1 i=1 i=1 i=1
Med t = 2 ar fas m = 4.4 och

5
P(W26):1—P(W<6):1—ZP(W:1<:)zl—z%e’m:1—0.71991:0.28009.

5 k
k=0 k=0

9.13 Lat X beskriva antalet defekta byggelement bland n = 1000 stycken. Modell: Ett byggelement ér defekt
med sannolikhet p = 0.10 och oberoende av andra byggelement. X dr Bin(n,p). Da ar

120 120

PEOSX<120)= Y P(X=k=)_ <Z>pk(1 —p)"F = 0.96948.
k=80 k=80

Med approximation. Vi vet att
E(X)=np=100=m  V(X)=mnp(l —p)=90=0c>

Da V (X) > 10 &r approximation av binomialférdelningen med normalférdelningen tillaten, dvs X &r
approximativt N(m, o) = N(100, v90). Da &r

P(0< X <120) = P(So_m <cXomo 120_7") mb(LO_m) _q>(80_m>

o o - o o o

20 (20/v/00) — 1 = 0.96499.

Med halvkorrektion far man svaret

5-m _ X-— 120.5 —
P(80< X <120) = P(79.5§X§120.5):P<795 m_X-m _ 1205 m)
ag ag ag
120.5 — 79.5 —
~ O (J) — (J) — 20 (20.5/\/90) ~ 1 =0.96930.
ag g

9.14 Lat X beskriva antalet salda bakelser bland n = 100. Modell: med pris ¢ kr/bakelse &r sannolikheten {or

—c/2

att en bakelse blir sald p = e och bakelser blir salda oberoende av varandra. Da dr X binomialférdelad

Bin(n,p) = Bin(n,e~%/?).
Da &r det forvintade antalet salda bakelser E (X) = np och den forvintade inkomsten

E(cX) = cE(X) = cnp = cne™ /2,
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Losning av

ger ¢ = 2 kronor/bakelse.
Med ¢ =2 érp=e"%2 =e"1 =0.36788 och

100

P(X>30)=Y <Z>pk(1 — p)"F = 0.93642.
k=30

Da V (X) > 10 &r approximation av binomialférdelningen med normalférdelningen tillaten, dvs X &r
approximativt N(m, o) dér

m=F(X)=np=36.78 o=V (X)=np(l —p)=23.254.

Saledes,

g g (o
= & (1.4076) = 0.92038.

P(X >30) = P(X_m>30_m) %1_¢<30—m> =1 - & (~1.4076)

Med halvkorrektion fas svaret:

o - o

& (1.51133) = 0.93464.

X - 295 — 295 —
P(X >295) = p< m ., 295 m)%l—@<795 mn
g

) =1—®(-1.51133)

9.15 Lat X beskriva antalet hopp at héger bland n = 100 steg. Modell: X &r Bin(n,p) med p = 1/2. Vi vet
att
E(X)=np=50=m V(X)=np(l —p)=25=0c

Da V (X) > 10 sa dr X approximativt normalférdelad, dvs approximativt N(50,5).

Med X steg at hoger (och n — X steg at vénster) ges positionen efter n steg av

Y=X-(n—-X)=2X —n.

Vi soker
P(Y|=20) = PY=-200+P(Y=20=P(2X —n=-20)+P(2X —n=20)
= P =0+ PO =00) = () ()0
= 0.021687.

Med normalapproximation fas samma sannolikhet till

P(X=40)+P(X=60) = P(39.5<X <40.5)+ P (59.5 < X < 60.5)
<39.5—m X—-m 40.5—m)
= P < <

o o - o

+P<59.5—m <X—m< 60.5—m)

D (—1.9)— @ (=2.1) + P (—1.9) — P (=2.1)
= 2(®(2.1) — ®(1.9)) = 0.021704.

Q
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Pa samma sétt

P(Y|>20) = P(Y <-20)+P(Y >20)=P(2X —n< —20)+ P (2X —n > 20)
59
n
- p < > _ _ k _ n—k
(X <40)+P(X >60)=1— Y (k)p (1-p)
k=41
= 0.056888.

Med normalapproximation fas samma sannolikhet till

P(X <40)+ P (X >60) = P (X <40.5)+ P (X > 59.5)
P(X—m < 40.5—m)

o o
+P<59.5—m < X—m)
o

- o

~ D(—1.9)+1—®(1.9)
2(1— ®(1.9)) = 0.057433.

9.16 Lat X beskriva antalet bland de n = 500 tillfragade som svarade ja. Modell: X &r Bin(n, p) med p = 0.52
andelen ja-sdgare i populationen. Vi séker P (X < %) Vi vet att E(X) =np =260 =m och V (X) =
np(l —p). Om V (X) > 10 sa &r normalapproximation tillaten, som i detta fall:

V(X)=np(l—p)=124.8 =%

Alltsa dr X approximativt N(m, o) och

X—m 250 250 —
P(X<250):P< m 250 m)z®<M>
g

g g

P(X <n/2)

= & (—0.89514) = 0.18536

eller med halvkorrektion

X—-—m 2495—m
<
o o

P(X <2495) =P < ) ~ ®(—0.9399) = 0.17363.

Notera att kravet for normalapproximationen
V(X)=np(l—p)=n-052-048 > 10

ger att n maste vara atminstone 41. For olika virden pa n bestéms P (X < n/2) i figuren nedan.
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Sannolikheten att av n utvalda det finns en minoritet ja-
sdgare nir andelen ja-ségare i populationen ar p = 0.52.

Overst jimna n, nederst udda n. Heldragen linje &r exak-
ta utrdkningar med binomialférdelningen streckad linje med
normalapproximation och halvkorrektion.

9.17 Lat p vara andelen defekta i partiet om storlek N = 1000 varor. Da dr p = s/N for nagot heltal s, antalet
defekta varor. Om n = 30 varor viiljes pa mafa utan aterliggning och X beskriver antalet defekta bland
dessa sa dr X hypergeometriskt fordelat med

QO e

) )
dir 0 <k <soch0<n—k<N —s. Eftersom n/N < 0.10 sa kan foérdelningen fér X approximeras med
binomialférdelningen, dvs

P =)~ ()t

for k =0,...,n, och da p < 0.10 kan binomialférdelningen approximeras med Poissonférdelningen med
vintevirde np sa

for k=0,1,...,. Nu ar

Lp)=P(X<1)=PX=0)+P(X=1)~= (np)oe’”p + Me*"” = (1+np)e "P.

0 . . . . . . . N
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Antal defekta
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9.18 Lat Xq,..., X, beskriva antalet larm under dagar 1, ..., n. Modell: X; dr oberoende och Poissonférdelade.
Det totala antalet larm under ett ar ar
royx.
i=1

en summa av oberoende Poissonférdelade stokastiska variabler. Alltsa dr Y Poissonfordelad med param-
eter

m=E({Y)=E <Z Xi> =nE(X;) = 365- % = 182.5.
i=1

Eftersom m > 15 sa kan fordelningen for Y approximeras med en normalférdelning. Da ar

Y—-m 2005—m 200.5 —m
P(Y >2005)=P ~l1-® | ——
(Y > 200.5) ( — > — ) < — >
= 1—®(1.3324) = 0.091361.

P (Y > 200)

Exakt utrikning med Poissonférdelning ger P (Y > 200) = 0.092831.

9.19 Lat X beskriva antalet registrerade partiklar. Modell: X &r Poissonfordelad med parameter A = ct. Da
ir F(X) =V (X) = X och D(X) = v/\. Variationskoefficienten blir

R~ DOO VA
E(X) A v
Det relativa slumpfelet
X-FEX) 1
Y = ==-X-1
E(X) A

har vintevarde

och varians ) 1
==V(X)=—-.
A2 (X) A

Om E (X) = XA = 10* > 15 sa #r normalapproximation av Poissonférdelning tillaten. Alltsa #r X approx-
imativt normalférdelad och sa dven Y, dvs Y ér approximativt N(0,0.01) och

V(Y)

P (Y| > 0.01)

1-P(JY]<0.01)=1—P(—0.01 <Y <0.01)
—0.01 — Y — .01 —
1—P< 001-0 _Y—-0_00 0)%1—(@(1)—@(—1))

001 — 001 — 001
2(1 - ® (1)) = 0.31731.

Bestdm nu A sa att
P(]Y] > 0.02) <0.05.

Detta ger att

0.05 = P([Y] > 0.02) ~ 1 — (& (0.02\/X) — (—0.02\/X)) —2(1-® (o.oNX))

eller
1—®(Mooos) = 0.025=1— & (0.02\6) ,

dvs A = (50X0.025)% = (50 - 1.96)2 = 9603.6. Med A = ct = 10%¢ fas t = 9.603.

9.20 I en 3000 meter lang tunnel &r hastighetsbegrinsningen 60 km/h = 1km/minut, dvs det tar 3 minuter
att aka genom tunneln.
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Antalet bilar X i tunneln vid en tidpunkt ¢ &r antalet bilar som kommit till tunneln under tidsintervallet
[t — 3,t] av ldngd 3, didr X &r
X =X+ Xy,

en summa av tva oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler med véntevirde 10 - 3 = 30 och
8 -3 = 24. Da ar X Poissonfordelad med vintevirde 30 + 24 = 54 och normalapproximation av X &ar
tillaten. Vi far da

X-E(X) _ 60— E(X)
D(X) — D(X)

P(X>60):P< )zl—@( 2/3):0.20711

eller med halvkorrektion

P(X >595) =P (Xj; (b;(()X) > 59‘5D_()E()(X)) ~1- (\/121/216) — 0.22709.

Exakt utrdkning fran Poissonférdelningen ger svaret 0.22404.

9.21 Lat X beskriva antalet flygplan av n = 100 som totalhavererar under ett ar. Modell: plan totalhavererar
med sannolikhet p = 0.008 och oberoende av varandra. X r Bin(n,p). Forsiikringsbolagest vinst ges av

Y =n-10* — X10° = 105(1 — X).
Héndelsen Y < 0 dr samma héndelse som X > 1 och
PY<0) = 1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))
1— <<g>p0(1 — p)too 4 (?)plu —p)99) — 1 - 0.80908 = 0.19092.

Poissonapproximation av Binomialférdelningen gar bra om p < 0.10, sa hir kan X sigas vara approxi-
mativt Poissonférdelad med parameter m = E (X) = np = 0.8. Da &r

mO ml
1-(P(X=0+P(X=1)~1- (Wem + Te’”) =1—0.80879 = 0.19121.

9.22 Lat X beskriva antalet felaktiga keramiska plattor i ett parti om n stycken. Modell: plattor dr felaktiga
med sannolikhet p = 0.001 och oberoende av varandra. X &r Bin(n,p). Om man ldgger till k& korrekta
plattor till partiet beskriver

Y=k+(n—-X)

antalet korrekta plattor. Vi séker k sa att P (Y <n) = 0.0001 dvs P (X > k) = 0.0001. Med n = 1000
r £ (X)=mnp=1och X dr approximativt Po(1) eftersom p < 0.1.

LT k
X 1 1
P(X>k):]'_P( Sk)zl_g _—eilzl—eilg _'
7!

i=0 i=0

k
1
Y 5 P(X >k
i=0
1 063212
2 0.26424
2.5 0.080301

2.6667 0.018988
2.7083 0.0036598
2.7167 0.00059418
2.7181 8.3241-107°

DY UL W= O
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vilket ger k = 6. Med n = 50000 s &r m = E (X) = np = 50 och 02 = V (X) = np(1 — p) = 49.95 sa
normalapproximation &r tillaten. Vi vill nu finna k sa att

X-m k- k-
P(X>k):P( Um> Um) :1—¢(Tm) =0.0001 = 1 — @ (Ag.0001)

dvs ,
—m
——— = Ap.0001
o

eller
k =m+ Ao.gooro = 50 + 3.719 - v/49.95 = 76.284

dvs 77 plattor. Med halvkorrektion fas:

X — - . - .
P(X>k+0.5)=P< LSS i m+05) =1—¢<w> = 0.0001 =1 — @ (Ao.0001)

g g g

dvs
k=m-—0.5 + )\0_00010’ = 75.784

eller 76 plattor. Exakt utrédkning ur binomialférdelningen ger svaren k = 6 (da n = 1000) och k = 78 (da
n = 50000).

Med n = 1000 sa ar den forviantade reklamationskostnaden
E(BX)=5E(X)=5np=5
vilket &r mindre &n kostnaden for att skicka med 6 plattor extra = 6 - 3 = 18 kronor.
Med n = 50000 sa ar den forvantade reklamationskostnaden
E(5X)=5E(X)=>5np=250
vilket &r storre &n kostnaden for att skicka med 77 plattor extra = 77 - 3 = 231 kronor.

11.1 Under n = 10 dagar méttes avkastningen for den kemiska processen och man erhdll observationerna

LlyeeeyIp:
23 7 8 1 6 4 30 6 31 22

vilka ordnade i storleksordning ger z(1),. .., Z(y):

21 22 23 24 26 26 27 28 3.0 31

dér w1y <@gy < -+ < Xy Spann for datamaterialet: x(,) — z(;) = 1.0. Om n 4r udda sa &r medianen:
T(n41)/2, fOr jAmnt n &r medianen inte vildefinierad. Hér: x5y = x(g) = 2.6 sa medianen= 2.6.

Aritmetiskt medelvirde:

T =

S|

i x; = 2.58.
i=1

Stickprovsvarians:

1 O 1 =
2 _ PR—T 2 = 2 — 72 =
8= ;:I(xl T) p—] <(E xz) nT ) 0.11067

=1

Stickprovsstandardavvikelse:

s =52 =+/0.11067 = 0.33267.
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11.2 Lat x1,...,x,, n = 10, vara den forsta métserien och yi,...,%mn, m = 5, den andra métserien. Sam-
manslaget till en métserie om m + n virden betecknar vi observationerna enligt

L1, T2, 5 Tpy Y1 5 Y2 55 Ym
4
Wi, W2, =+, Wn, Wptl, Wnt2, **°y Wnitm
Da blir
1 n+m n+m
v = o (S 3w = (S )
=1 =1 1=n—+1 1=1
1 _
- (nT +my) = ZEEY 53106,
n+m

Stickprovsvariansen for forsta stickprovet ar

1 Z” 1 Z"
2 _ »—_2: 2— =2
Sw_n—l,_ S n—1<i_1xl mc)

sa Yy o = (n—1)s2 +nT” = 2.8228-10%. Pa samma sitt ar )" y7 = (m — 1)s] +my”> = 422782341
sa

n+m

Zw —Zx +Zyz—70506 108.
Alltsa,
n+m
2
Sw:n—l—m—l(Zw (n+m)w >:19.39
och s, = /52, = 4.4.

11.3 Vi har n = 800 observationer med
7 =10.161 och s; = 32.356.

Lat z1 vara den felstimplade observationen, dvs x; = 924 istéllet for 9.24. Med y1, ..., yn som korrekt
observationsserie ar

N 1 y1—x1 _ 9.24—924
= _ Z )= =2 "7 1 10.161 = 9.0175.
7 " Yi = <y1 xr1 + X; ) +x +

pt 800
Nu ar
1 S 2 —2>
.= Z x; —nT
n—1 (i—l

sa .

Z x; = (n—1)s; + nz” = (800 — 1)1046.9 + 800 - (10.161)° = 919078.414864

=1
Alltsa ar

§ o i (St) i (e S

i=1

= ﬁ (9.24% — 9247 + 919078.414864 — 800 - 9.2462°) = 0.41906

och s, = 0.64735.
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11.4 Dataserien z1,...,x,, n = 30:

33 2 4 2 5 27 21203 3 4
1 393 23 4121476 31
har medelvarde
1 n
och stickprovsstandardavvikelse
s= ! i(x —7)2 =2.0401.
n—1 ~ !
Frekvenstabell:
Virde Absolut frekvens Relativ frekvens Ackumulerad rel.
0 1 0.033333 0.033333
1 5 0.16667 0.2
2 7 0.23333 0.43333
3 8 0.26667 0.7
4 4 0.13333 0.83333
5 1 0.033333 0.86667
6 1 0.033333 0.9
7 2 0.066667 0.96667
8 0 0 0.96667
9 1 0.033333 1
0.3
2 0.2
2 0.1F
L I
0 Il J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Avkastning
Stolpdiagram som visar empirisk fordelning for avkastningen
baserad pa n = 30 observationer.
11.5 Med observationerna z1, ..., z, grupperade i frekvenstabellen

Antal flackar: 0 1 2 3 4 5
Frekvens: 22 18 7 2 0 1

kan medelvardet rdknas ut

1 & 1
T=_ i =—(0-224+1-184---+5-1) = 0.86
T n;x S(0-224 1184+ 45-1)
och stickprovsvariansen
1 " 1
2 _ 2 2| _ 2 2 2 N
Sr T T <Z;%—W>——n_1((0 $2241%-184--- 4+ 5% - 1) — nT*) = 1.0404
ger s, = 1.02.
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0.5

0

1

O Poisson(0.86)

—— Relativ frekvens

Q

0

11.6 Dataméngden x, ...

har medelvirde

sonférdelningen med parameter m = 0.86.

87
169
199
227
263

y Lny = 50u

105
173
205
230
267

och stickprovsstandardavvikelse

1
0.9
0.8
0.7
0.6 -
0.5
0.4r
0.3
0.2

011

1

108
174
207
231
278

2

Varde
Stolpdiagram som visar empirisk férdelning jamfort med Pois-

120 142
183 185
211 215
231 237
286 294

8l
|
S|

151
186
217
242
312

xz; = 217.08

3

155
186
217
244
338

155
192
222
246
341

4

161
193
224
251
362

162
196
226
258
390

0

50

100

150 200

250

Antal dagar

300

Den empiriska fordelningsfunktionen F(x) :

76

F(z) = % - (# observationer < x)

350
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12

Frekvens
@

]
50 100 150 200 250 300 350 400
Antal dagar

Histogram over livlangden i antalet dagar for specialbatterier.

11.7 De n = 200 observationerna x1, ..., x, sammanfattas av klasstabellen:

Klassmitt (tkr) Frekvens

17.5 )
22.5 19
27.5 79
32.5 33
37.5 18
42.5 15
47.5 10
92.5 )
57.5 4
62.5 5
67.5 3
72.5 4

Medelvirdet berdknas enligt:

n
E T; =
i=1

och stickprovsvariansen enligt:

T =

(17.5-5 4 22.5-19 4 - -- + 72.5 - 4) = 34.225 tkr

S|
S|+

1 - 1
2 2 =2\ 2 2 2 N =2\
S =7 <le —nT ) ~ (1757 542257 19 47257 - 4) — n7®) = 130.00

sa sy = 11.794 (tkr).

Med den empiriska fordelningsfunktionen
1 .

F(x) = — - (# observationer < x)
n

fas att F(30.0) = 0.515 och [(25.0) = 0.12. Linjéir interpolation ger F'(29.81) = 0.50 s& medianen &r
approximativt 30000 kronor. Medelvirdet ~ 34000 och medianen = 30000 skiljer sig at. Fordelningen
verkar inte vara symmetrisk. Kanske en lognormalférdelning beskriver data béttre.
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05

04

03

02

175 225 275 325 375 425 475 525 575 625 675 725

Relativ frekvens

1-

0.8

0.6 -

04

Kumulativ frekvens

02

0 —
175 225 275 325 375 425 475 525 575 625 675 725
Histogram o6ver relativa frekvenser (6verst) och kumulativa

relativa frekvenser (nederst) for loneinkomsten per ar i tusen-
tal kronor.

12.2 Lat Xq,..., X, beskriva métresultaten av batteriernas livslangder. Modell: X7, ..., X,, &r oberoende och
likaférdelade med m = E (X;) och 02 = V (X;). Lat 21, ..., , vara utfallen pd X1,...,X,,. Vi skattar
m=F (Xl) med

xXr; = 5.2

Kl
Il
S|

=1

ili(%—f)Q = nil <<ix2> —n;f2> =17

i=1

och o2 med

sa skattningen av o dr s = v/1.7 = 1.3038.

Vi beskriver skattningen z med stickprovsvariabeln

som har vintevarde

och varians
2

- 1 T
V(X)=V <ﬁ Z)Q) = {oberoende} = — ZV(Xi) - %’
=1 i=1

dvs D (X) = o/y/n. Standardavvikelsen D (X) = o/+/n skattas med s//n = 0.5831 (medelfelet fér Z).

12.3 Om Xy,..., X, dr oberoende och N(m, o), dir ¢ = 0.5, sa &r X N(m, o //n). Alltsa ar

0.99

P([X-m|<025)=P(-025 <X —

= (o) ) =2 (o7

—0.2 X — 2
05) (05 m 05)

NN AN

) (o35~




Med o = 0.5 far vi att

0.25 0.99 +1
) = = 0.995.
(0/\/5) 2 ho%

Ur tabeller for N(0, 1)-férdelningsfunktionen @ ( -) far man att

0.25
D2 Nooos = 2.5758.
O'/\/ﬁ 0.005
Alltsa A 2.5758 - 0.5
0.005 O . U,
_ _ — 5.1516.
V= =008 0.25 5-1516

vilket ger n = 26.5 eller n minst lika med 27 (n heltal).

12.4 Lat Xi,..., X, beskriva de oberoende mitresultaten med E (X;) = m och V (X;) = o2. Observationer

Z1,..., %y ger skattningen T av m. Denna dr véntevérdesriktig eftersom motsvarande stickprovsvariabel
X har
- 1< 1< 1<
EX)=E (ﬁle> - ﬁ;E(Xi) = EZlmzm.
1= 1= 1=

Tjebychevs olikhet sédger att

1
P(Y = E(Y)|> kD (V) £ =,
vilket med € = kD (Y') ger
V(Y
P(lY-EX)|>¢< 6(2 )
Speciellt fas med Y = X att
V)=V (X)=V 1 iXi = {oberoende} = L iV(Xi) = 0—2
i n? i=1 "
s& D(Y) =o//n. Alltsa
2
— o
da n — oo for varje val av € > 0 och skattningen T ar konsistent.
12.5 Skattningar

1 « ;

— Z In (x_)

n P o
beskrivs av stickprovsvariabeln

1 n X1

— Z In (—)

n i—1 o
dir X,,..., X, ar oberoende och Paretoférdelade med parameter a, dvs.

for x > x¢ och en konstant a > 0. En paretofordelad stokastisk variabel har tdthetsfunktion

d

fx(z) = %Fx(x) = xS‘agc_(o‘H),
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for x > xq. Alltsa ar viantevirdet

o(n(3))

oo

/ln(x/xo) fx(x)dx = / In(z/20) x§ox™ @) do = {u = 2/}

0

o0 —a ] o0
1 1
= / In(u) au™ @Y duy = {ln(u) « ] + —/ u *—du
1 - |, o)y U
u ™ 1
- [
Var skattningar dr viinteviirdesriktiga skattningar av 1/« eftersom

1o X\ 1L X)) 11 1
E(ﬁ?ﬂ(?@))—EZQE(M(?J)—E;&—&'

12.6 Den stokastiska variabeln X #r binomialférdelad, X &r Bin(n,p) och Y ér hypergeometriskt fordelad, YV
&r Hyp(N,n, p).

a) Da ar
X 1
) =5 (%) = 1B X) = 1=y
och
. 1 1 1 p(1—p)
V) =V X)=S5V(X)=—mwl-p)=—1
Vidare sa ar v .
. 1
n n n
och
A 1 1 N—-n pl-p) N-— W IN—n
Ve = V(5r) = v = -t - M Ty T
<1
< V().

b) Skattningen p ir effektivast (har minst varians)

¢) Med observationer erhalls skattningarna p* = p = 23/100 = 0.23 av andelarna.

Vi skattar varianserna f6r skattningsvariablerna (stickprovsvariablerna) genom att sétta in skat-
tningarna av p. Dvs, vi skattar

- “(1—p*
vy = PP e Z% — 0.001771

n
och (1—p) N “(1—p") N
L _pl-p) N-n pl-—p)N-n _
V(p) = N1 med - N1 0.00160.

Skattningarna av standardavvikelserna, 0.0421 resp. 0.0399, kallas skattningarnas medelfel.

12.7 Lat X,..., X, beskriva métfelen. Modell: X1, ..., X, dir oberoende och N(0, o) med observerade viirden
Z1,...,Ty. En skattning av o ges av
n
o3 =an Y _ |z
i=1
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som beskrivs av

Sy =an Y _|Xi|.
i=1
For N(0, o)-fordelad X &r

E(1X])

/a:f\)q(x) dex = /Ooox %ew2/2”2 dx = {Subst. u = z2%/2}

o0

V2wt g | Y2 ey | 2,
/0 ﬁae d—lﬁae ( )]O_ 0.

Alltsa ar
2 2
S = n X = Un EX = Un —0 = an\/ — .
2) <a2| |> aZ|| az\/;a a\/;an
Viljs
N
"\ 2

sa dr E (S2) = o och skattningen o} &r vinteviirdesriktig. Utnyttjar vi det allménna resultatet att
B(Y?) =V (Y)+(E(Y))?

sa far vi att

V(X)) = E(1X]) - (B(X])* = B (X?) - (B (X])* =V (X) + (B (X:)* - (B (1X]))?
= 02+02—202:W—_2 2
vilket ger
V(S2) =V <anz |Xi|> = {oberoende} = Z (1X:]) = (% g) Z 77;202 _ 7r2—nz(72.

Den andra skattningen o7,

beskrivs av

som ar sadan att

E (S}) :E(%i){f) = %ZE(X-

Vidare sa ar

2 2
E(X4) = / dx—/ _27m e v /20 dr = {u = 22?/20}
1 4 5
— 9.(252)324 / Wt du = AT (2) = 354
(20%) \/ﬁ ; u \/EU 5 o
=r(5/2) 2=
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vilket ger

vV(s) = V(%i){f)Z{Oberoende}:%iv()(f)
i=1 i=1
1 ¢ 2\2 o2y Lo a 9oy 204
= 2 (B((XD)) ~ (B(XD)) = (30"~ (0)) = .

Med funktionen g(z) = \/z sd &r ¢'(z) = Lg(z) = ﬁ och med Gauss approximationsformler

E (1) = E (9(57))

V (S1) =V (g(57))

9(E (7)) = 9(0*) = Vo2 =0

%

Q
N
&
—
wn
=N
~—
=
[ V)
<
—
n
=N
~
I
Q.
—~
Q
[\
=
N
|

Detta ger att

1 5, 7m=2,
~ — < _— =
V (S1) 50 50 V (S2)

och skattningen o7 &r effektivare dn skattningen o73.

Med observationer z1, ..., xs5:
0.17 —-0.26 —0.42 0.18 0.02

fas skattningarna

1 & 1 1<
— 2 =(.24727 5= —/= il = 0.2632.
Ly =23 > e

i=1

12.8 Lat X1,..., X, vara oberoende och R(0, #) med observerade virden x1,...,x,. Skattningen

beskrivs av

som har vintevarde

E(0}) =E(a,X) = an% Y E(X))=an
i=1

N D

Med a, =2 sa dr E (©7) = 6 och skattningen 0] &r véntevirdesriktig. Med detta val sa &r

V(X) _492/12 _9_2
n n  3n

V(0] =V (2X) =4V (X) =4

Skattningen
05 = b, max(xy,...,Ty)

beskrivs av
05 = b, max(Xy,...,X,).

Eftersom X; dr R(0,0) dr fx(z) =1/0 for 0 < x < 0 och

for 0 < z < 0. Alltsa ar

P(max(X1, ..., Xn) <a) = P(X1 <a,...,.Xp<2)=P(X1 <) P(X, < )= (—)



Saledes &r fordelningsfunktionen for ©3%

Fos(x) = P(0;<x)=P(bymax(X;,...,X,) <z) = bfen

och J .

"

foy(x) = %Feg () =n b0
for 0 < x < by6. Alltsa dr ©F véntevirde

b n—1 b0
x n n
(©3) /mf@2(a:)da: /0 xn b dx [bﬁ@"(n—kl)m ]O n—!—lb 0

Med b, = (n+ 1)/n sa dr E (©%) = 0 och skattningen 03 dr vinteviirdesriktig. Vidare,

b, 0 n—1 b, 0
E *\2 _ 2 . _ 2 T _ n n+2 — n 2 n2
((©3)%) /x foy(z)dx /0 x n—bQH" dx {7b29”(n+2)x . n—|—2b”0
sa, ( )2 02
*:E *Q_E *2: n Tl+ .2_2:7.
V(03) = E((03)°) - (E(0) = g Tl gt -t =
Alltsa ar
92 92 o
x = —— < -_— = x
V (©3) w2 = 3n V(e7)

(med likhet endast om n = 1) och skattningen 65 &r effektivare &n 67.

Med observationer x1, ..., Ts:
0.3 0.8 1.9 02 1.5

fas skattningarna
07 =27 = 1.88 05 = gmax(acl, ceXp) = 2.28.

Notera att 07 < x3.

12.9 I en sjo finns N fiskar. Man fangar och mérker a stycken av dessa. Vid en tid senare fangar man n fiskar
och later X beskriva antalet fiskar av dessa som &r mérkta. Modell: X &r hypergeometriskt fordelat, dvs

(D (=)
()

P(X=Fk) =

som har
N —a

a
N N N-1

=2
3

E(X):n% och V(X)=n

Med observerat virde x &dr en skattning av N

. na
n*=—
x
som beskrivs av stickprovsvariabeln
na
N* =2 —g(x
~ = 9X)
dir funktionen g(x) = na/x har derivata
d na
! — —_— R —
g'(z) = —g(2) -
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Med Gauss approximationsformler har vi att

E(N*)=E (X)) ~ g(E(X)) =

gN—aN—n
"NTN N-1

<
i
I
<
)
=
%

lg'(B (X)]*V (X) = [¢(na/N)]?

N2(N —a)(N —n)
na(N — 1)

12.10 Lat X vara intensiteten av partiklar under en tidsperiod av lingd ¢ och X beskriva antalet registrerade
partiklar. Modell: X &r Poissonférdelad med parameter \t. Da &ar

E(X)=X V(X)=Xt
och A = E(X) /t. Med utfallet  pa X ges en skattning \* av A av
N =/t

som beskrivs av A* = X/t. Da dr

och

Tjebychevs olikhet séger att

vilket med € = kD (Y') ger

P(Y -E(Y)|>¢) <
Speciellt fas med ¥ = A* att
P(A — N> <> 0
te

da t — oo for varje val av € > 0 och skattningen A* &r konsistent.

12.11 Att 67 och 65 ar viintevirdesriktiga skattningsvariabler av en parameter 6 betyder att E (07) = 6 och
E (03) = 0. Med
0" =ab] + (1 —a)bds

sa Ar
E@)=E(@i+(1—-a)3)=aFE@])+1—a)E0;)=abl+(1—a)f =0
—— ——v
—9 =6

for alla véirden a. Alltsa ar 6* vantevirdesriktig. Vidare sa ar

V(0*) = V(abi+ (1 —a)d;) = {oberoende} = a® V (67) +(1 — a)* V (65)

= o} +(1-0)°0} = gla),

dvs nagon funktion av a. Vi soker den effektivaste skattningen, dvs det virde pa a som gor variansen sa
liten som mgjligt. Vi minimerar g(a) med avseende pa a genom att 16sa

d

%g(a) =0?-2a+02-2(1—a)(—1)=2 [a(a% +03) — ag] =0
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med 16sningen
o3
O’% + a%

Teckenstudium av andraderivatan visar att det dr ett minimum som vi fatt fram.

12.12 Lat X5,..., X, beskriva antalet samtal under de olika dagar. Modell: X;,..., X, &r oberoende Pois-

sonfordelad med parameter m. Lat x4, ..., z, vara utfall av Xq,..., X,.

Maximum likelihoodskattningen av m &r det virde pa m som maximerar

Lim) = PXi=21,....,Xn=z,)=PXi=21) - P(X,, =2,)
_ mT —-m mn -m __ mzzlzl i —nm
- mlle xn!e _xll---a:n!e '

Det 4r samma m som maximerar

Losning av

0= % In(L(m)) = % [ln(m) Zml —nm — Zln(a}ﬂ)] = %Zml —-n

=1

ger m = % > x; = 7. Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. Skattningen m* ==

av m beskrivs av X som har
_ 1 1 n
E(X)==-> E(X)=—-> m=m
; =1

och

1% (X) =V <;ZX1> = EV <ZX¢> = {oberoende} = E;V(Xl) =

dvs D (X) = \/m/n.

Med observationer x1, ..., Ts:
115 82 108 106 118 87 99 92

fas skattningen m* = T = 100.88. En skattning av D ()_() =/m/n ges av

- 100.
n :1/%:3,551
n 8

och kallas skattningens medelfel.

12.13 Lat Xq,..., X, beskriva antalet registrerade partiklar under tidsintervall av langd tq,...,t, med ob-

serverade virden x1,...,2,. Modell: X1,..., X, &r oberoende och X; &ar Poissonférdelad med parameter
(vantevérde) At;.

Maximum likelihoodskattningen av A dr det virde pa A som maximerar

L()\) = P(X1=331,...,Xn=xn)=P(X1:xl)---P(Xn:a:n)
(Atl)wl — A\t o ()\tn)wn “\tn _ )\Z?:I $'iti;1 e tin eiAZ?:l t .
1! Tp! 1! -xy,!
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Det 4r samma A\ som maximerar

E?=1Ii L1, fTn
m(L(\) = m(A xl!_fl_x !t" e AT i ) sz—)\Zt +Zln i)

Losning av

d d " n n N 1 n n
0= Lz o) - & llnm;xi AL +;1‘1“*/“”“)1 RPN

ger
n

n
i=1

Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum.

Med observationer x1, ..., x3 pa intervall av langd ¢; = 10, to = 10 och t3 = 50 :
122 137 761
fas skattningen A\* = (122 + 137 4 761)/(10 + 10 + 50) = 14.571 partiklar/minut.

12.14 Exponentialfordelningen har tiathetsfunktion fx(x) = %e’w/m for x > 0.

a) Likelihoodfunktionen blir darfor

1 1 n .
L(m) = fX(ml) o 'fX(xn) = Ee_rl/m cee Ee_z"/m = We_ﬁ i=1%i

Maximum-likelihoodskattningen av m &r det vérde pa m som maximerar L(m). Det &r samma m
som maximerar In(L(m)) sa vi maximerar

Funktionen deriveras och

d

11
I In(L(m)) = —n— + pop) le

som &r 0 for m = 23" x; = 7. Alltsd, m skattas med m* = 7.

b) Skattningen T beskrivs av skattningsvariabeln (stickprovsvariabeln) m* = X. Vi erhéller
E(m*) = E X; E(X))=m
=5 =5 (15x) -1 Tew
dvs skattningen &dr véntevirdesriktig, och
V) =V () =V (1305) - 55 v -
[ n* 5

¢) Vi riknar som att alla observationer i ett intervall hamnat i mittpunkten. Det ger oss att

e 271254183754 ... 42135 3775
- 80 T80 T
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12.15 Lat Xq,..., X, beskriva tiderna mellan fel i den komplicerade tekniska utrustningen, med observerade
virden x1,...,x,. Modell: X1,...,X,, ar oberoende och exponentialférdelade med parameter m.

Maximum likelihoodskattningen av m &r det virde pa m som maximerar

L(im) = fx;, . .x,(®1,.-,2n) = fx, (¥1) - fx, (Tn)
_ Leym L aam L s e
m m mn

Det 4r samma m som maximerar
In(L(m)) = In (—e_ﬁ =1 ””) =-—nlo(m) — — » ;.
m

Losning av

d d 1 11 1
0= %IH(L('ITL)) = [—nln(m)— szl] ——nE+Win =

ger m = % > x; = 7. Kontroll av andraderivatan ger att detta dr ett maximum. Skattningen

av m beskrivs av X som har

*

3
[
8

E (X) :%iE(Xi):%Zm:m
i=1 3

sa skattningen m* ar véntevardesriktig. Vidare
V (X) = {oberoende} = i iE (X;) = m’
n2 i—1 N——— n’
-1
dvs D (X) = m//n.

Med observationer x1, ..., x, givna av frekvenstabellen:

Klass (tim) Klassmitt Frekvens

0—-25 12.5 27
25-50 37.5 18
50—75 62.5 20
75—100 87.5 9

100—-125 112.5 4
125—-150 137.5 2

Medelvirdet berdknas enligt:

1< 1
7= le ~ —(12.5-27+375-18 4 --- + 137.5-2) = 47.188 tim
n — n
Anmirkning: Med klassindelade data skulle uppgiften 16sas pa foljande sitt. Lat ag, a1, . . . , ag vara klass-
grinserna a; = 257,41 =0,...,6, a7 = 00, och yo, ..., ys som antalet observationer i pa intervall (a;, a;11),

i=0,...,6.
Da &r sannolikheten att fa en observation i kategori 4

P(a; < X <ait1) = Fx(aiq1) — Fx(a;)) =1— o /m (- eiai/m)
e 201/m _ o= B /m _ o=251/m (] _ ¢=25/m) — 1i(1 — p)

pi
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diir p = e=28/m,
Klass (tim) Frekvens, y; P (X € klass)
(0, 25] 27 pp=1—e/m=1—p
(25, 50] 18 p1=e 2/m — 50/m = p(1 — p)
(125,150] 2 ps = e 123/m — 130/m — p(1 — p)
(150, 00) 0 pe = e 1P0/m = pf
Maximum likelihoodskattningen av p &r det véirde pa p som maximerar
_ _ _ _ Oy e 6
L(p) = P(Yo—yow-aYG—yG)—mPo]% " Pg

= C(l—p» p"(1—p)»-p™(1—p)»--p°
= COp¥iaolu(l—p)Tioot = Cpt(1—p)’

Us(l _ p)yﬁ

med C = ¥l — 50 gy — 111 0ch b= Y0 _ y), = 80. Losning av

yolyr!--ye!’

dp

iL(p) =Cap" (1 —p)" = p®b(1—p)* =Cp* ' (1—p)* ' ap—b(1—p)] =0

=0
ger p* = b/(a+b) = 111/191. Skattningen p* ger en skattning m* eftersom
e B/M = p* safas m* = —25/In(p*) = —25/1n(111/191) = 46.0623.

4;10*57
sk

0
L
U‘ZU 3‘0 -1‘0 5‘0 6‘0 7‘0 80 90 100 110 120

-120 -

-130

-140

In(L(m))

-150

-160

05 2 m 50 60 70 80 90 100
Likelihoodfunktionen L(m) &verst och In(L(m))
Maximum till bada erhalls i punkten m = 46.062.

12.16 Lat X,..., X, vara oberoende R[0, 6] med observerade virden z1,...,

variablerna ar )
fx,(x) = 7 for 0 <z < 4.

Maximum likelihoodskattningen &r det vérde pa 6 som maximerar

L0) = fx,,..x,(®1,...,2,) = {oberoende} = H Ix, (z;
i=1
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for 0 < x1,...,2, < 0. Eftersom L(0) dr avtagande i 0 skall man gora 6 sa liten som mdojligt. Kravet
0<uwmy,...,z, <6 gor att det minsta mojliga viirdet pa 6 ges av 6 = max(x1,...,x,).

12.17 Lat X4,...,X,, vara oberoende R[—6, 0] med observerade virden 1, ..., z,. Tdtheten for de stokastiska

variablerna ar )

Maximum likelihoodskattningen &r det virde pa 6 som maximerar

for —0 <z <8.

n

L) = fx,,. x,(x1,...,2,) = {oberoende} = Hin (x;) = H %0 =(20)""
i=1

i=1
for -0 < zq,...,z, < 6. Eftersom L(#) dr avtagande i 6 skall man gora 0 sa liten som mojligt.
Kravet —0 < z1,...,2, < 6, dvs. |z1],...,|zn| < 6, gor att det minsta mojliga virdet pa 6 ges av
0 = max(|z1], ..., |zn]).

12.18 Lat X beskriva livsléingden fér en komponent. Modell: X #r exponentialférdelad med vintevirde m, dvs

1
fx(x) = Ze M 4 >0.
m

Da ar -
p=P(X > 1) :/ Fx(z) dz = =t/
t

sannolikheten att en komponent fungerar tiden t. Av n oberoende komponenter lat Y beskriva antalet
som fungerar vid tiden ¢. Da &r Y binomialférdelad, Y dr Bin(n, p). Med utfallet k& pa Y sa dr Maximum
likelihoodskattningen av m det virde pa m som maximerar

pm) =P =8 = ()= = (1)@m= e,

Det &r samma virde pa m som maximerar

log(L(m)) = log ((Z) (e~t/myk(1 — (e—t/’n))"—k> = log (Z) - % +(n—k)log (1 - e—t/m) .

Losning av
d d n tk _ tk —t(n — k)
= —log(L =— 1 - = —k)log(l—et/m)|= 22 4 — %
0 - og(L(m)) p {og (k) - + (n — k) log ( € )} m2 + m2(et/m — 1)
ot —(n—k)
~—_———
=0
ger
. t
- log(n/k)’

Att av n = 100 komponenter har k = 90 gatt sonder vid tiden ¢ = 1000 ger oss skattningen

. t 1000

= = = 9491.2 ti .
M= Yoa(n/R)  Tog(100/90) _ 01912 timmar

Notera att skattningen p* av p
p* =k/n=90/100 = 0.90

séger att 90% av komponenterna haller denna tid. Vi vet att p = e~/ s&

—t/m”* ger m* = _t/ log(p*) = 9491.2.
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12.19 Lat X beskriva antalet hindelser under ett tidsintervall av enhetslingd. Modell: X &r Poissonfordelad
med parameter m. Da ar

p:P(X:O):We* =e”

sannolikheten att under ett tidsintervall inte finns nagon h#ndelse. Av n oberoende tidsintervall lat Y
beskriva antalet som inte rymmer nagon héndelse. Da dr Y binomialférdelad, Y &r Bin(n, p). Med utfallet
k paY sa ar Maximum likelihoodskattningen av m det viarde pa m som maximerar

n

pm) =P =1 = ()= = () e ey

Det &r samma virde pa m som maximerar

log(L(m)) = log ((Z) (e™™)k(1 — (e—’n))"—k> = log <Z> —mk+ (n—k)log (1—e™).

Losning av

n—=k
m—1

0 = % log(L(m)) = % [log (Z) —mk + (n—k)log (1 — e—’n)] = —k+ -

ger
m = In(n/k).

Att av n = 100 tidsintervall fanns k& = 82 stycken som inte rymde nagon héandelse ger oss skattningen

= log(n/k) = 0.19845.

Notera att skattningen p* av p
p* =k/n=282/100 = 0.82

siiger att 82% av de observerade tidsintervallen inte rymmer nagon héindelse. Vi vet att p = e™™ sa
pr=e"™ ger m*= —log(p*) = 0.19845.
12.20 Lat X4,...,X,, vara oberoende N(m, o) med observerade viirden z1,...,z,. Tdtheten for de stokastiska

variablerna ar

Fr (@) = —pem o2
‘ 2no

Maximum likelihoodskattningen av (m, o) &r det virde pa (m, o) som maximerar

ef(:m —m)? /202

L(m,0) = fxy,...x,(x1,...,2,) = {oberoende} = Hin (x;) = H
i=1

i=1
—n —n 1 -
= (2n) ™25 "exp {_ﬁ Z(mz — m)Q} .
i=1

Detta viirde dr samma viirde som maximerar In L(m, o) dér

1
2mo

In(L(m,0)) = —g In(2m) —nn(o) — QL Z

Derivering med avseende pa m ger

d 1 (&
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som, satt till noll, ger 16sningen
1 n _
m=— 2; T, =T
1=

for alla virden pa o. Insatt i L(m, o) och derivering med avseende pa o ger

n

o, 1 2 1 o 1 L&~ o
8—UlnL(aj,a) = —0—n;+§ 52(3:1—3:) —;(—n—!—;;(xz—aj))

i=1

dvs, satt till noll, ger 16sningen

Alltsa, skattningarna av m och o2 ges av m* =7 och (¢2)* = L 3°" (x; — T)%. Denna skattning ir inte

T n

vintevirdesriktig eftersom motsvarande stickprovsvariabel (skattningsvariabel) har vintevirde

p(1mmr) - et i Do) - (1) - 2 s

=2

Genom att multiplicera med konstanten n/(n—1) s& &r n/(n—1)(0?)* = s? och alltsd vintevirdesriktig.

12.21 Lat X;4,..., X, vara oberoende I'(a, p)-férdelad stokastiska variabler med observerade virden 1, ..., z,.

Maximum likelihoodskattningen av (a,p) dr det virde pa (a,p) som maximerar

L(a7p) = fX1,...,Xn(x17---amn) :le(ml)"'an(xn)
1 _ 1 (x1- )Pt i
= p—1 —11/(1_._— p—1 _z""/a = 71 n _Ezi= Zi
Tp) T © aT(p) ™ © Ty

Det ér samma (a,p) som maximerar

_ (- wn)P7 i
In(L(a,p)) = In <We a D=1

n 1 n
= (p—-1) Z In(z;) — npln(a) — nln(C(p)) — o Z Z;.

i=1 =1
Derivering med avseende pa a och p ger

S In(L(a,p)

11 1 1 &
—’npa'FEZﬁl:E —np-&-Ein}
=1 =1

0 - /
o In(L(a,p)) = ;m(xi) —nln(a) — n=——I"(p)

Sitts derivatorna till 0 fas ekvationssystemet att skattningarna a* och p* uppfyller

n —

. 1 T

a = *E xl:—*
np-

p
fe) 1 . n(z;) — In(a*

91



12.22 Lat X vara en fordrojd exponentialférdelning, dvs.

1
Jx(@) = —e~ @O/ g >a,
m

(Detta #r fordelningen for X'+a dir X' dr exponentialférdelad(m).) Uppgiften dr att baserat pa oberoende
observationer z1,...,x, av X skatta m och a.

Maximum likelihoodskattningen av (a,m) &r det virde pa (a,m) som maximerar

L(a’a m) = fX1,~~~1Xn(x17 R ﬂin) = fXI(xl) T an(xn)
_ Lweaym L @aym L L wnam
m m mm

Funktionen L(a,m) dr viixande i a. Kravet a < z1,...,x, gor att det storsta a som kan viiljas &r
a =min(z1,...,z,).
Logaritmering ger

In(L(a,m)) = In L e T migna/m ) _ —nln(m) — = ix + 2

’ N mn N m = om’
Derivering med avseende pa m ger
o) 11 na 1 1<
8—mln(L(a,p)) = —HE'FWl:l e R, —n+—1_1($i_a)‘|

Satts derivatan till 0 fas

Med observationer z1, ..., x10:
7 9 12 8 14 9 17 8 13 10

fas skattningarna
a* =min(zy,...,z,) =7 m'=T—a" =107-7=3.7.

12.23 En kvadrat med arean 6 har sidlingd v/6. Lat X beskriva en sidlingdsmétning utan systematiska fel. Mod-

ell: E(X)=+0och V (X) =02 Lat X,..., X,, beskriva oberoende sidlingsmitningar med observerade
viarden x1,...,T,.

Minsta kvadratmetodens skattning av 6 ar det virde pa 6 som minimerar

Losning av

ger



Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett minimum. Skattningen

0" =72
beskrivs av ,
=X
som har
2 2
E(©") = E()_(z) —VX)+(EX)?=Z+0)>=Z +0>0
n n
>0

sa skattningen 6* ar inte vintevardesriktig.

12.24 Lat X,...,X,, vara oberoende N(m;(0),wk;)-férdelade stokastiska variabler med observerade virden
LlyeeeyTp-

Minsta kvadratmetodens skattning av 6 &r det viarde pa 6 som minimerar

Q) = 3 i (s — B (X0 = Y- (o = mi(0))*

i=1

Maximum likelihoodmetodens skattning av 8 ar det virde som pa 6 som maximerar

1
e—(zi—mi(G))z/Qk?wz

L(H) = le(xl)an(xn):H\/%kw

n 1 1 n 1

H 5122 i —mi(0)?y =C -1Q0)
(i—l \/ﬂkﬂu) exp{ 2k2w? ;(w mi(0)) } (w)exp
N————/ ™ ™

=C(w)

Att maximera )
C(w)exp 29®

#r samma sak som att minimera Q(6). Alltsa ger maximum likelihoodmetoden och minsta kvadratmetoden

samma skattningar av 6.

12.25 Lat X3, X5, X3 beskriva métningarna pa vinkeln AOC och X4, X5 pa vinkeln AOB. Modell: X;,...,X,
Ar oberoende och

E(X))=E(X2)=FE(X3)=01+0, E(Xy)=E(X5) =6

och V (X;) = 0. Minsta kvadratmetodens skattning av (01, 02) ér det virde pa (61,62) som minimerar

Q(61,02) = Z(xz —E(X))? = (z1—(01+02)*+ (z2 — (61 +62))* + (23 — (01 + 62))?
+ (334 — 91)2 + (335 — 91)2.

Derivering med avseende pa 61 och 6 ger

8101 (01,02) = —2(x1— (01 +62)) —2(xz2 — (01 +02)) — 2(xz3 — (61 + 02))
—2(xqg — 61) — 2(x5 — 1)
= =2 [i T; — 591 - 39;|
5 i=1

—2Q(917 02) = —2(z1— (01 +62)) — 2(z2 — (61 + 02)) — 2(x3 — (61 + 0O2))
= -2 [1‘1 + 29 + 23 — 307 — 392]
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Satts derivatorna till 0 fas ekvationssystemet

501 + 302 = 21 + @2 + 3 + T4 + T5
301 + 302 = x1 + 20 + 23

med 16sningen
+ x2 +
o7 — x4—;—$5 o5 = Z1 3;)2 r3 oz

12.26 Nir man skall hirleda ML- eller MK-skattningen, sitt aldrig in siffror direkt, utan forst da slutresultat

erhallits. Déarfor kalla vi observationerna x1, o, . .., 7. Minsta-kvadratmetoden: finn # som minimerar
7 3 7
Q) = > (wi—E(X:)?=> (xi—0)7+> (i —(90—0))
i=1 i=1 i=4
= (xr1— 9)2 + ((Eg — 9)2 + ($3 — 9)2

+ (24 — (90 — 0))* + (x5 — (90 — 0))* + (w6 — (90 — 0))* + (z7 — (90 — 6))*
Funktionens maximipunkt hittas genom att derivatan sétts till noll.

3 7

2 (@i —0)—2) (90 —x; —0)

i=4
—2(.1‘1+332+333+(90—584)—}-"'4-(90—%‘7)—70)ZO.

d
Q)

Detta ger
1+ a2+ 23+ (90 —x4) + -+ + (90 — z7)
7 )
eller, med siffror, * = 61.17. MK-skattningen av vinkeln vid C blir da 90 — 61.17 = 28.83.

0" =

Skattningen beskrivs av skattningsvariabeln (stickprovsvariabeln)
_ X1+X2+X3+(90—X4)+(90—X5)+(90—Xﬁ)+(90—X7)

0* .
7

Den har vintevirde

E@) = E X1+X2+X3+(90—X4)+(90—X5)+(90—X6)+(90—X7)>
7
= %(E(Xl)-F'--+E(X3)+(90—E(X4))+---+(90—E(X7))):%-79:97

=0 =0 =90—0 90—0

vilket innebér att skattningen &r vantevirdesriktig. Vidare,

Ve = V<X1+X2+X3+(90—X4>+(9(7)—X5)+(90—X6)+(90—X7)>
= %(V(X1)+"'+V(X3)+(_1)2V(X4)+'"+(—1)2V(X7)):(772.

Problemet #r ett exempel pa sa kallade linjira modeller. Man kan visa att for linjira modeller &r MK-
skattningen den effektivaste, det vill séiga den har minst varians av alla skattningar som kan skrivas som
linjirkombinationer av data.

12.27 Lat X7, X9, X3 beskriva métningar av strickan PQ och X4 en métning av strickan QR. Alla métningar
sker utan systematiska fel. Modell: Alla stokastiska variabler X1, ..., X dr oberoende, har samma varians
och

E(X1)=E(Xs)=E(Xs)=a och E(Xy)=acos(30°) = g
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Minsta kvadratmetodens skattning av a &r det virde pa a som minimerar

4

Qa) = Z(xZ —E(Xy)? = (z1 —a)® + (x2 — a)> + (23 — a)?® + (x4 — a/2)°.
i=1

Losning av

0= %Q(a) =—2(x1—a)—2(2—a)—2(xs —a) — (ra —a/2) = _71 [4(z1 + 22 + 23) + 224 — 134]

ger

4(x1 + @2 + x3) + 224
13 '

Med observationer:
r1 =452.0 w9 =451.6 x3=451.7 x4 = 226.1

fas Skattningen
4 2
% ((El -|-(E2 1—|— (E3)+ T4 5].8

Punkten @Q:s koordinater ges av (z¢,yq) = (v/3a/2,a/2) som skattas med
(25, 58) = (V3a™/2,a" /2) = (391.27,225.90)

Skattningen a* beskrivs av
X1+ Xo+ X3) +2Xy

« A
A= 13

som har vinteviarde

4(X1 + Xo+ X 2X 4 2a/2
E(A*) = E (X1 + X+ X3)+2Xy _ (a+a+a)+2a/ —a,
13 13
dvs skattningen a* &r vantevirdesriktig, och varians
* 4(X1 + Xo + X3) +2X, L oo 20, 422 522 52 5 4
V(A)zV( 13 21—32(40' +4%0° + 4% —|—2cr):1—320=1—3cr
Alltsa ar
\/g * * 3 4 2 3 2
och

Skattningen av o2 ges av

3
1 1
s2 = 1 <;(a@Z —a*)? + (x4 — a*/2)2> = %
Vi far tabellen:
koordinat  variansskattning  medelfel
xQ 352/13 =0.01 0.1
YQ 52/13 = 0.0033333 0.057735

12.28 Lat X7, Xo beskriva mitresultaten av strickan PQ med observerade virden xz; = 52.1 och x5 = 52.0.
Lat Y7, Y> beskriva métresultaten av strickan RQ med observerade véirden y; = 60.8 och y2 = 60.9. Alla
stokastiska variabler forutsitts vara oberoende, ha samma varians 2 och vara utan systematiska fel.
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Med 0, som striackan PQ skattas 6, med det virde som minimerar

2

Losning av
2
0=——-Q(0:) = Z 2(xi — 0:)(=1) = (=2)((z1 + 22) — 20,)

ger 0, = T. Teckenstudium av andraderivatan ger att detta verkligen &r ett minimum. Alltsa, skattningen
av striickan PQ ér ¢, =T = 52.05. Pa samma sétt fas skattningen av strickan QR, ¢, som 0, =7 = 60.85.

Punkten @ har koordinaterna (z,,y,) som uttryckt i strickan PQ) &r (02/v/2,0,//2) och skattas med
(0:/V/2,05/V/2) = (36.8,36.8).

Punkten R har koordinaterna (z,., y,.) som uttryckt i striickan PQ och striickan QR &r (0, /v2+v/30,/2, 0. /v/2+
0,/2) och skattas med (65 /v2 + /30;/2,05/v2 + 0 /2) = (89.5,67.2).

1 1 1 1 1 1
14 (CCZ) =V (9;/\/5) =V (6‘;) =-V _(Xl + XQ) ==V (X1 + Xg) = g2 + Zo?
2 2 2 8 8 8
1
= 10'2.
1
V) =V (9;/\/5) =V (z;) = 102.
* * X 1 o 3 .
Vi) = V(0:/V2+3/20,) = 5V (05) + TV (0;)
1 1 3 1 5
2V<2( 1+ 2))—|—4V<2(1+ 2)) o*/4+30°/8 57
% X N 1 . 1 .
Vi = V(0/V2r05/2) = V0 + 7V (0;)
1 1 1 1 a2 % 3 9
= 3V (§(X1 +X2)) ad (§(Y1 +Y2)) =T tg =37
Skattningsvariabeln av o2 &r
@ (0 -X7 4 (6 X+ (5 -V + (% - TP
2
med observerat viirde s2 = 0.005. Vi far medelfelen i koordinatskattningarna
koordinat variansskattning medelfel
Zq 52/4=0.00125 0.035355
Yq s2/4=10.00125  0.035355
Xy 552/8 = 0.003125 0.055902
Yr 352/8 = 0.001875 0.043301
12.29 Lat zq,...,x, vara observationerna, utfall av oberoende normalférdelade stokastiska variabler X1,..., X,,.
Normalfordelningens tédthetsfunktion dr fx(x) = \/g—me’(””’mf/ 20” Likelihoodfunktionen blir dérfor
L(m,0) = fxy,..x,(@1,...,2,) = {oberoende} = fx, (x1) - fx, (zn)
_ L w1 s (@iem)?
V2ro V2ro (2m)n/2gn
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Logaritmering ger

In(L(m, o)) = —g In(27) — nln(o) — 2}7 (z; — m)2.
i=1

For att bestimma maximum deriveras denna med avseende pa m och o.

1 < _
o In(L(m, o)) = o Z(ml —-m)=— [T —m]
i=1
Om denna siitts till 0 fas skattningen m*(x1,...,2,) = T av. m. Om man utnyttjar denna skattning ger

derivering med avseende pa o sedan
o) 11 ¢ - 1<
55 (L(F,0)) = —n—+ — ;(xi R lGQ - Z(xi - 5)21 :

dvs om derivatan sétts till 0 fas skattningen

o (x1,...,Tn) =

av o.

Satter vi in siffror erhaller vi m* = 250.32 och o* = 2.124.

12.30 Lat Xq,..., X, beskriva métresultaten for proverna fran det forsta partiet och Y7, ...,Y, motsvarande for

det andra partiet, med observerade virden x1,...,x, resp. y1,...,y,. Modell: Alla stokastiska variabler
dr oberoende och

E(X)=m, V(X))=0. E(Y;)=m, V(Y)=o,
En skattning av m, &r T och en skattning av m,, dr y. En skattning av m, —m,, ges av T —7 som beskrivs
av X —Y som har

=

o
I

=
Il

=
S|
N
e

I

| =
g
<

Il

| =
™
=
s

I

| —
g
=

=
I

| —
g
g

I

| =
E

i=1 " j=1 n i=1 r j=1 n i=1 j=1
= My — My
och
_ _ 1 n 1 T 1 n (_1)2 T
V(X-Y) = V[=> Xi—-> ;| ={oberoende} = — Y "V (X;) + ~—; vV (Y;)
ni= [t i=1 L
1 & o ~ 5, o2 ‘7;
= ml Tt El =t
i=1 j=1
Med data:

fas skattningen av m, —my, till
T —7y=24.2—28.5=—4.30.

Standardavvikelsen D (X —Y) = % + Ur—?’ skattas med
s2 82 1.62  2.32
Ty By 2T 20T 0203
\/n + r 5 + 10

vilket &r medelfelet for skattningen T — .
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P4 samma sitt: En skattning av (m, +my)/2 ges av (Z + ¥)/2 som beskrivs av (X +Y)/2 som har

X+Y 1 — 1 « 1 — 1 —
E = Fl—) X;+—> Y |=—) EX)+—> E(Y;
( 2 ) 2n,Z +27’Zj ZnZ ( )+27~Z )
i=1 j=1 i=1 j=1
- 2n & * 27“j:1 Y 2

och

X+Y 1 — 1 &
V( 5 ) =V %ZXH—?ZY]')—{oberoende}

i=1 j=1
= L iV(XH L V(Y»):iia%iia?
(2n)? — ! (2r)? = J 4n? po T 42 = v
2 2
_ %z, Yy
T 4n 4]

Med data fas skattningen av (mg + my)/2 till

T4y 2424285

= 26.
5 5 6.35

Standardavvikelsen D ((X +Y)/2) = 4/ Z—% + % skattas med

s2 sy 1.62  2.32
4an

— =\/—+ ——= =0.5101
+47‘ 4-5+4-10 051015

vilket dr medelfelet for skattningen (Z + 7)/2.

12.31 Observationer pa legering ¢ beskrivs av n; stycken oberoende normalférdelade stokastiska variabler med
véantevirde m; och standardavvikelse o. Observerade virden sammanfattas i

Legering Antal obs Medelviarde Stickprovsvarians
; = 2

(3 n; xX; Sy S;

1 3 128.83 0.013333 0.11547
2 3 135.50 0.010000 0.10000
3 3 140.70 0.030000 0.17321
4 3 137.07 0.0033333 0.057735

dér medelviardena T; dr skattningar av sméltpunkterna m;. Variansskattningarna poolas samman till en
skattning av o2:
s (mi—Dst+ -+ (ng—1)s7 3s3+-- +3s3

- - = 0.014167
s (i — 1)+ -+ (na—1) 12

vilket ger s = 0.11902.

12.32 De 497 klassindelade observationerna plottas i foljande figurer.
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0.999 + ’ +
0.997 . + .
0.99 4o F —
2s : a . + =
0.95 [~ il
0.90 [~ ’ 8

0.75 . . 1

0.50

Sannolikhet
T
+
i

0.25 - . . 1

010 J
0.05 F J
2 b+ 4
0.01 - J
0.003 =
0.001 =

1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35

Plot av data pa normalférdelniﬁgspapper. Linjen motsvarar
data fran normalférdelning. Data foljer inte linjen och mod-
elleras daligt av en normalférdelning.

0.999 i
0.997 | S
099 F et A
25 + A il
095 > .
0.90 - .

Sannolikhet

0.25 . 4

0.10 - -
0.05 < =
25 -+ - —
0.01 |
0.003 - .
0.001 - .
I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35
log(x;)
Linjen motsvarar data vars logaritmer &r observationer pa
en normalfordelning. Data foljer linjen bra och lognor-

malférdelningen kan vara en lamplig modell fér data.

13.1 Lat X vara N(0,1). Bestdm a sa att P (|X]| < a) = 0.95. Da &r
095 = P(X|<a)=P(-a<X<a)=P(a)—P(—a)=P(a)— (1 —P(a)) =2 (a) — 1.

Alltsa &r ® (a) = 0.975 och
0.025=1—9@ (a) =1-9 ()\0,025)

dvs a = )\0_025 = 1.9600.
Med
099 = P(X|<b)=P(-b<X<b)=d(b)—d(~b)=o(b)—(1—d (b)) =28 () —1.



Alltsa &r @ (b) = 0.995 och
0.006=1—-®()=1—®(Xo.005)

dvs b = Ag.go5 = 2.5758.
13.2 Lat X vara x?(24)-fordelad. Bestim a s& att P (X < a) = 0.95. D4 &r
0.05=1-P(X <a)=1-Fx(a) =1— Fx(x.05)
dvs a = x3 o5 = 36.415.

Bestédm b och ¢ sa att P (b < X < ¢) = 0.95. Vi antar att héndelsen X ¢ (b, c) &r sadan att P (X <b) =
0.025 och P (X > ¢) = 0.025.

Da &r
0025=1—-P(X <c)=1-Fx(c)=1—Fx(x225)
dvs ¢ = x2 25 = 39.364 och

0.975=1-P(X <b)=1-Fx(b) =1— Fx(xg.975)
dVS b = X8975 = 12.401.

13.3 Om Z,Zy,Zs, ..., Z, dr oberoende N(0, 1) sa ir
X=> 7z
i=1
x2(n)-fordelad. For Z dr

sa,

Vidare sa ar

Nu ar

sa B (24) =3 och
V(Z2?)=E(Z") - (E(Z2?)?=3-1*=2

och

V(X)=V (i ZE) = {oberoende} = iv (22) = 2n.
i=1 =1~

=2
13.4 Om Z,Z3,Zs, ..., Z, dr oberoende N(0, 1) sa dr

X = f:zf
i=1

100



x2(n)-fordelad. Ur uppgift 13.3 ar
E(X)=n V(X) =2n,

och enligt centrala grinsviirdessatsen dr X approximativt normalférdelad, X #r approx. N(n,v2n). Det

vill sidga
1-d(N\)=a=P(X > 2)—P(X_">Xz*_"> ~1—<1><X3_")
“ Xa V2n V2n V2n
ger att
= Xazn
V2n
eller

X2 =n+V2n\,.

13.5 Lat X vara ¢(9)-fordelad. Bestdm a sa att P (| X]| < a) = 0.99. Da &r

099 = P(X|<a)=P(-a< X <a)=Fx(a)— Fx(—a)=Fx(a) — (1 — Fx(a))
= 2Fx(a) — 1.
Alltsa &r Fx(a) = 0.995 och
0.005 =1~ Fx(a) =1 — Fx(to.005)
dvs a = t0_005 = 3.2498.

Med
0.05 = P(X > b) =1- Fx(b) =1 —Fx(to_og))

fas b = t0_05 = 1.8331.
Med tabeller och korrekta avrundningsregler fas foljande

Kvantil o« = 0.025
# decimaler M\, =t, # frihetsgrader

1 2.0 28
2 1.96 473
3 1.960 4427
4 1.9600 27581
Kvantil o = 0.05 Kvantil o = 0.10
# decimaler M\, =t, # frihetsgrader # decimaler M\, =t, # frihetsgrader
1 1.6 298 1 1.3 14
2 1.64 10412 2 1.28 247
3 1.645 10412 3 1.282 894
4 1.6449 15813 4 1.2816 8602

En béttre bild 6ver hur ¢(n)-fordelningen nérmar sig normalférdelningen da n viixer fas av att betrakta
skillnaden t4(n) — Ao som tal inte i antalet korrekta decimaler. Nedan visas skillnaden for vixande antal
frihetsgrader.
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Antal frihetsgrader, n

Skillnaden mellan 10%-kvantilerna i t-férdelningen och nor-
malférdelningen for vixande antal frihetsgrader.
13.6 Lat X beskriva resultatet av en avstandsmétning. Modell:
X = avstand + métfel = m + ¢

dir € #ir N(0,0), 0 = 5-1073. Da dr X N(m,o). Lat Xi,..., X, beskriva resultaten av n oberoende

avstandsmétningar med observerade vérden x1,...,z,. Vintevirdet m = E(X) skattas med Z som
beskrivs av X, dar
X i N <m, %) .
Alltsa &ar _
X—-m
N(0,1
YN (0,1)
sa med sannolikhet 1 — o &r o
- < A
a/2 O'/\/_ a/2

eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r

— o — g

X—dyp—=<m< X+ )Ayn—.

2 g S At Aa2 T
Med n = 4 observationer fas T = 1132.155. Konfidensgrad 1 — a = 0.95 ger A\, /2 = Ao.025 = 1.9600 och
intervallet
e T Al — 1132155+ 1.96 >0 _ 1139 155+ 00048999 (95%)
a/2 \/ﬁ = . . \/Z = . . 0

eller

1132.150 < m < 1132.160 (95%).

13.8 Lat X1,..., X, beskriva métresultaten med observerade virden x1, ..., x,, n = 6. Modell: X; 4r oberoende

och N(m, o) dir o = 0.2. Alltsa dr X N(m,o//n) och

X-m
——— &ar N(0,1).
N ar N(0,1)
Saledes, med sannolikhet 1 — « &r o
_)\a/2 /\/— < Ao¢/2a
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vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — « &r

o o
< -
N vn
Med 1 — o = 0.90 fas A, /2 = Ao.os = 1.6449 sa med sannolikhet 90% &r

X—Aa/z mSY—I—)\a/Q

m e X + 1.6449 - 02 _ X +0.1343.

V6

Med observerat virde T = 5.575 fas intervallet
m € 5.575 + 0.1343 = [5.4407, 5.7093] (90%).
Vi fortsatta dagar ricker det med att beridkna T.

13.9 Lat X1,..., X, vara oberoende N(m, o), dir o &r kiind, med observerade virden z1, ..., z,.

a) Ett konfidensintervall fér m med konfindensintervall 1 — a ges av

o
mezxT ZIZ >\a/2 e
vn

Konfidensintervallet har bredden -
L = 2 . Aa/2ﬁ.

Antalet observationer n som motsvarar en given bredd L ges av

o2 , 02
n:(Z-Aa/gf) =13, 7.

b) Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 och o = 1 fas Ap.g25 = 1.96 och

,» 12 15.3664

n=4-(1.96) I 72

Med insatta vérden pa L:

L n

1 16 o -

05 62 (avrunda n uppat till heltal)
0.1 1537

13.10 Konfidensintervallet fér vintevirdet med konfidensgrad 1 — « ges av

o
T+ Aa/Q%a
dvs har bredden O_
Ll—oz,n - 2>\a/2%

Med konfidensgrad 1 — a = 0.90 fas A, /2 = Ao.o5 = 1.6449.
a) Vi soker n sa att L(0.90,n) = L(0.90,5)/2 [alternativt L£(0.90,5)/10].
o o
Mo/ = 200 jo—= | 2
PV T \/5/

ger /i = 2v/5, eller n = 45 = 20. Med en tiondel s brett fis \/n = 10+/5 eller n = 100 - 5 = 500.
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b) Vi ssker n sa att L(0.99,n) = L(0.90,5).

o o
2X0.005—= = 2X0.05—=

vn V5
ger \/— = \/g/\o.oog,/)\o_og) eller, med )\0_005 = 25758, n = 5()\0.005//\0.05)2 = 12.26, dvs. 13 stycken.
¢) Vi soker n sa att L(0.99,n) = L(0.90,5)/2 [alternativt L(0.90,5)/10].

ag ag
2/\0.005% = 2)\0.05E/2

ger \/ﬁ = 2\/5/\0‘005//\0‘05 eller7 med )\0‘005 = 25758, n=4- 5()\0‘005//\0‘05)2 = 49047, dvs. 50
stycken. Med en tiondel s& brett fas n = (10)% - 5(Xo.005/X0.05)% = 1226.2, dvs. 1227 stycken.

Notera att i denna 16sning utnyttjade vi aldrig det uppmiitta intervallet [7.02, 7.14] eftersom vi inte
behovde bestdmma Z eller o.

13.11 Lat X5,..., X, beskriva avkastningen hos den kemiska industrin med observerade virden zy,...,x,.
Modell: X; dr oberoende och N(m, o). Alltsa #r X N(m,o/v/n) och

X—-m
W ar t(n— ].)

dér S? #r stickprovsvariansen. Saledes, med sannolikhet 1 — o &r

t <Y_m<t
a/2 > S/\/ﬁ > la/2,

vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — « &r

S S

vn vn

Med n = 10 observationer och konfidensgrad 1 —a = 0.95 fas ur t(n—1) = t(9)-tabell att ¢,/ = Ao.025 =
2.26. Vidare berdknas

X_ta/2 mSY+ta/2

n—1

SN

n 1 n
T==Y 2;,=751 &= > (2 —7)* =0.1543
i=1 i=1
s = /52 =0.3929, s& det observerade intervallet blir

mET +ty = =751 +0.281 = [7.220, 7.791]  (95%).

Jn

13.12 Lat xq,...,x, vara utfall pa Xq,...,X,, diar X; beskriver lingden av planka i. Modell: Xy,..., X, &r
oberoende och N(m, o). Vi skattar m med ¥ som beskrivs av X som &r N(m, o /y/n). Alltsa &r

X-m
N(0,1
e No
och o
X —
57 \/%” t(n — 1)-fordelad.
Alltsa a4r med sannolikhet 1 — «
X-—-m
_ta/Q(n -1)< W < ta/Q(TL -1)
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eller g
Med observationer x1,...,x,, n = 16:

5.8 59 51 35 42 49 53 53
4.7 39 45 41 40 42 47 438

fas skattningarna

och
1 n
= i —T)2 = 4 =0. 29.
s n_li;(a: T)2 = v0.46962 = 0.68529
Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas att t,/2(15) = to.025(15) = 2.1314 och konfidensintervallet blir
0.68529
m € 4.6812 + 2.1314 W = 4.6812 4 0.36517 = [4.3161, 5.0464] (95%).

13.13 Lat X beskriva resultatet av en fryspunktsmétning. Modell:

X = fryspunkt + métfel = m + ¢

dér e dr N(0, 0). Da ér X N(m, o). Lat Xy, ..., X,, beskriva resultaten av n oberoende fryspunktsmétningar
med observerade viirden x1, ..., x,. Vintevirdet m = F (X) skattas med T som beskrivs av X, dér
X a4 N <m, %) .
Alltsa ar —
X—-m
N(0,1
e NOW
sa med sannolikhet 1 — o &r o
NP Sl P
a/2 > O'/\/T_l = A\a/2
eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r
— o — g
X — Aa/zﬁ <m< X+ )\a/zﬁ.
Med n = 5 observationer fas 7 = 1.3. Konfidensgrad 1—a = 0.90 ger A\, /2 = Xo.05 = 1.6445 och intervallet
o v0.7
meT+Nyo——=13+1.6445 —— =1.3+0.615 90%
/2 \/ﬁ \/g ( 0)

eller
0.685 <m < 1.92 (90%).

Om o2 &r okdnd och skattas med

1 < 1 -
2 _ 2 2 2\ _
s _n—liél(ml T) _n—1<g x; nx>—0.7

=1
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utnyttjas att

X—m ar t(n—1)
r _
S/Vi !
sa med sannolikhet 1 — o &r o
X—-m
—t < <t an—1
as2(n ) < N s2(n )
eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r
— S — S
Konfidensgrad 1 —a = 0.90 ger t,/2(n — 1) = t0.05(4) = 2.13 och intervallet
S v0.7
meTxtyn—1)—==13+213— =1.3£0.798 90%
/2( )\/ﬁ \/g ( 0)
eller
0.502 <m < 2.10 (90%).
Med n = 25 mitningar och 02 = 0.7 fas intervallet
V0.7
MET+ Ngjp—e = 1.3+ 1.6445 -2 — 1340275 (90%).
NG V25
Om o2 #r okéind och skattas med s? = 0.7 fas, med tg.05(24) = 1.71, att
V0.7
mET+tyn(n—1)—==13+171 -2 =13+028  (90%)

vn V25

13.14 Lat X;; beskriva resultatet av den j:te upprepningen av métning ¢. Modell:
X;; = fysikalisk konstant 4+ métfel = m + €;;
dér €;; &r oberoende N(0, 0), dvs X;; &r oberoende N(m, o). Observationer x;; pa X;; ges av tabellen

Maé&tning ¢
1 2 3 4 )
11243 20.8 17.5 19.0 20.7
~| 2 1234 20.1 16.5 194 19.3
3 1234 209 176 19.2 19.7

Yi =T | 23.7 206 17.2 19.2 199 |

Med .
1 J
PR P T
Uz =

fas k = 5 stycken oberoende skattningar av m. Vidare har vi att ¥ = 20.12 och s, = 2.37 sa med
konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas t,/2(k — 1) = t0.025(4) = 2.78 och konfidensintervallet

s 2.37
mey=xt )L =me201+2.78— =20.1+2.94 95%
Y = to.025( )\/5 /5 (95%)
eller 17.1 < m < 23.1 (95%).
13.15 Vi vet att
—~1)S2
u it x2(n — 1)-fordelad
o
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om 5% = L5 (X; — X)? dir X; dr oberoende N(m, o). Alltsa &r

n—1

(n —1)82

Med « = 0.05 fas ur x2(n — 1) = x?(15)-tabeller

(n —1)82

2

P <6.26 <
o

< 27.5) = 0.95.

0.07 -
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01 -

0 I I ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Kvantiler i x2(15)-férdelningen. P4 intervallet (6.26, 27.5) lig-
ger 95% av fordelningens sannolikhetsmassa.

Alltsa med sannolikhet 95% &r

_ 2 _ 2
(n—1)8 <2< (n—1)8
275 T T 6.26
Med skattningen s? = 0.46962 fas intervallet
(n—1)s? 5 _ (n—1)s?
25627 = ———— < <——=1.124
0.25627 = = < 0? < 9 (95%)

eller

0.50623 = v 0.25627 < 0 < v1.1249 = 1.0606 (95%).

13.16 Vi vet att
(n—1)82

n 2 ..
p= ar x°(n — 1)-fordelad
om 5% = L5 (X; — X)? dir X; dr oberoende N(m, o). Alltsa &r

n—1

_ 2
P (u > 33.93) — 0.95.
g

—1)92
DS g 2 DS
. Ve 7 =73303

107



Med skattningen s = 0.021 fas intervallet

2 _ (n—1)s?

< —— =0.00063686 95
7 =73393 (95%)
eller
o < +/0.00063686 = 0.025236 (95%).
13.17 Lat X4,..., X, beskriva méitresultaten med observerade virden x1, ..., x,. Modell: X; ir oberoende och

N(61,01). Alltsa &r X N(61,01/4/n) och

X —01
—F—=édrt(n—1
SV art(n —1)
diir S? #r stickprovsvariansen. Séledes, med sannolikhet 1 — o #r

X —a <t
Sx/\/’f_li a/2

vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — a &r

_toz/2 <

t & <5 <X +t &

a/2 \/ﬁ > 01 > a/2 \/ﬁ
Med n = 100 observationer och konfidensgrad 1 — a = 0.99 fas ur t(n — 1) = #(99)-tabell (anvénd
normalférdelningens tabell om ¢-tabellen inte récker till) att t,/2 = to.005 = 2.6264 (2.5758 med nor-
malférdelning) sa det observerade intervallet blir

X —

S ETE ta/g% = —0.28+0.5515 = [—0.8315, 0.2715]  (99%).

Motsvarande for do ges av

By €Tk tjp—L = 0.11 4 0.998 = [~0.8880, 1.1080]  (99%).

T
Eftersom (n —1)S2 /0% #r x2(n — 1)-fordelad sa dr med sannolikhet 1 — «
n—1)52
Xia/z < % < Xi/2
1

vilket omformat ger att med sannolikhet 1 — « &r

(- 1S2_ o (1182

2 — 2
Xa/g lea/2

w-v% __ [a-ns
Xi/g o N X%—a/Q

Med n = 100 observationer och konfidensgrad 1 —a = 0.99 fas ur x*(n—1)-tabell x]_, , = x§.905 = 66.51

eller

och X?x/z = X3 005 = 138.99. (Om man inte har x?(n —1) = x?(99)-tabeller kan man utnyttja att for stora
v dr kvantilerna x2(v) & v+ Ao V20 (se uppgift 13.4) vilket ger x3 o5 &~ 135.25 och xZ 995 & 62.755.)

Det observerade intervallet blir

—1)s2 —1)s2
Lrraa— 0208 o DS ) e (00%).
Xa/g leoc/2
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Motsvarande for o9 ar

n—1)s2 n —1)s2
Xa/Q Xl—a/Q

3.2071 =

Instrumentet som ligger bakom observationerna v, ...,y, verkar ha en storre spridning, mindre nog-
grannhet. Bada instrumenten kan vara utan systematiska fel.

storsta systematiska standardavvikelse for
. max.fel
fel slumpmaissiga fel
0] lo] 6] + 3|o]|
instrument A 0.8315 2.5621 0.8315 4 3 - 2.5621 = 8.5178
instrument B 1.1080 4.6361 1.1080 + 3 - 4.6361 = 15.0163

13.18 Om Z,Z1,Zs, ..., Z, ér oberoende N(0, 1) sa dr

X = izﬁ
i=1

x%(n)-férdelad. Om X och X’ iir oberoende och x2(n)- respektive y?(n’)-fordelade sa ir

X+X’:2n:Zf+iZ{2
i=1 i=1

en summa av n + n’ oberoende (N(0,1))? termer och alltsd &r x?(n + n’)-fordelad. Eftersom

(ni —1)S?

o2

ar x2(n; — 1)-fordelad sa ar

(nk —1)S§ (n1—1)SE+ -+ (ny — 1)57
_|_..._|_ 0-2 — 3

(n1 —1)57 . (ny —1)53

2 2

(o g g

x2(n1 +ng + -+ - + ng — k)-fordelad. Det vill siiga, med f =ny +ng + -+ +ny — k sa ir

ny—1)S? 4 -+ + (ng — 1)S3

(
2
S = 7

sadan att f - S%/0? dr x2(f)-fordelad.
Alltsa &r )
)
i <X%a/2 ST SXap)=l-a

Alltsa med sannolikhet 1 — « &r

f82_ ,_ f8?
Xa/2 B Xffa/Z

eller

eller k15 <o < koS.
109



13.19 Fem maétserier ger upphov till £k = 5 oberoende skattningar si,...,s; av samma standardavvikelse o.

Matserie, 7 1 2 3 4 5
Antal observationer, n; 4 4 2 2 2
Stickprovsstandardavvikelse, s; | 0.11 0.15 0.09 0.20 0.07
Stickprovsvarians, s? | 0.0121 0.0225 0.0081 0.0400 0.0049

%

Som den sammanpoolade stickprovsvariansen fas

2 (n1 —1)s? 4+ -+ (ns — 1)s2 _ 0.052267 + - - - +0.017422

= = 0.017422,
ny+---+ns—>5 9

dvs s = 0.13199.

Vi vet att
952

o2

ar x2(9)-fordelad

dar S? &r stickprovsvariabeln motsvarande s2. Alltsa &r
P <X%a/2 < ga_f < Xi/z) =1-a.
Med o = 0.99 fas ur x?(9)-tabeller
P (1.73 < 90—52’2 < 23.6) =0.99.

Alltsa med sannolikhet 99% &r

2 2
ﬁ < g2 < ﬁ
23.6 — — 1.73
Med skattningen s? = 0.017422 fas intervallet
92 952
. 471 = —— < %2 < == =0.090378 99
0.0066 26 S0 S 13 (99%)

eller

0.08153 = v/0.0066471 < ¢ < v0.090378 = 0.30063 (99%).

13.20 Lat X;; beskriva resultatet av den j:te métningen i métserie ¢. Modell:
X;; = fysikalisk konstant 4+ matfel = m; + €;;

dér €;; &r oberoende N(0, o), dvs X;; &r oberoende N(m;, o).

Alternativ 1: Observationer z;; pa X;; i 8 métserier med 2 observationer i varje ger upphov till n = 8

skattningar s, ..., ss av midtmetodens standardavvikelse o.

Mitserie, i 1 2 3 4 5 6 7 8
Antal obs., n; 2 2 2 2 2 2 2 2
Medelvirde, T; 6.25 8.55 3.45 8.95 9.40 6.70 4.50 10.75

s; 1 0.21213 0.21213 0.070711 0.35355 0.42426 0.28284 0.28284 0.35355

Som den sammanpoolade stickprovsvariansen fas
5 (m1—1)s7+---+(ng—1)s2 0.045+---+0.125
ST = =
ny+---+ng—8 8
110

= 0.085625,




dvs s = 0.29262 ar en skattning av o.

Vi vet att
852

o2

ar x2(8)-fordelad

dir S? #r stickprovsvariabeln motsvarande s2. Alltsa Ar
852
P(x3 <= <2, =1-a.
(Xla/2 =2 = Xa/2) @
Med o = 0.95 fas ur x2(8)-tabeller
2
P (2.18 < % < 17.5) =0.95.
o

Alltsa med sannolikhet 95% &r

2 2
—85 <o?< —85 .
175 — — 218
Med skattningen s? = 0.085625 fas intervallet
852 8 52
0.039066 = —— < g2 < —— =0.31426 95
175 =7 =218 (95%)

eller

0.19765 = v/0.039066 < o < v0.31426 = 0.56059 (95%).

Alternativ 2: Differenserna
Yi =X — Xio

dr normalfordelade med véntevirde F (Y;) = E (X;1 — Xi2) = m; — m; = 0 och varians V (Y;) =
V (Xi1 — Xi2) = 02 + 02 = 202, dvs

Y; ar N(0,v20).
Med observationer z;; far vi

Matserie, 7 1 2 3 4 5 6 7 8
v |03 03 01 -05 —06 04 04 05]

En skattning av D (Y) = v/20 ges naturligtvis av s, = 0.42573, dvs s,,/v/2 = 0.30104 #ir en skattning
av o, men bittre dr att utnyttja att F(Y) = 0. En skattning av

202 =V (Y)=E(Y -E(Y))?) =E(Y?)

ges av
1 n
20'*2 = E Zy?
=1

Notera att

n

B(1300) = 13 p0) - L3 00+ B9 -2
i=1 i=1

i=1
s& 20*2 dr en vintevirdesriktig skattning av 202 och o*?2 #r en vintevirdesriktig skattning av o2.
Vi observerar

1 n
o*? = > > y? =0.085625
=1

dvs ¢* = 0.29262 som skattning av ¢. Nu ar




en x2(n) = x?(8)-fordelad stokastisk variabel. Alltsa #r

80.*2
P (X%—a/Q < o2 < XZ/Z) =1l-a.

Med a = 0.95 fas ur x?(8)-tabeller

*2
P (2.18 <37 < 17.5) = 0.95.
g

Alltsd med sannolikhet 95% &r
8 0_*2 9 8 0.*2
< g < .
175 =~ 2.18
Med skattningen o*2 = 0.085625 fas intervallet

8 *2
7 <2< —0.31426  (95%)

0-039066 = 7= 2.18

eller

0.19765 = v/0.039066 < o < v0.31426 = 0.56059 (95%).

Alternativ 3: (Simst.) Om man i alternativ 2 anvinder s, = 0.42573 som en skattning av v/20 kan
man fa ett konfidensintervall for o genom att

(n— 1)55

202

ar en x2(n — 1) = x?(7)-fordelad stokastisk variabel. Alltsa dr

Med o = 0.95 fas ur x2(7)-tabeller
7S}
P1169< — <16.0 | =0.95.
202

Alltsa med sannolikhet 95% &r

2 2
7S, < 7S, .
2-16.0 — T 2-1.69
Med skattningen s, = 0.42573 fas intervallet
752 7582
039617 = ——~— < 0% < —%—= = 0.3754 :
0.039617 5160 =% <5169 0.375 (95%)

eller

0.19904 = v/0.039617 < 0 < v0.3754 = 0.6127 (95%).

13.21 Lat Xy,..., X, beskriva den uppmétta 6verhdjningen for betongelement fran fabrik A och Y1,...,Y,,
motsvarande for fabrik B. Modell: alla stokastiska variabler &r oberoende och X; dr N(m,, o) och Y; ér

N(my, o). Da ar

(X —Y) — (ma —my)
o/ L
Mg Ty
N(0, 1)-fordelad och L
X —Y) — (my —my)

[95)

+
112

=
2]



t(ng + ny — 2)-férdelad, dér

- \/(nm —1)S2 + (ny — 1)82

Ng + Ny — 2

ar skattningsvariabeln fér o som utnyttjar bade S, och S,. Alltsa &r med sannolikhet 1 — o

— 1 1
Mg —my €X —Y 1,08 — + —.
Y / Ng Ty

T=18.1, 5, =50, n,=9 7

Med observationer

14.6, s, = 7.1, ny, = 16

fas

1_1 %4— -1 ;
S:\/(n )53 + (ny )Sy:\/mz6.4476.

Ng +ny — 2

Ur t(ng +ny — 2) = t(23)-tabeller fas att med konfidensgrad 1 — a = 0.99 &r t,/o = to.005 = 2.8073 sa
konfidensintervallet blir

1 1
My —my € 18.1— 14.6 £ 2.8073 - 6.44761 /0 + - =35 754 (99%)

eller intervallet [—4.04, 11.0].

Enligt konfidensintervallet &r O inte ett orimligt virde pa mg, — m, varfor vi inte kan utesluta m, = my,
dvs. det foreligger ingen pavisbar skillnad i férvintad 6verhdjning pa niva 1%.

13.22 Tva oberoende stickprov. Lat X7, ..., X, beskriva viktmétningarna fér kolven utan viatska. Modell:

X,; = kolvvikt +maétfel = m, + ¢;

=my

dér €, dr oberoende och N(0,0), dvs X; dr N(my,0). Lat Y1,...,Y, beskriva viktmétningarna for kolven
med vétska. Hér &r modellen att Y7,...,Y, dr oberoende N((kolvvikt + viitska), o) = N(m,, o).

Observationerna x1,...,24 och y1,...,y4 ger skattningarna T = 15.04 och § = 26.65 av m, respektive
my. Vidare sa &r
s¢ = 0.0150 sy = 0.0096

tva skattningar av samma o. Bada dessa skattningar utnyttjas och den poolade skattningen av o &r

(n—l)s%—i—(r—l)sg /s%—i—sg
s = \/ DT =1 = 5 = 0.012583.

Skattningen ¥ — 7 av m, — m, beskrivs av

— 1 1
Y—XsomérN(my—mm,a —+—>.
r

n
Alltsa,
¥ - X) - (my = ma) ar N(0,1) och ¥ -X) - (my = ma) ar t(n +r — 2)-férdelad.
oy/2+1 Syi+1
Med sannolikhet 1 — o sa &r
- — 1 1
my —mg € (Y — X) 5,25 ;+ﬁ
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Med konfidensgrad 1 —a = 0.95 fas ur t(n+r — 2) = t(6)-tabeller att t, /5 = to.025 = 2.4469 sa intervallet

blir
1 1
my — € (26.65 — 15.04) £+ 2.4469 - 0.012583 Z 1= 11.61 +£0.0218 (95%).
13.23 Lat X1,..., X, beskriva métresultaten for proverna fran det férsta partiet och Y7, ...,Y, motsvarande for
det andra partiet, med observerade virden x1,...,x, resp. y1,...,y,. Modell: Alla stokastiska variabler

Ar oberoende och
X; ar N(my, o) Y; dr N(my,0).

En skattning av m, &r T och en skattning av m, &r 7.

En skattning av (m, +m,)/2 ges av (T 4+ J)/2 som beskrivs av (X 4+ Y)/2 som har

X+Y 1 & 1
P(57) = Flmi i g ly) - m g 2P0
_ 1 — - _ mg +my
- 2n;mz+2r;my 2
och
X+Y 1 < 1 <
= — N x; Y, | =
V( 5 ) Vv 2n; +t5 ; J) {oberoende}
- L nV(X')+ ! iV(Y-):Lia%riioz
(2n)2 < Y (2r)2 ¢ / 4n? ¢ 4r2 <
i=1 j=1 i=1 j=1
o?  o?
R
Alltsa ar
X+Y My +my o |1 1
N i Y =+ =
2 < 2 ' 2 n+r>
och _
X+Y = matmy
2 2 4r N(0,1)
g 1 1
2Vntr
och _
X+Y  metmy
25 2 drt(n+r—2)
1,1
Vntr
dar ) )
g2 (n—1)S; + (r—1)5;
n+r—2 '
Alltsa med sannolikhet 1 — « &r
)_(+}_/_mz+my
—ta/g(n—i-r—Q)§2—<ta/2(n+r—2)

s /11
PRV
eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r

My + My c X+Y
2 2

S /1
+t —2)—=1/—
af2(ntr )2 n+
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Med data fas skattningen av (mg + my)/2 till

Ty 2424285

= 26.
5 5 6.35

och skattningen av o2 fas till

—1)1.62 + (10 — 1)2.32
32:(5 JL.6"+ (10— 1)23 = 4.45.
15—2

Med konfidensgrad 1 — a = 0.90 fas t, jo(n + 17 — 2) = to.05(13) = 1.77 och

. 24.2 4 28.5 Vads 11
m ;qu e ; £ L7752+ 15 = 2635510231 (90%)

eller 25.33 < ™= < 27.37 (90%).

13.24 Lat Xq,...,X, och Y7,...,Y, beskriva forslitningarna av diacktyp A resp. B pa bil 1,2,...,n. Modell:
forslitningsskillnaderna
Wi:Xi—}/h i:l,...,n

#r oberoende och N(m, o)-fordelade stokastiska variabler. Observationerna
z;: 1.0 0.9 0.7 15 0.5

¥+ 09 0.7 0.8 1.2 0.5
w; =x; —y; -+ 01 0.2 —-01 0.3 0

sammanfattas med

n 1 n
_ 2 _ a2
;wi =010 sf=— ;(wz w)? = 0.025

w =

S|

s& 8, = v/0.025 = 0.1581. Nu #r W N(m, o /y/n) och

=

-m
ar t(n —1).
NG art(n—1)
Saledes, med sannolikhet 1 — « &r L
e oMy
a/2 > Sw/\/’f_l = la/2,

vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — a &r
Sw
vn

Med vara n = 5 observationer och konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas ur t(n — 1) = t(4)-tabell att t,/, =
to.025 = 2.7764, sa det observerade intervallet fér den genomsnittliga skillnaden i dickforslitning blir

W—ta/z% §m§W+ta/2

M E W+t =0.10 +0.1963 = [~0.0963, 0.2963]  (95%).

vn
13.25 Lat x4, ..., x, vara bestimningar av blodtrycken fér personer utan medicinering och y1, . . ., ¥ motsvarande
for personer med medicinering. Modell: x1,...,x, och y1,...,y, ar utfall av Xy,..., X, resp Y1,...,Y,,

oberoende stokastiska variabler dér
X; ar N(my, 0) Y; ar N(my, o).
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Med observationer
n =>50, T = 148.2, s, = 10.0 r=25y=151.7, s, =8.0

skattas o med

(n—1)s2+(r—1)s; _
s = \/ DT = 1) = Vv 88.164 = 9.3896.

Skillnaden m, — m, skattas med § — T = 3.5 som beskrivs av

_ 1 1
Y—XsoméirN(my—mr,a ——|——>.
r o on

Alltsa ar

och
(Y —X) = (my — ma)

S/l 1

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — a f6r m, — m, ges av

1 1
My — My €Y —T Eig/284) =+ —.
roon

Med 1 — a = 0.95 fas t,/2(n +1r — 2) = t0.025(73) = 1.993 och konfidensintervallet blir

ar t(n + r — 2)-fordelad.

/1 1
my —m, € 151.7 — 148.2 4 1.993 - 9, 3896 %5 + 0= 3.5 £4.5838 = [—1.0838, 8.0838] (95%).

Enligt konfidensintervallet &r m, —m, = 0 inte ett orimligt véirde och vi kan inte utesluta att medicinen
ldmnar blodtrycket oférdndrat.

Med stickprov i par. Lat Xq,...,X, och Yi,...,Y, beskriva blodtrycken fér patienter 1,...,n fore re-
spektive efter medicinering. Modell:

K:X1+WZ, i:l,...,n

ddr W; &r oberoende och N(m, o)-fordelade stokastiska variabler. Det vill séiga fordndringarna W; = Y;— X
Ar oberoende och likafordelade. De n = 25 observationerna sammanfattas av

w=19 s, =1.6.

Ett konfidensintervall for m med konfidensgrad 1 — « ges av

mEWEt,/(n— l)s—w.

vn
Med 1 — a = 0.95 &r tq/9(n — 1) = to.025(24) = 2.0639 och konfidensintervallet blir

1.6
m € 1.9+ 2.0639—= = 1.9+ 0.66045 = [1.24, 2.56] (95%).
N | | (95%)

Enligt konfidensintervallet &r m = 0 inte ett rimligt virde sa vi férkastar en hypotes om att medicinen

inte féréandrar blodtrycket pa niva 5%.

13.26 Lat Xq,...,X, beskriva métresultaten fran laborant A. Eftersom proverna kan variera mellan olika
dagar kan vi inte modellera métresultaten som likaférdelade stokastiska variabler. Lat Y7, ..., Y, beskriva
miétresultaten fran laborant B. Modell: skillnaden i métresultat:

Wi:}/i_Xi ar N(?TL,O’)7
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1=1,...,n. Vara observationer &r:

Dagnr: 1 2 3 4 5 6 7

r;: 10 8 7 15 25 18 16

;o 11 14 6 19 24 21 22
w,=y;—z;: 1 6 -1 4 -1 3 6

Wl oo Ut o

Data ger oss skattningarna
w = 2.625 §=2.7742

av m och o.

Ett konfidensintervall for den systematiska skillnaden mellan laboranterna, m, ges av

_ s

m e w + ta/2% .

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas ur t(n — 1) = ¢(7)-fordelningen att ¢/ = to.025 = 2.3646. Detta ger
oss konfidensintervallet

2.7742
mE2.625+23646- = =26+23  (95%)

V8

13.27 Lat Xq,..., X, vara de n = 36 stokastiska variabler som beskriver méitningar pa tryckhallfastheten av
betongbalkar med observerade utfall z1,...,x,. Modell: X1,..., X, dr oberoende och likaférdelade dér
E(X;))=moch V(X;)=0%i=1,...,n.

Observationerna klassindelas och resultatet redovisas i tabellen nedan:

Klassmitt |1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 [kg]
Antal 0bs.| 1 3 2 7 9 6 5 1 2

En skattning av m &r T dar

1
T~ 22 (1200 1+ 1400+ 3+ -+ +2800 - 2) = 2016.7
En skattning av o? &r
1
PR = ((1200 — Z) - 1+ (1400 — Z)* - 3+ - - - + (2800 — 7)? - 2) = 1.4257 - 10°

sa s = 377.59 &r en skattning av 0. Enligt Centrala gransvirdessatsen ar

approximativt normalférdelad vilket gor att

o 1 n o
X = — X’L a 1 1 N y T — .
- E ar approximativt (m ﬁ)
=1
Ett konfidensintervall av konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.99 fér m ges av
S 377.59
meETE N\yo—— = 2016.7 £ 2.5758 ——— = 2016.7 + 162.1 ~ 99%
P V30 (= 99%)
Om konfidensintervallet skall ha bredden 100, dvs vara T £ 50 sa skall
S
50 = Ay —
a/2 \/ﬁ
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eller n = (X, /25/50)% = 378.38, dvs minst 379 observationer krévs.

13.28 Lat Xy,..., X, beskriva de uppmitta fororeningshalterna uppstroms, och Yy, ..., Y, motsvarande ned-

stroms.

Modell: Alla stokastiska variabler #r oberoende och Xj,..., X, ér likafordelade med E (X;) = m, och
V (X;) = 07 och Y1,...,Y, ér likafordelade med E (Y;) = my och V (Y;) = o2. Med utfall zy,...,z, av
Xq,...,Xpochyi,...,yr av Y7,..., Y, observerades foljande skattningar:

Uppstroms: n =30, =132, s, =2.80
Nedstréms: r =40, y=286.1, s, =387

Enligt Centrala grinsvirdessatsen ar
n T
SN e Y
i=1 i=1

approximativt normalférdelade vilket gor att

. 1 n T 0_2 02
- X == - =) X tivt N A=+ 2.
, ; Z ar approximativ <my My o + -

i=1

Ett konfidensintervall av konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 f6r m, — m, ges av

> g2
My — My €T — T % Ao /o ‘ZE = 729£12085  (x 95%)

eller 60.865 < m, —m, < 84.935 (=~ 95%).

13.29 Lat Xq,..., X, beskriva antalet bilar som passerar en viss gata under n olika dagar fore en trafiksanering,

och Y7,...,Y, motsvarande efter en trafiksanering.

Modell: Alla stokastiska variabler #r oberoende och Xj,...,X,, ér likafordelade med E (X;) = m, och
V (X;) = 02 och Y1,...,Y, ér likafordelade med E (Y;) = m, och V (Y;) = o2. Med utfall zy,...,z, av
Xq,...,Xpochyi,...,yr av Y7,..., Y, observerades foljande skattningar:

Fore: n =30, T=06342, s, =108
Efter: =20, y=956, s,=24

Enligt Centrala grinsvirdessatsen ar
n T
SN e Y
i=1 i=1

approximativt normalférdelade vilket gor att
- v_lg¢ ¢ ) - o2 o}
X-Y= EZXl — ;ZY} ar approximativt N <mw — My, ﬁ + TU .
i=1 =1
Ett konfidensintervall av konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 f6r m, — m, ges av

2 52
My — My €T — T+ Aaja Sg = 53862 40.053 (= 95%)

eller 5345.9 < mg, —m, < 5426.1 (= 95%).

13.30 Lat X beskriva antalet felaktiga enheter av n = 500 undersdkta. Modell: en vald enhet dr felaktig med

sannolikhet p oberoende av andra enheter. Da &r X binomialférdelad och en skattningsvariabel av p &r
den relativa frekvensen p* = X/n med observerat utfall z/n = 87/500 = 0.174. Nu &r

. X\ 1 1
Ep >=E(—) Ll pey= L=y
n N N~ —~ n
~—
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och

V)=V (£> - Lv = p=p),
! ! =np(1-p) b

En skattning av V' (X)) = np(1—p) ges av np*(1—p*) med observerat viirde 500-0.174(1—0.1674) = 71.862
vilket &r storre &n 10 med rage. Déarfor borde X:s binomialférdelning kunna approximeras med nor-
malfordelningen. D4 &r dven p* approximativt normalférdelad, dvs p* dr approximativt N(p, 1/p(1 — p)/n).
Med sannolikhet approximativt 1 — « dr saledes

pr—p

a2 £ —F/——————= < Ay
p(1—p)/n
vilket omformat ger konfidensintervallet
. pl—p
pEP T Ay pl —p)
n
som approximeras med

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas Ag.g25 = 1.9600 och
p € 0.174 £ 0.03323 = [0.14077, 0.20723) (= 95%).

For det minsta av de rimliga vérdena pa p, 0.14077, fas variansskattningen av X till 500 - 0.14077(1 —
0.14077) = 60.477 vilket &ven det dr storre #n 10 och normalapproximationen &r giltig.

13.31 Lat X beskriva det antal ganger maskinen stod stilla vid n = 250 observationer. Modell: maskinen star
still vid ett observationstillfille med sannolikhet p oberoende av andra tillfillen. Da dr X binomialfordelad
och en skattningsvariabel av p #r den relativa frekvensen p* = X/n med observerat utfall x/n = 42/250 =

0.168. Nu ar ¥
* 1 1
) =E (%) = L) = tw=y
n N N~~~ n
—np
och

vy (2) =L vey -2

n2

=np(l-p)
En skattning av V (X) = np(1 —p) ges av np*(1 — p*) med observerat virde 200-0.168(1 —0.168) = 34.94
vilket &r storre &n 10 med rage. Déarfor borde X:s binomialfordelning kunna approximeras med nor-
malférdelningen. D4 &r dven p* approximativt normalférdelad, dvs p* dr approximativt N(p, 1/p(1 — p)/n).
Med sannolikhet approximativt 1 — « &r saledes

*

p —p

Aoz £ —F/——————= < Ay
p(1—p)/n
vilket omformat ger konfidensintervallet
. p(l—p
pPEP £ a2 p(l ~p)
n
som approximeras med
PEP T A2 %

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas Ag.g25 = 1.9600 och

p €0.168 + 0.0463 = [0.1217, 0.2143] (=~ 95%).
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For det minsta av de rimliga vérdena pa p, 0.1217, fas variansskattningen av X till 250-0.1444(1—0.1444) =
26.71 vilket dven det ar storre &n 10 och normalapproximationen é&r giltig.

13.32 Lat X vara Bin(n, p) déir som skattningsvariabel av p anviinds den relativa frekvensen p* = X /n. Antag att
V' (X) ér sa stor att normalapproximation av binomialfordelningen &r tillimplig. Da ér p* dr approximativt
N(p, v/p(1 — p)/n). Med sannolikhet approximativt 1 — « dr saledes

*

p —p

Aoz £ —F/——————= < Ay
p(l=p)/n
vilket omformat ger konfidensintervallet
* p 1- p *
PEDP £ Ay % =p" £ Ap)

dar A(p) = Aoz p(l—;p) ar halva bredden av konfidensintervallet. Bredden kommer saledes att bero pa
p. Losning av

d%Lp(l—p)]:l—zp:o

ger p = 1/2 och kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. Alltsa &r p(1—p) < 3(1—3) = 1
for 0 < p <1 och

p(1—p) 1
(p) >\a/2 n = )\a/2 in
Omformat fas att
)\2
n = 01/2
4N2

observationer ger ett konfidensintervall vars halva bredd A(p) &r hogst A.
Med A =0.05 och 1 — a = 0.95 fas A, /2 = 1.9600 och

1.962
= 384.16
4-0.052

n =

dvs minst 385 observationer.

Med kunskap om att p < 0.10 kan man utnyttja att p(1 — p) dr viixande pa intervallet [0, %) och

A(p) < Aay2 l-p)

Omformat fas att )

. Aas2009  1.962-0.09
A2 0.052

dvs 139 observationer ger ett konfidensintervall vars halva bredd A(p) #r hogst A = 0.05 da p < 0.10.

=138.3

13.33 Lat X 4 beskriva antalet kasserade enheter av n 4 = 100 tillverkade av maskin A och X g motsvarande for
np = 200 tillverkade av maskin B. Modell: en vald enhet fran maskin A eller B &r felaktig med sannolikhet
pa resp. pg oberoende av andra tillverkade enheter. Da &r X 4 och X g oberoende och binomialfordelade
och skattningsvariablerna av pa resp. pp &r p% = Xa/na och pf; = Xp/np med observerade utfall
xa/na =36/100 = 0.36 resp. zg/np = 56/200 = 0.28. Nu &r

* * XA XB 1 1
E(pA—pB)=E(———> = —FE(Xa)—— E(Xp) =pa—ps
na np NA N~ —" NB ~— —
=NApPA =nBpPB
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och

2

= L2‘/(‘)(14) + (_i) V(XB) = pA(l _pA) + pB(]' _pB)

L) np na np

Xa Xp
174 R |V )
(P4 — pB) < A ne )
En skattning av V (X4) = napa(l—pa) ges av nap’ (1 —p%) med observerat véirde 100-0.36(1 —0.36) =
23.04 vilket ar storre &n 10 och fordelningen for X 4 kan approximeras med normalférdelningen och da ar
dven p% approximativt normalfsrdelad. Pa samma sétt skattas V' (Y") till 40.32 sa fordelningen for p}; &r
approximativt normal. Alltsa

pa(l—pa) n pB(1—pB)
na np

P — pp ar approximativt N | pa — pp, \/

Ett konfidensintervall med konfidensgrad approximativt 1 — « for pa — pp ges av

pa(l—pi) n pp(l —pj)

na np

PA — DB € Pa —p*Bi/\a/z\/

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas Ag.g25 = 1.9600 och

0.36(1 — 0.36) | 0.28(1— 0.28)

- 36— 0.28+1.
pa —pp € 0.36 — 0.28 9600\/ T 500

=0.08+0.1128 (=~ 95%).

Enligt detta konfidensintervall dr 0 inte ett orimligt virde pa skillnaden p4 —pp och man kan inte utesluta
att pa = pp, dvs att maskinerna har samma kassationssannolikhet.

Med utfallet x 4 = 52 fas istéllet x4 /na = 0.52 och en skattning av V (X) till 24.96. Normalapproximation
ar fortfarande tillaten och det approximativa konfidensintervallet blir

0.52(1—0.52)  0.28(1—0.28)
100 200 (= 95%).
= 0.24 £ 0.1160 = [0.124, 0.356].

pa—pB €0.52—-0.28+ 1.9600\/

Enligt detta konfidensintervall dr 0 ett orimligt virde pa skillnaden ps — pp och man kan utesluta att
pa = pp (pa riskniva approximativt 5%).

13.34 Lat X beskriva antalet brander vid n; olyckor av bilmérke A och Y motsvarande fér no olyckor av
bilmérke B. Modell:
X dr Bin(ni,p1) Y ar Bin(ng, p2).

dér X och Y &dr oberoende. Variansskattningar for X och Y avgér om normalapproximation av binomi-
alfordelningarna ér tillimplig. Da dr p; = X/ny och p3 = Y/ny ocksa approximativt normalférdelade.

Alternativ 1: Ett konfidensintervall f6r E (pj — p3) = p1 — p2 med konfidensgrad approximativt 1 — «
ges av

p1(1—p1) n pa(1 —pg)'

ni n9

p1—p2 €p] —py & )\a/Q\/
Om 0 ingar i intervallet ar 0 ett rimligt virde pa skillnaden p; — ps och man kan inte utesluta att

p1 = p2, dvs att det inte foreligger nagon skillnad i brandsannolikheter for bilméirke A och B pa
signifikansniva (riskniva) a.

Alternativ 2: Vi vill testa

Hy:p1 =po(alt. pr —p2 =0) mot Hj:p # po (alt. p1 —pa #0)

121



pa signifikansniva (riskniva) a. Da Hy &r sann sa &r

1-— 1—
p; — p5 approximativt N [ 0, \/p( p) + p(1—p)

ni n2

dir p = p1 = po skattas med p* = (X +Y)/(n1 + n2). Vi férkastar Hy om

Pl — D5

- (& + L)

> Aoz/2'

Med observationer
ny, = 37653, p7 = 0.29 ng = 13245, p5 = 0.13.
Alternativ 1: Vi far konfidensintervallet med konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 ges av
p1 — p2 € 0.16 £ 0.0073356 = [0.1527, 0.1673] (=~ 95%)

Eftersom 0 inte ingar i intervallet kan vi utesluta att p; = po, dvs det foreligger en skillnad i
brandsannolikheter for bilmérke A och B pa signifikansniva (riskniva) o = 5%.

Alternativ 2: Vi skattar det gemensamma p med

o= mpy+nepy 0.24836

ny + no

och observerar utfallet

P — D3
. (11
\/p (1—p)(m+n—2)

sa vi forkastar Hy, hypotesen om samma brandsannolikhet fér bilmérke A och B. Den ligsta sig-
nifikansnivan vi skulle forkasta Hy for ar

= 36.656 > 1.9600 = A, /2

P — P
. (L1
\/p (1—p)(n—l+g)

13.35 Lat X;,..., X, beskriva antalet samtal till vixeln under det aktuella tidsintervallet for olika dagar med
observerade virden x1, ..., x,. Modell: X1,..., X, dr oberoende och X; ar Poissonférdelad med parameter
(vinteviirde) m. Véntevirdet m skattas med

p-véirde = P

> 36.656 | ~ 2(1 — ®(36.656)) ~ 3.6 - 107294,

T = 100.88 samtal.

Skattningen beskrivs av

dar

ar Poissonfordelad med vintevirde

E(Y)=E(Xi+ -+ X,) = E(X))+ -+ E(X,) =nm



som skattas med Y x; = 807 vilket &r stérre dn 15 med rage sa Poissonfordelningen fér Y kan approximeras
med normalférdelning, men da &r dven X approximativt normalfordelad. Alltsa,

— m
X &r approximativt N <m, —)
n

Ett konfidensintervall for m med konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 ges av

e

mE T+ Ayyay/ = = 100.88 +6.9599 = [93.9, 107.8] (=~ 95%).

13.36 Lat X;,...,X,, beskriva antalet registrerade partiklar under tidsintervall av lingd t¢;,...,t, med ob-
serverade virden x1,...,x,. Modell: Xi,...,X,, 4r oberoende och X; ar Poissonfordelad med parameter
(vinteviirde) At;. Intensiteten A skattas med

= 14.571 partiklar/minut.
ttt

Skattningen beskrivs av
A= Xi 4+ X,
t1+--+1tn

dér

Y:X1+"'+Xn
dr Poissonfordelad med véntevarde

EY)=EXi+ - +Xy)=EX)+-+E(X,) =A> t;
i=1

som skattas med A* Y7 | ¢; = 1020 vilket &r storre dn 15 med rage sa Poissonfordelningen for ¥ kan

1=

approximeras med normalférdelning, men da dr dven A* approximativt normalfordelad. Alltsa,

A
A* &r approximativt N [ A, { | =5——
ZZL:l li

och ett konfidensintervall for A med konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 ges av

N luSTIE089  (~ 95%)

AGA*iAa/Q ﬁ
i=1"1

13.37 Om X ér Poissonférdelad med parameter At, X dr Po(\t), sa dr
EX)=X=V(X).
Med \* = X/t fas

E(\)=E Gx) _ %E(X) _ %/\t: A

och

1 1 1 A
V) =VI-X|=5EX)==XM="-.
)=V (35) = gBX) = xt =3
Notera att =/t &r en vintevirdesriktig skattning av A. Om E (X) > 15 sa kan Poissonférdelningen approx-
imeras med normalférdelningen, dvs X dr approximativt N(Xt, v/At), dvs A* ér approximativ N(\, \/A/t).
Med sannolikhet approximativt 1 — « sa &r




vilket omformas till

A E N i/\a/z\/g
e N i)\a/m/)\?.

Med konfidensgrad 1—a = 0.99 fas A\, /2 = Xo.o05 = 2.5758. Vi skall bestémma ¢ sa att konfidensintervallets

halva bredd
)\a/gx/ A/t <25,

)\a/Q ?
t> | == A

Nu ér A < 1000 [tim~!] s& med ¢ > (2.5758/25)% - 1000 = 10.6158 [timmar] &ir kraven uppfyllda.

som approximeras med

dvs t skall uppfylla

Med t = 10, x = 7835 fas ett konfidensintervall med konfidensgrad approximativt 1 — « = 0.99

Ae % + Aam/%/t = 783.5 £ 22.8 = [760.70, 806.30]  (~ 99%).

13.38 Lat X7, ..., X, beskriva tiderna mellan fel hos den komplicerade tekniska utrustningen. Modell: X1, ..., X,
dr oberoende och exponentialférdelade med parameter m,

E(X)=m V(X)=m?

och observerade virden x1,...,7,. En skattning av E(X) = m #r T som beskrivs av X som enligt
Centrala griansvirdessatsen dr approximativt normalférdelad om n dr stort. Alltsa &r

X approximativt N (m, ﬂ)

N
eller .
% dr approximativt N(0, 1)
sa med sannolikhet ~ 1 — o &r _
ez T,
RN TE
Olikheten —
X—-m <\
mfym =
ger att

1 _
> X,
=T A2/

Pa samma sitt fas att olikheten

X—-m
m/\/n
< L X
m< ——X.
_1_Aa/2/\/’r_l

_>\a/2 <

kan skrivas

Alltsa, med sannolikhet &~ 1 — « &r

1 — 1 _ _
€ X, X| = [l X, ko, X .
T T 2 v 1= a2/ (k1. ke, X]
—— ——
=k, —ks
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13.39

14.1

Med n = 25 komponenter erholls T = 1230. Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas A\, 2 = 1.9600 och det
observerade intervallet

m € [0.71839%, 1.64477] = [883.63, 2023.0] (=~ 95%).

For att fa k1 = I

1 _ .
W = 0.9 kravs

2
Ao 1.9600 \ *
n:<1 “) :(1 ) —311.17,
I 55 1
Man kan sétta upp exakta konfidensintervall fér m i exponentialférdelningen om man vet att

2 n
2

ar en x2(2n)-fordelad stokastisk variabel. Da kan man bestimma kvantilerna si att med sannolikhet 1 — o
ar

dvs. minst 312 komponenter.

n

2
Xioaj2 < ™ D X <X2)
i=1

< 22?:1 X%"

eller
23" X,
212:1 S m =
Xa/z Xl—a/Q

Med n = 25 fas ur x2(2n) = x?(50)-tabeller att x2 975 = 32.357 och X3 jo5 = 71.42 s&

861.1 < m < 1900.6  (95%).

Lat X beskriva antalet komponenter bland n som fungerar vid tiden T'. Modell: X &r Bin(n,p) med p =
e~T/™ Som skattningsvariabel av p anviinds den relativa frekvensen p* = X /n. Antag att V (X) r sa stor
att normalapproximation av binomialférdelningen &r tillimplig. Da &r p* approximativt N(p, /p(1 — p)/n).
Ett konfidensintervall for p med konfidensgrad approximativt 1 — « ges av

p*(1—p*)

Mﬁpﬁp*ﬁ-/\a/g —

p* - A04/2
Med z = 90, n = 100, 7" = 1000 fas p* = 90/100 = 0.90. Med konfidensgrad 1—a = 0.95 &r Ag.025 = 1.9600

och intervallet blir
0.8412<p=e"1/™ < 09588  (~95%)

vilket ger
5782.8 = —T'/1n(0.8412) < m < —T'/1n(0.9588) = 23768 (= 95%)

Lat X beskriva antalet par av n = 18 dér det behandlade roret rostat mest. Modell: X &r Bin(n,p). Vi
vill testa 1 1

HO:p:§ mot H1:p<§
genom att forkasta Hy da X < 5. Signifikansnivan (risknivan) &r

L (n
a = P (forkasta korrekt Hy) = P (X <5) = Z (k)pk(l —p)nk = 0.0481
k=0 p=1/2

Slutsatsen om man ser utfallet. ..
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e ... r=23<5ér att vi forkastar Hy till forman for H.
o ... z=T7¢«D54r att Hy ej forkastas.

e ... x=15¢«5 ar att vi inte forkastar Hy till forman for H;.

Styrkan beriiknas som

5
B(p) = P (forkasta Hy) = P(X <5) = Z (Z)pk(l —p)nF
k=

0

for p < 1/2. Da ér $(0.25) = 0.7175.

0.7

Styrkefunktion, 3(p)
SO e =4
w = [ (=]

=
o

o
=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

r
Styrkefunktionen S(p) = P (férkasta Ho) for p < 1/2. Ju
langre fran Ho : p = 1/2 desto storre &r sannolikheten att
nollhypotesen forkastas.

0 I I

14.2 I ett parti om N enheter viljs n pa mafa utan aterlaggning. Partier innehaller pN defekta enheter och
man godtar partiet om hogst ¢ av de utvalda ar defekta. Lat X beteckna antalet defekta bland de utvalda.
Modell: X &r hypergeometriskt fordelat:

(O )
(

Om n < N kan vi anvénda oss av binomialapproximation

P(X=k)=

P =0~ (1)t

Vi vill vélja n och ¢ sa att
P (Ej acceptera partiet) = P (X > ¢) < 0.05

for 0 < p < 0.01, och
P (Ej acceptera partiet) = P (X > ¢) > 0.90

for 0.05 < p < 1. Binomialférdelningen ger att valet n = 52 och ¢ = 2 medfor

P(X > ¢)|,_g0; =0.01535 och P (X >c)|,_ s = 0.90337.
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
N

Visar valet av n (6verst) och ¢ (underst) som for olika pop-
ulationsstorlekar N som uppfyller P (X > ¢) < 0.05 da 0 <
p <0.01 och P (X > c¢) > 0.90 (svart) eller P (X > ¢) > 0.95
(gra), for p > 0.10.

14.3 Lat Xq,...,X,, n = 30, vara de stokastiska variabler som beskriver de observerade utfallen x1,...,z,.
Modell: X;, i =1,...,n, ir oberoende och N(m, o) fordelade. Vi vill testa

Hy:0=4=0¢p mot H;:o0 <oy

pa niva a = 0.01. Vi forkastar Hy till forman for Hy for sma viirden pa stickprovsvariansen S2, alternativt
for sma varden pa
(n—1)82
a3

som om Hy #r sann dr en x2(n — 1)-férdelad stokastisk variabel. S& om Hy dr sann sa dr med sannolikhet

’ (n - 1)5°
n—1 9
0_2 S X1—a
0
eller, omformat,
§2 < X2 ‘78
= AMlmae

Med signifikansniva a = 0.01 fas ur x?(n — 1) = x?(29)-tabeller att x%__, = x2 99 = 14.26 s& vi forkastar
Hy om vi observerar ett utfall

2

2
2< 2 GO = . = .
8% <X oy = 14265 = T.8656

alternativt forkasta Hyp om S < /7.8656 = 2.8046.

Med utfallet s = 3.1 > 2.805 sa tillhor s inte forkastelseomradet och Hy forkastas ej pa niva 1%. Om
o =2saér

2 _1)q2 2
B(oc) = P (forkasta Hp) = P (S2 <xi_ 90 ) =P (M <32 @)

« n—1 0_2 = Al—«a
—1)8? 42
P <% < 14.26—2>
ag ag
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s&, med hjilp av fordelningsfunktionen for en x2(29)-férdelning,

B(2) =P ((7177721)52 < 57.0258) = 0.9986

09
0.8
Sort
_’% 0.6
éﬁ/ 0.5
Q
oap
=
Ral 0.3+
0.2
0.1F
0 1 1 1 1
1.5 2 2.5 3 3.5 4
Styrkefunktionen 3(o)
14.4 Lat Xq,..., X, vara oberoende N(m, o) beskrivandes lingden av plankorna. Vi vill testa hypotesen

Hy:0=04 mot H;:0#04
pa signifikansniva o = 0.05.

Alternativ 1. Med skattningen s? = 0.46962 fas ett konfidensintervall fér o med konfidensgrad 1 — o =
0.95 av (uppgift 13.15)

(n—1)s2 < (n—1)s2
275 6.26

Eftersom 0.4 inte ingar i intervallet férkastas Hg : o = 0.4 till forman f6r Hy pa riskniva a = 0.05.

=1.0606  (95%).

IN

0.50623 =

Alternativ 2. Vi forkastar Hy da S &r mycket storre eller mycket mindre &n 0.4, alternativt da

(n—1)82
0.4?

ar valdigt stor eller vildigt liten. Da H dr sann sa ar

(n—1)92
0.42

Alltsa, med « = 0.05 sa &r

en  x%(n — 1)-fordelad stokastisk variabel.

(n—1)82
P(626<—F— <27.5) =0.95.
<6 6< S <275) =095

Vi forkastar Hy till fsrméan for Hy om vi observerar ett utfall (n — 1)s?/0.4% mindre #n 6.26 eller

storre 4n 27.5. Hér: ( ) )
n—1)s
o2 44.027

sa Hy forkastas pa niva a = 0.05.

14.5 Lat X1,...,X,, vara oberoende N(m, o) beskrivandes diametrarna pa huvudena. Vi vill testa

Hy:0<0.02 mot H;p:o>0.02
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pa signifikansniva o = 0.05.
Vi forkastar Hy da S dr mycket storre &n 0.2, alternativt da
(n—1)82
0.022
ar vildigt stor. Da o = 0.02 (och Hp #r sann) sa dr

(n—1)92

0022 en  x%(n — 1)-fordelad stokastisk variabel.

Alltsa, da o = 0.02 ar

—1)82
P <% > 67.505) —0.05=a.

Dessutom for alla o sadan att Hy &r sann sa ar

—1)82
P (% > 67.505) <a.

Vi forkastar Hy till forman for Hy om vi observerar ett utfall (n — 1)s2?/0.022 storre dn 67.505. Hér:

(n—1)s?

ooz = 95125

sa Hy forkastas ej pa niva a = 0.05.

Kommentar: Da Hy ar sann sa ar

—1)82
P (% > 55.125) < 0.28701

sa den ldgsta signifikansniva som Hy skulle forkastas for dr 0.28701, dvs testets p-virde.

14.6 Lat X4, ..., X,, varaoberoende N(m, o)-fordelade stokastiska variabler beskrivandes métningar av kvalitétsmattet.
Vi vill testa Hy : m = mg mot Hy : m > mg pa niva «. Vi forkastar Hy till forman for H; om X &r stor,
dvs om .
X — mo
Z = > A
a/\/n ¢

dir Z &ar N(0,1) om Hy &r sann. Alltsa vi forkastar Hy om Z > A, eller

7>m0+/\ai.

Vn
Styrkan bestdms genom
” Y—mo Y—m mgog —m
= P (fork Hy)=P|——— ol =P —— at ——F7—
B(m) (forkasta Hyp) (a/\/ﬁ >/\> <0/\/ﬁ>>\+0/\/ﬁ>
o _ mo —m _ _ m — Mo
- e ) —e (s ).
Med styrkan 1 — (§ skall
—1_ —1-a(—- Mo\ g
B=1—p08(m1)=1 <I>< Ao + a/\/ﬁ) 1—-®(Ag)
sa e m
Ag = g+ L0
T
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eller 5
n— (()\ﬁ + /\Q)U) .

mi — Mo
Med e = 0.05 och 1 — 8 = 0.90 fas Ag.o5 = 1.6449 och A\g.10 = 1.2816 sa

1.2816 4 1.6449) - 1\ 2
n|m1_1=<( 861+_§’ 9) >:8.5638

dvs 9 observationer eller fler behévs for att na den onskade styrkan. Vidare,

(1.2816 + 1.6449) - 1>
m1=0.5 = =34.2
Nlmy=0.5 ( 05-0 34.255

(dvs 35 eller fler) och

((1.2816 +1.6449) - 1
Nlm,=0.1 =

2
= 856.38
0.1-0 )

(dvs 857 eller fler).

14.7 Lat X4,..., X, beskriva alkoholhalten i flaskor 6l fran bryggeriet. Modell: X1, ..., X,, 4r oberoende och

N(m, o)-fordelade dér o = 0.001. Vi vill testa:
Hy:m=003=mg mot H;:m<mg

pa niva a = 0.01. Signifikansnivan begrénsar sannolikheten for att forkasta en korrekt nollhypotes, dvs.
hér att dra slutsatsen att en flaska har liten alkoholhalt fast den egentligen &r hog.

Vi skattar m med X och forkastar Hy till forman for H; om vi observerar ett litet virde pa X, alternativt,
ett litet viarde pa o
X — mo

o/v/n

som under Hy dr approximativt N(0, 1)-férdelad. Om Hj dr sann sa &r
Y — my
P < _>\O£ =
( o/ ) :

== g
Xgm()—/\a—.
n

eller, med sannolikhet o ar

Med n = 10 flaskor och signifikansniva o = 0.01 dr A, = 2.3263 sa vi forkastar Hy om

= 0.03 — 2.3263 0-001 = 0.0293.

V10

Vi observerar utfallet T = 0.0298 och forkastar inte Hy pa niva 1%.

ngo—)\a

31Q

14.8 Lat X beskriva resultatet av en sméltpunktsmétning. Modell:

X = sméaltpunkt + métfel = m + €

dir € dr N(0,0), ¢ = 2.3. Da d&r X N(m,o). Lat Xi,..., X, beskriva resultaten av n oberoende
sméltpunktsmétningar med observerade vérden xq,...,x,. Vi vill testa:

Hy:m =mg=1050° mot Hy:m # myg

pa niva a = 0.05. Vi forkastar Hy for stora viirden pa | X — my|, alternativt stora virden pa |Z| dir

. X — my
- o/Vn
130
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som da Hy &r sann &r N(0,1)-fordelad. Alltsa, om Hy &r sann sé r P (|Z] > Aa/2) = a. Med a = 0.05
ar Ao/ = 1.96 och vi forkastar Hy till forman for Hy om vi observerar ett utfall |z| > 1.96. Har fas

Lo T—mo 1050'9_1050:1.2649

o/vn 2.3/v/10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.

Kommentar: Da Hy dr sann sa ir
P(|Z] > 1.2649) = 2(1 — ® (1.2649)) = 0.2059
sa den lidgsta signifikansniva vi skulle forkasta Hy pa dr 0.2059, dvs testets p-vérde.

Styrkan kan bestdmmas som

X—mo X—mo

T A =1—-P(—-X < —— <\
| 7 ) (2o it <o)
-m _X-—-m mo—m>

Vi S o SRt o

(oo 58) -+ 22)

B(1051) = 0.27968  3(1053) = 0.9848.

B(m) P (forkasta Hy) = P <

1—P <—/\a/2 4+ Mo
ag

Vi beraknar

0.9

0.8

0.7

B(m

F06F

Styrka,
I~
% = &

T T T

o
o
T

0.1

0 I I I I I I I I I ]
1040 1042 1044 1046 1048 1050 1052 1054 1056 1058 1060
Smiiltpunkt, m

Styrkefunktionen [(m) som visar sannolikheten att testet
forkastar Ho for olika virden pa virden pa véntevirdet m.

Att inte forkasta Hy betyder bara att Hy inte &r orimlig, inte att Hy dr sann. Vi kan inte pavisa att
smiéltpunkten dr 1050°, bara att det inte &r oférenligt med vara métresultat.

14.9 Lat X1, ..., X, beskriva den uppmétta halten av ett &mne i en ravara. Modell: X1, ..., X,, dr oberoende
och N(m, o)-fordelade dir o = 0.2. Vi vill testa:

Ho:m=55=mg mot Hj:m #mg
pa niva a = 0.10. Vi skattar m med X och forkastar Hy till forman for H; om vi observerar ett stort
virde pa |X — my|, alternativt, ett stort vérde pa
|7 — m0|
a/v/n
som under Hy ér approximativt beloppet av en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel. Om Hy ér sann sa ér

|X—m0|
P|——— > =«
( 0/\/ﬁ _/\a/2
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eller, med sannolikhet o &r
— o
|X —m0| > /\a/gﬁ.

Med n = 6 métningar och signifikansniva o = 0.10 &r A, /o = 1.6449 sa vi forkastar Hy om

_ 0.2
X < mo| > )\a/2% = 1.6449 —= = 0.1343.

V6
Med utfallet T = 5.575 dr |T — 5.5| = 0.075 < 0.1343 sa H, forkastas ej pa niva 10%. Med utfallet
T = 5.675 dr |T — 5.5 = 0.175 > 0.1343 sa H, forkastas pa niva 10%.

Alternativt kan man forst ta fram ett tvasidigt symmetriskt konfidensintervall fér m. Notera att vi inte

forkastar Hy for utfall
[T —mo| < )\a/gg
n

dvs, for mg som uppfyller

_ o _ o

T — )\a/Q_ <mo<T+ )\a/Q_

n n

Alltsa, konfidensintervallet for m, med konfidensgrad 1 — «,
o
Vn
bestar precis av de virden pa mg som vi inte forkastar Hy for. Med observerat virde T = 5.575 fas
intervallet

mEE:I:)\a/g

m € 5.575 4 0.1343 = [5.4407, 5.7093]  (90%)

och vi ser att virdet mo = 5.5 ingar i intervallet och saledes inte kan forkastas (pa niva 10%). Med
observerat virde = 5.675 fas intervallet

m € 5.675 £ 0.1343 = [5.5407, 5.8093] (90%)
och vi ser att viirdet mo = 5.5 inte ingar i intervallet och saledes kan forkastas (pa niva 10%).

14.10 Lat Xy, ..., X, beskriva livslingderna for n stycken av tillverkare A:s glodlampor med observerade utfall
Z1,...,%n. Métningar ger véirdena [i timmar]:

198 213 207 197 192
214 201 199 209 212

som sammanfattas med
T = 204.2 S, = 7.7574.

Modell: X1,...,X,, dr oberoende, likafordelade med E (X;) = m och V (X;) = o2. Tillverkare A vill
utfora testet
Hyp:m <200 mot H;:m > 200

pa niva «, medan B vill utféra testet
Hy:m >200 mot H;:m < 200.
Med skattningen T = 204.2 sa kommer B inte att férkasta Hy pa nagon vettig signifikansniva.

Person A kommer att forkasta Hy da X &r mycket storre dn 200, alternativt da

5 X =200
S/n
ar stor. Med normalfordelningsantagande pa X, ..., X, sa for m = 200 (dvs Hy &r sann) dr T t(n — 1)-

fordelad och P (T > t,) = P (T > 1.8331) = 0.05 = «. For alla m sadana att Hy #r sann sa ir

P(T >1.8331) <
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sa vi forkastar Hy till forman for H; da vi observerar ett utfall ' > 1.8331. Vi observerar utfallet

T —200 204.2—-200

T s/ 7a574/v/10

sa vi forkastar inte Hy pa niva o = 0.05. Pa niva o = 0.10 fas t, = 1.3830 sa H, forkastas pa niva 0.10.

=1.7121 < 1.8331

14.11 Lat Xq,..., X, beskriva draghallfastheten vid n stycken B-dragprov med observerade utfall xz1,..., z,.
Modell: X, ..., X, dr oberoende och N(m, ).

a) Vi vill utfora testet
Hy:m <48.0 mot H;:m >48.0

pa niva . Vi forkastar Hy om X dr mycket storre dn 48.0, alternativt da
B X —48.0
- S/\n

ar stor. Da m = 48.0 s& #r T en t(n — 1)-férdelad stokastisk variabel och P (T > 1.3830) = a = 0.10.
For alla m sadana att Hy ér sann géller att P (T > 1.3830) < «. Vi forkastar Hy till forman for Hy
da T > 1.3830. Vi observerar utfallet

T—48.0 48.3—-43.0
s//n 1.5/3/20

sa vi forkastar inte Hy pa niva 0.10. Med utfallen T = 49.7 och s = 1.7 fas

T

= (0.89443 < 1.3830

T — 48,
p= T80 4791 > 42068 = t0.001

sa Hy forkastas pa riskniva 0.001.

b) Om vi tror att B ér béttre &n A sa byter vi om inte B dr pavisbart sémre, dvs ifall vi kan forkasta
nér vi testar
Hy:m >48.0 mot H;:m <48.0

paniva a. Med skattningen T > 48.0 kommer Hj inte att forkastas pa nagra rimliga signifikansnivaer.

14.12 Lat X beskriva resultatet av en sméaltpunktsmétning. Modell:
X = sméiltpunkt + métfel = m + €

dér e &r N(0,0). Da &r X N(m, o). Lat Xy,..., X, beskriva resultaten av n oberoende sméltpunktsmit-
ningar med observerade varden x1,...,z,. Vi vill testa:

Hy:m =mg=1050° mot Hy:m # myg

pa niva a = 0.05. Vi forkastar Hy for stora viirden pa | X — mo|, alternativt stora viirden pa |T| dér

X—m()

S/v/n

som da Hy &r sann &r t(n — 1)-fordelad. Alltsa, om Hy ir sann s& &r P (|T| > to/2) = . Med a = 0.05
ar to)9 = 2.2622 och vi forkastar Hy till forman for H; om vi observerar ett utfall [t| > 2.2622. Har fas

T =

,_T—mg _ 105091050 _ . .

~os/vn 2.028/y/10
sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.
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14.13 Lat Xy,..., X, och Y7,...,Y, beskriva forslitningarna av dicktyp A resp. B pa bil 1,2,...,n. Modell:
forslitningsskillnaderna
Wi:Xi—}/h i:l,...,n

ar oberoende och N(m, o)-fordelade stokastiska variabler. Vi vill testa hypotesen
Ho:m=mgy mot Hj:m #myg

paniva a = 0.05 dér mg = 0. Fran uppgift 13.24 fas konfidensintervallet for den genomsnittliga skillnaden
i déckforslitning blir

M E Wty ool = 0.10 £ 0.1963 = [~0.0963, 0.2963]  (95%).
/ \/ﬁ

Konfidensintervallet bestar precis av de virden pa mg som vi inte forkastar Hy for. Eftersom virdet
mo = 0 ingar i intervallet forkastar vi inte Hy pa niva 5%.

14.14 Lat X4,..., X, och Y7,...,Y, beskriva bestdmningar av molekylvikter pa molekyler av typ A resp. typ
B. Modell: alla stokastiska variabler &r oberoende och

X = molekylvikt typ A + métfel = m, + ¢
dér e &r N(0,0). Da dr X normalfordelad N(m, o). Pa samma sétt dr
Y = molekylvikt typ B + métfel = m, + ¢,
dvs Y ar N(my, o). Vi vill testa
Hy:my=my mot Hi:mg#my
pa niva «. Hypoteserna formuleras istéllet
Ho:my—my =0 mot Hi:my—my#0.

Vi forkastar Hy till forman for Hy om [X — Y| &r stor, alternativt da |T'| &r stor dir

och

g (n—1)S2+ (r—1)S2
n+r—2 '

D& Hy #r sann sa ar T t(n +r — 2) = t(12)-férdelad och P (|T| > to/2) = P (|T| > 2.1788) = o = 0.05.
Vi forkastar Hy om utfallet pa |T'| &r storre &n ¢ /5.

Med data
n=6,T=174.27, s, = 0.062423 r =8, = 174.28, s, = 0.091486
fas
-1 2 + -1 2
5= \/(" )52+ ('~ sy _ 080650
n+r—2
och _
t=—L"Y  _ 018174,

s\/%—i—%

Eftersom [t| < t,/o forkastar vi inte Hy pa niva a = 0.05.
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14.15 Lat Xq,..., X, och Y7,...,Y, beskriva bestamningar av hallfastheten for lufttorkat resp. ugnstorkat tré.
Modell: alla stokastiska variabler &r oberoende och

X; ar N(my, 0) Y; dr N(my,0).
Vi vill testa
Hy:mgz —my >10 mot Hy:mg—my <10

pa niva a. Vi forkastar Hy till forman for Hy for smé virden pa X — Y, alternativt da

o (X-V)-10

S\/L+

S

ar liten dar

n+r—2

Da my —my = 10 (dvs Hy &r sann) sa &r T en t(n+r—2) = t(10+ 8 — 2)-fordelad stokastisk variabel och
P(T < —t,) = P(T < —1.7459) = o = 0.05. For alla m sadana att Hy &r sann sa dr P (T < —t4) < a.
Vi forkastar Hy om utfallet pa T' 4r mindre dn —t,.

S:\/(n—l)Sg—i—(r—l)S;'

Med data
n =10, T = 104.36, s, = 1.9783 r =8, 7 = 96.087, s, = 2.2068

fas

—1)s2 + —1)s2

s = \/(n Jie + =Sy g1
n+r—2
och =7 10
= (E-y—-10 _ —1.7498

84/ % + %

Eftersom t < —t,, forkastar vi Hy pa niva a = 0.05.
14.16 Lat Xy,..., X, beskriva antalet observationer i kategori 1,...,r, dvs antalet marsvinsungar med firg

motsvarande kategori 7.

Enligt den genetiska modellen ér p;, sannolikheten att en unge far firg ¢, 9/16, 3/16 och 4/16 for i = 1,2, 3.

Formellt, vi vill testa

9 3 4
H03p1:E7p2=E,p3=1—6

pa niva o = 0.05. Enligt modellen sa &r

Kategori (firg)
1 (r6d) 2 (svart) 3 (vit)

Observerat antal: x; 43 10 34 87T =n
Hypotes: p; | 9/16 3/16 4/16 1
Forvantat antal: np; | 48.938 16.312  21.750 87

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan
T
(Xi — np;)?
Q=) P

som under Hy dr approximativt x2(r — 1)-fordelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan observerat
och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?(3 — 1) = x?(2)-tabeller far man att y2,; = 5.99. Alltsa:
forkasta Hp om @ > 5.99. Vi observerar utfallet

T

o (@i —np)®
=D S = 10,063
i=1
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sa vi forkastar Hy pa niva 5%. (Vi forkastar dven pa 1%.)

14.17 Lat Xq,..., X, beskriva antalet observationer i kategori 1,...,r, dvs antalet utlanade bocker under de
olika veckodagarna. Lat n vara det totala antalet utlanade bocker,

n= iXi = 623.
i=1

Lat p;, ¢ = 1,...,r vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori ¢. Vi vill testa en hypotes om
att utlaningen #r densamma oavsett veckodag mot att den varierar mellan veckodagar. Formellt: vi vill
testa

Hy:p1=p2s=---=p. mot H;:inte Hy

pa signifikansniva o = 0.05. Var hypotes dr att p; = -+ = p5 = 1/5. Om hypotesen dr sann ir det
forvéntade antalet observationer i kategori i, F (X;) = np;.

Kategori (veckodag)
1 (man) 2 (tis) 3 (ons) 4 (tor) b5 (fre)
Observerat antal: x; 135 108 120 114 146 623 =n
Hypotes: p; 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1
Forvéantat antal: np; | 124.6 124.6  124.6 124.6  124.6 623

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan

Q Z TLp 4

som under Hy dr approximativt x2(r — 1)-fordelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan observerat
och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?(5 — 1) = x?(4)-tabeller far man att y2,; = 9.49. Alltsa:
forkasta Hyp om @Q > 9.49. Vi observerar utfallet

r 2 2 2
Ti—np; 135 —124.6 146 — 124.6
q= Z ( )7 ) ( )

— — 7.8266 < 9.49
np; o160 1216 =

i=1
sa vi forkastar inte Hy pa niva 5%.
P& niva a = 0.10 far man ur x2(4)-tabeller att x3 ;, = 7.78 < ¢. Alltsa forkastar vi Hy pa niva 10%.
14.18 De n = 200 observationerna delas in i 7 = 5 kategorier efter antal personer i ko:
Kategori (antal kunder)

1(0st) 2(1st) 3(2st) 4(3st) 5 (>4st)
Observerad frekvens: z; | 30 42 34 28 66 | 200 =n

Notera att den sista kategorin &dr bara implicit given i uppgiften.

Lat p;, i = 1,...,r vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori i enligt statistikerns modell.
Om denna férdelning stimmer ér det forvintade antalet observationer i kategori i, E (X;) = np;.

Kategori (antal kunder)
1(0st) 2(1st) 3(2st) 4(3st) 5 (>4st)

Observerat frekvens: x; 30 42 34 28 66 200 =n
Hypotes: p; 0.12 0.18 0.22 0.16 0.32 1
Forvantat antal: np; 24 36 44 32 64 200

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan

Q Z TLp 4
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som da hypotesen om férdelningen stimmer ér approximativt x2(r — 1)-fordelad. Vi forkastar hypotesen
for stora skillnader mellan observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x2(5 — 1) = x2(4)-
tabeller fir man att x3 o5 = 9.49. Alltsa: forkasta hypotesen om den givna férdelningen om @ > 9.49. Vi
observerar utfallet

(@ —np)? (30 —24)2 (66 — 64)%
g=>y_ Tttt w = 5.3352 < 9.49

=1

sa vi forkastar inte hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att fordelningen ér den givna.

14.19 Lat Xq,..., X, beskriva antalet observationer i kategori 1,...,r, dvs antalet klockor med timvisaren i
det givna intervallet. Lat n vara det totala antalet klockor

n= XT:)Q = 480.
i=1

Lat p;, © = 1,...,r vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori 4. Vi vill testa en hypotes om
att klockornas timvisare &r likformigt férdelade 6ver kategorierna. Formellt: vi vill testa

Hy:py=py=---=p, mot H;:inte Hy

pa signifikansniva « = 0.05. Var hypotes ér att p; = --- = p5 = 1/12. Om hypotesen #r sann ér det
forviantade antalet observationer i kategori i, E (X;) = np;.

Kategori (tidsintervall)
0-1 1-2 2-3 34 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10-11 11-12

Observerat antal: x; 33 44 41 47 47 40 32 37 40 39 32 48 480 = n
Hypotes: p; | 1/12 1712 1712 1/12 1/12 1/12 1712 1712 1712 1/12 1/12  1/12 1
Forviantat antal: np; 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 480

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan
T
(Xi — np;)?
Q=)

som under Hy dr approximativt x2(r — 1)-fordelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan observerat
och férvintat, dvs. stora viirden pa Q. Ur x2(12 — 1) = x?(11)-tabeller far man att x3 o5 = 19.68. Alltsa:
forkasta Hy om @ > 19.68. Vi observerar utfallet

(@i mp)? (33 —40)? (48 — 40)?
=2 w40 T T

=9.15 < 19.68

i=1

sa vi forkastar inte Hy pa niva 5%.
14.20 De n = 100 observationerna pa den férmodat ffg-férdelade stokastiska variabeln delas in i 9 kategorier:

Kategori (vérde)
1 2 3 4 5 6 7
Observerad frekvens: z; | 42 23 10 11 8 2 3

8 >9
1 0 ]100=n

Notera att den sista kategorin &dr bara implicit given i uppgiften.

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori 4 enligt statistikerns modell. Om ffg(1/2)-
antagandet stimmer dr p; = (1 — 1/2)(1/2)""1 =277 i < 9, och pg = 278, och det forvintade antalet
observationer i kategori i, E (X;) = np;.

Kategori (vérde)
1 2 3 4 5 6 7 8 >9
Observerad frekvens: z; | 42 23 10 11 8 2 3 1 0 100
Hypotes: p; | 271 272 273 274 275 276 277 28 278 1
Forvéintat antal: np; | 50 25 12,5 6.25 3.125 1.5625 0.78125 0.39062 0.39062 | 100
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Kategorier med ett lagt forvéntat antal, np; < 5, slas samman for att oka det forviintade antalet. Har gor
vi sammanslagningar till » = 5 kategorier:

Kategori (vérde)
1 2 3 4 >5

Observerad frekvens: x; | 42 23 10 11 14 | 100 =n
Hypotes: p; | 27F 272 273 274 924 1
Forvantat antal: np; | 50 25  12.5 6.25 6.25 100

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan
T
(Xi — np;)?
Q=) =

som da hypotesen om ffg-férdelningen stimmer #r approximativt x2(r—1)-fordelad. Vi forkastar hypotesen
for stora skillnader mellan observerat och forviintat, dvs. stora viirden pa Q. Ur x?(5—1) = x2(4)-tabeller
far man att 2 o, = 13.3. Alltsd: forkasta hypotesen om den givna fordelningen om @ > 13.3. Vi observerar
utfallet

= s —— =15.16 > 13.3
np; 50 + + 6.25

r 2 2 2
T; — Np; 42 — 50 14 — 6.25
i=1

sa vi forkastar hypotesen pa niva 1%. Vi utesluter att observationerna kommer fran en ffg(1/2)-fordelning.

14.21 De n = 82 observationerna pa den formodat Poisson-fordelade stokastiska variabeln delas in i 8 kategorier
beroende pa dess virde:

Kategori (vérde)
o 1 2 3 4 5 6 >7
Observerad frekvens: z; | 14 12 25 16 10 3 1

Notera att den sista kategorin &r bara implicit given i uppgiften.

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori ¢ enligt statistikerns modell. Om Poisson(m)-
antagandet stdmmer skattar vi m med

14 12 1 0
f=0-—4+1-—+4+---+6-—+7-— =2.1111.
" T TR
Med denna skattning skattas ‘ ‘
ml . N m*l . .
pi=—e " med p;=-—eT
0! ! i!

for i < T7Tochpt=1-— Z?:o pi. De (skattade) forvintade antalet observationer i kategori ¢ &r np;.

Kategori (viirde)
0 1 2 3 4 5 6 >7
Observerad frekvens: z; 14 12 25 16 10 3 1 0 81
Hypotes: p; | 0.1211 0.25566 0.26987 0.18991 0.10023 0.042319 0.01489 0.0060259 1

Forvéntat antal: np; | 9.8094 20.709 21.859 15.382 8.1185 3.4278 1.2061 0.4881 81

Kategorier med ett lagt forvéintat antal, np} < 5, slas samman for att oka det férvéntade antalet. Har
gor vi sammanslagningar till » = 6 kategorier:

Kategori (virde)
0 1 2 3 4 >5
Observerad frekvens: xz; 14 12 25 16 10 4 81
Hypotes: p; | 0.1211 0.25566 0.26987 0.18991 0.10023 0.063234 | 1
Forvantat antal: np; | 9.8094 20.709 21.859 15.382  8.1185 5.122 |81
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Vi jamfor de observerade antalen x; med de skattade forvéantade antalen np; med teststatistikan

Q= Z (X —npp)”

np H

som da hypotesen om ffg-fordelningen stammer &r approximativt x2(r —1 —1)-férdelad, vi tappar en extra
frihetsgrad for att vi skattade parametern m. Vi férkastar hypotesen for stora skillnader mellan observerat
och férvintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x2(6 — 1 — 1) = x?(4)-tabeller far man att x3 ,; = 9.4877.
Alltsa: forkasta hypotesen om den givna férdelningen om @ > 9.4877. Vi observerar utfallet

(@ —npH)? (14 -9.8094)2 (4 —5.122)?
0= S

_ - — 6.6105 < 9.4877
ot 98091 T T mam

i=1

sa vi forkastar ej hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att observationerna kommer fran en Pois-
sonfordelning.

14.22 De n = 378 observationerna pa den férmodat normalférdelade stokastiska variabeln delas in i 10 kategorier
beroende pa dess virde:

Kategori (vérde)
<1 1-2 2—-3 3—4 4-5 5—-6 6—-7 7—8 8-9 >9
Observerad frekvens: z; | 0 1 1 2 33 139 155 42 5 0 |378

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori . Om normalférdelningsantagandet
stdmmer skattas véntevirdet m och standardavvikelsen o med

1 1 42 )
=15 — +25. — — — =
m” 5 - 378+ - 378+ -+ 75 378—|—85 378 = 6.0556

och

1

o = \/ (1-1.52+1-2.52+---4+5-8.52 —378m*2) = 0.91746.
3718 -1

Lat Y vara normalfordelad, N(m*,o*). Da kan p; skattas med p; = P (Y € kategori 7). De (skattade)

forvantade antalet observationer i kategori ¢ &r np;.

Kategori (vérde)
<1 1-2 2-3 3—-4 4-5
Observerad frekvens: x; 0 1 1 2 33
Hypotes: pf | 1.7903- 1078 4.9076-1075 0.0004286 0.012096  0.11244
Forvintat antal: np} | 6.7672-1076  0.0018551 0.16201 4.5724 42.501

Kategori (vérde)

5—6 6—-7 7—8 8—9 >9
139 155 42 ) 0 378
0.35089 0.3725 0.13461  0.016364 0.00066519 1
132.64 140.8 50.884 6.1856 0.25144 | 378

Kategorier med ett lagt forvantat antal, np! < 5, slas samman med andra for att 6ka det férvintade
antalet. Hir gor vi sammanslagningar till » = 6 kategorier:

Kategori (vérde)
<4,>9 4-5 5—6 6-—7 7-—8 8—9
Observerad frekvens: x; 4 33 139 155 42 5 378
Hypotes: pf | 0.013195 0.11244 0.35089 0.3725 0.13461 0.016364 1
Forvéntat antal: np? | 4.9877 42,501 132.64 140.8 50.884  6.1856 | 378
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Vi jamfor de observerade antalen x; med de skattade forvantade antalen np; med teststatistikan

QZ (Xi —np)”

npl

som d& hypotesen om ffg-férdelningen stimmer dr approximativt x2(r — 1 — 2)-fordelad, vi tappar tva
extra frihetsgrader for att vi skattade parametrarna m och o. Vi forkastar hypotesen for stora skillnader
mellan observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x2(6 — 1 — 2) = x?(3)-tabeller far man
att x3 g5 = 7.8147. Alltsa: forkasta hypotesen om den givna férdelningen om Q > 7.8147. Vi observerar
utfallet

= 5.834 < 7.8147

- (@ —npl)? (4 4.9877)? (5 — 6.1856)?
=2 Y Tt ¢ L R T-5

i=1
sa vi forkastar ej hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att observationerna kommer fran en nor-
malférdelning.

14.23 De n = 300 observationerna pa den formodat Poisson-férdelade stokastiska variabeln delas in i 4 kategorier
beroende pa dess virde:

Kategori (virde)
0 1 2 >3
Observerad frekvens: z; [ 249 42 9 0 | 300=mn

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori ¢ enligt statistikerns modell. Om Poisson(m)-
antagandet stdmmer skattar vi m med
249 42 9

Med denna fas skattningarna

*0 *1 *2 2

* m —m* * m —m* * m —m™ * *
ph=—gre " pi=—ge™ pmi=gre™ pi=1-) i

e (skattade) forvintade antalet observationer i kategori ¢ &r np;.

Kategori (vérde)

0 1 2 >3
Observerad frekvens: x; 249 42 9 0 300=n
Hypotes: p; | 0.81873 0.16375 0.016375 0.0011485 1
Forvéntat antal: npy | 163.75  32.749  3.2749 0.2297 300

Kategorier med ett lagt forvantat antal, np}, slas samman for att 6ka det férvintade antalet. Hir gor vi
sammanslagningar till = 3 kategorier:

Kategori (vérde)

0 1 >2
Observerad frekvens: x; 249 42 9 300 =n
Hypotes: p; | 0.81873 0.16375 0.017523 1
Forvéntat antal: npy | 163.75  32.749  3.5046 300

Vi jamfor de observerade antalen x; med de skattade forvéantade antalen np; med teststatistikan
np
Q= Z =

TLp A

som da hypotesen om ffg-fordelningen stimmer ér approximativt x2(r —1—1)-férdelad, vi tappar en extra
frihetsgrad for att vi skattade parametern m. Vi férkastar hypotesen for stora skillnader mellan observerat
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och férvintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?(3 — 1 — 1) = x?(1)-tabeller far man att x2 ,; = 3.8415.
Alltsa: forkasta hypotesen om den givna férdelningen om ) > 3.8415. Vi observerar utfallet

" (@, —npH)? (249 — 163.75)2 (9 — 3.5046)
=Y ) S

- e = 55.617 > 3.8415
e 16375 T 35016

i=1
sa vi férkastar hypotesen pa niva 5%. Vi kan utesluta att observationerna kommer fran en Poissonférdelning.

14.24 Med n = 30 observationer pa den foérmodat exp(m)-férdelade stokastiska variabeln skattas parametern
(vantevirdet) med medelvirdet

m* = 30 (O 60+ 1.80+---+1.87) = 1.000
Lat Y vara exponentialférdelad med parameter m*. Observationerna delas in i 6 kategorier motsvarande
intervallen

[0, 0.1823) [0.1823, 0.4055) [0.4055, 0.6932) [0.6932, 1.099) [1.099, 1.792) [1.792, c©)

Da fas att p; = P (Y € kategorii) = 1/6 och det forvintade antalet i varje kategori npf = 5. Antalet
observationer i respektive kategori sammanfattas i:

Kategori
1 2 3 4 5 6
Observerad frekvens: z; | 3 6 3 6 6 6 |30
Hypotes: p; | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 1
Forvéntat antal: npy | 5 5 5 5 5 5 |30

Vi jamfor de observerade antalen x; med de skattade forvéantade antalen np; med teststatistikan

Q Z TLp A — i)

npl

som da hypotesen om ffg-fordelningen stimmer &r approximativt x2(r —1—1)-férdelad, vi tappar en extra
frihetsgrad for att vi skattade parametern m. Vi forkastar hypotesen for stora skillnader mellan observerat
och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x2(6 — 1 — 1) = x?(4)-tabeller far man att y2 ,5 = 9.4877.
Alltsa: forkasta hypotesen om den givna férdelningen om ) > 9.4877. Vi observerar utfallet

T

N O S s &

= 2.4 < 9.4877
= np; b) )
sa vi forkastar ej hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att observationerna kommer fran en expo-
nentialférdelning.
14.25 Lat X;; beskriva antalet observationer i kategori j, j = 1,...,r, i métserie ¢, ¢ = 1,...,s, dvs antalet

personer som fick en viktférindring motsvarande kategori j nér de at piller motsvarande métserie ¢. Lat
n; vara det totala antalet personer med piller i.

ni =Y X, n1 = 100, ny = 100,

med n =3 _, n; =ny + ny = 200 som totalt antal personer.

Kategori (viktfordndring)

Tij 1 (mindre) 2 (ofor) 3 (dkad)
Serie 1 Bantyl: 61 24 15 100 = ny
Serie 2 sockerpiller: 54 29 17 100 = ngy
Totalt: 115 53 32 200=n
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Vi vill testa en hypotes om att viktforéndring beror pa pillersort. Om pillret inte paverkar vikten, lat
pj, 3 = 1,...,r vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori j, dvs att en person far en
viktférandring motsvarande kategori j. Formellt, vi vill testa huruvida sannolikheten for att en observation
i serie ¢ hamnar i kategori j beror av ¢, dvs

Hy : Pillersort paverkar ej viktforandring mot Hj :ej Hy

skrivs
P (observation i serie ¢ hamnar i kategori j) = pj,

Hy: . .
0 j=1,...,r, oavsett?

mot H1 : ej H()

Vi skattar p; med

_liX,, U5, 58 L 32
Tt PrToae P27 5000 P8 T 900

Om pillret ej paverkar viktforindringen #r det forvintade antalet observationer i kategori j i serie 4
E (Xi;) = n;p; som skattas med nip;.

Kategori (viktfordndring)
Skattat forvéntat, n;p; 1 (mindre) 2 (ofér) 3 (dkad)

Serie 1 Bantyl: 57.5 26.5 16 100 = ny
Serie 2 sockerpiller: 57.5 26.5 16 100 = ng
Totalt: 115 53 32 200=n

Vi jamfor de observerade antalen z;; med de skattade forvéintade antalen n;p} med teststatistikan

PRI

=1 j=1

som under Hy #r approximativt x2((s — 1)(r — 1))-férdelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan
observerat och forvintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x2((2 — 1)(3 — 1)) = x?(2)-tabeller far man att
X210 = 4.61. Alltsa: forkasta Hy om @ > 4.61. Vi observerar utfallet

fz —n;
g= Sy ) — (2~ 91304+ 0.23585 + 0.0625 + 0.21304 1 0.23585 + 0.0625  1.0228
i=1j=1 i

sa vi forkastar inte Hy pa niva 10%.
14.26 Lat X;; beskriva antalet observationer i kategori j, j = 1,...,r, i métserie ¢, =1,...,s.

Kategori (svarsalternativ)
Tij 1(A) 2(B) 3(C) 4(D) 5(E)
Serie 1: (pojkar) | 130 230 220 370 50 | 1000 = nq
Serie 2: (flickor) | 110 310 210 250 120 | 1000 = ng
Totalt: 240 540 430 620 170 2000 =n

Vi vill testa en hypotes om fordelningen for svarsalternativen skiljer sig at mellan pojkar och flickor. Om
det inte foreligger nagon skillnad skattas p;, sannolikheten att en utvald person ger ett svarsalternativ
motsvarande kategori j, med

170
2000

*

7p5:

—li)« . 240 , 540 . 430 , 620
- a Pr=o000" P27 50007 P37 20007 P4 T 2000
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Vi kan da skatta det forvintade antalet observationer i kategori j 1 serie i E (X;;) = n;p; med nipj.

Kategori (svarsalternativ)
Skattat forvéintat, n;p; 1 (A) 2 (B) 3(C) 4 (D) 5 (E)
Serie 1: (pojkar) | 120 270 215 310 85 | 1000
Serie 2: (flickor) | 120 270 215 310 85 | 1000
Totalt: 240 540 430 620 170 2000

Vi jamfor de observerade antalen z;; med de skattade forviintade antalen n;pj med teststatistikan

-y y Mol

n
=1 j=1 1p-7

som under Hy #r approximativt x2((s — 1)(r — 1))-férdelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan
observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?((2 — 1)(5 — 1)) = x?(4)-tabeller far man att
X&.01 = 13.28. Alltsa: forkasta Hy om Q > 13.28. Vi observerar utfallet

q—ZZ oy —mpi) g5

n
=1 j=1 1p-7

sa vi forkastar Hg pa niva 1%. Det &r skillnad pa hur pojkar och flickor svarar.

14.27 Lat X;; beskriva antalet observationer i kategori j, j = 1,...,r, i métserie ¢, ¢ = 1,...,s, dvs antalet
studenter som fick betyg motsvarande kategori j nér de hade nérvaro enligt miétserie i. Lat n; vara det
totala antalet studenter i métserie i.

n1=ZXij, n1=115, n2=85,

med n =) ;_; n; =n; +nz = 200 som totalt antal studenter.

Kategori (betyg)
Nérvaro, z;;;  1(uw) 2(3) 3 (>4
Serie 1: > 50% | 15 65 35 115 =ny
Serie 2: < 50% | 21 52 12 85 = na
Totalt: 36 117 47 200 =n

Vi vill testa en hypotes om att uppnatt betyg beror pa nérvaron under lektionerna. Om nérvaron inte
paverkar betyget, lat p;, j = 1,...,r vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori j, dvs att
en student far betyg motsvarande kategori j. Formellt, vi vill testa huruvida sannolikheten foér att en
observation i serie ¢+ hamnar i kategori j beror av i, dvs

Hy : Narvaro paverkar ej betygsfordelningen mot Hi :ej Hy
skrivs
P (observation i serie ¢ hamnar i kategori j) = pj,

Hy: . .
0 j=1,...,r, oavsett?

mot H1 : ej H()

Vi skattar p; med

_lix.. L 36 17T . 4T
T n L PrToggr P27 5000 P3 T 500

Om nérvaro ej paverkar betyget &r det forvintade antalet observationer i kategori j i serie ¢ E (X;;) = nip;
som skattas med n;p;.

Kategori (betyg)
Skattat forvintat, n;p; 1 (u)  2(3) 3 (> 4)
Serie 1: > 50% | 20.700 67.275 27.025 | 115 =n,
Serie 2: < 50% | 15.300 49.725 19.975 | 85 =mns
Totalt: 36 117 47 200 =n
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Vi jamfor de observerade antalen z;; med de skattade forviintade antalen n;pj med teststatistikan
n’LpJ
ED ) Pl it
i=1 j=1

som under Hy dr approximativt x?((s — 1)(r — 1))-férdelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan
observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?((2 — 1)(3 — 1)) = x?(2)-tabeller far man att
Xé.01 = 9.21. Alltsa: forkasta Hy om @ > 9.21. Vi observerar utfallet

me 1
q= ZZ (@i —nap})” = 1.5696 4 0.0769 + 2.3534 + 2.1235 + 0.1041 + 3.1840 = 9.4115
=1 j=1 nlp]

sa vi forkastar Hy pa niva 1%. Nirvaron paverkar betyget.

14.28 Lat X;; beskriva antalet observationer i kategori (¢,7), j=1,...,r,i=1,...,s.

Tij Sékerhetsbéilte
1 (anvéndes) 2 (anvindes €j)
‘ 1 (litta) 101 113 ny = 244
Personskador | o 21) 58 198 na = 256
my; = 159 mg = 341 N =500

Vi skattar férdelningen for personskador med

L_m 244, 256

Vi skattar fordelningen for anvindandet av sdkerhetsbélte med

c_mi 159 . 34
qi_N Q1—500,Q2—500-

Om graden av personskada dr oberoende av anvindandet av sidkerhetsbélte sa kan man skatta sanno-
likheten for en observation i kategori (i, ), p; - ¢;, med py - q; och det forvintade antalet observationer

med -
* * 7 ]
N p; g = N
Npi-qj Siikerhetsbiilte
1 (anvéndes) 2 (anvéndes €j)
Personskador 1 (latta) 77.592 166.408 244
2 (svéra) | 81.408 174.592 256
159 341 500

Vi jamfor de observerade antalen z;; med de skattade forviintade antalen Npjq; med teststatistikan

n; m] )2

0=y e

=1 j=1

som under Hy dr approximativt x?((s — 1)(r — 1))-férdelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan
observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?((2 — 1)(2 — 1)) = x?(1)-tabeller fir man att
X2.01 = 6.63. Alltsa: forkasta Hy om @ > 6.63. Vi observerar utfallet

nnn] )2

7= ZZ x” n1m]

i=1 j=1

= 20.2235

sa vi forkastar Hg pa niva 1%. Anviéndandet av sikerhetsbiilte och graden av personskada &r inte
oberoende.
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15.1 Lat Y (x) vara normalférdelad med parametrar
Y (z) 4r N (/' + Bz, 0).
Med métningar i z1, ..., z, kan vi parametrisera modellen
Y(z) ir N(a+ B(x — T),0).
didr a = o/ 4+ 8. Vi har féljande n = 7 observationer:

z;: 1.0 2.0 3.0 40 50 60 7.0
v 09 14 22 27 32 43 42

Data kan sammanfattas med
=40 5=27

Sex = Z(ﬂii —7)? =28 Sy = Z(xi —-T)(yi —9) =16.7 Sy, = Z(yi —7)?=10.24

Detta ger oss skattningarna
Sy
o =y=27 8 = 5 Y = 0.59643

xrx

och interceptet o’ = o — Bz skattas med
(') = o — *T = 0.31429.

Vi soker z sa att o + Bz = 2.5, dvs = (2.5 — ') /0. En skattning ges av

/
25—-a'"
—— = 3.6647.
6*
4.5
x
x
ir o + 3% (x —4) = 2.7+ 0.596(x — 4) = 0.314 + 0.596
3.5
3
3k
25
x
oL
150 <
11
0.5
0 I I I I I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Regressionslinjen o + 8% (z — 4) = 2.7 4+ 0.596(x — 4).

15.2 Lat Y (x) vara normalférdelad med parametrar
Y(z) & N (o/ + Bz,0).
Med métningar i z1, ..., 2, kan vi parametrisera modellen
Y(z) ér N(a+ B(z — Z),0).

diir a = o/ + B7. Vi gor miitningar i punkter A\ motsvarande z = 1/A? och far féljande observationer:

by 6232 5571 5100
z;=1/A2 2.5748-1078 3.2221-1078 3.8447.108
Yi 19.38 25.62 30.10
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Data kan sammanfattas med
T=32138-10"% 7 =25.033

Ser =Y _(2i—7)> =8.0638-10717 Sy =Y "(;—F)(yi—7) = 6.8137-10"% Sy, = > "(y;i—7)* = 57.975.
Detta ger oss skattningarna

a* =7=25033 B = % = 8.4497 - 108

rr

och interceptet o’ = a — Bz skattas med
(@) =a* — "7 = —2.1229.

Variansen o2 skattas med

* 1 *
ST h2 (Syy — (8)%Sua) = n—2 (Syy = B75zy) = 0.40141

vilket ger s = V/s2 = 0.63357.

15.3 Med observationer y1(x1),. .., yn(zy), infor f6ljande beteckningar:

Seo =Y (@i =)  Sey= (@ -2)(yi—7)  Spw=y (-0
Da ar de oberoende skattningsvariablerna
o dr N(a,0/v/n)
g ar N(B,0/v/50).

En skattning av
mo = a + B(zo — T)

ges av
my =a" + 0" (xo — T)

som ar normalfordelad med vantevirde
E(mg) = E(a* + 8% (x0 —T)) = E(a") + E(8") (0o —T) = a+ B(zo —T) =mo

och varians

* * % _ " % _ o2 o2(xg —T)2
V(mg) = V(" + B (w0~ ) =V (a*) + V(8 (w0 —7)* = ©- + (g )
sa,
X e 1 X _52
mg r N | mo, o 5—1—( OSM)
Alltsa ar .
Mo — o ar t(n — 2)

1 (z0—=
S\t s

n

och ett konfidensintervall f6r mo med konfidensgrad 1 — p ges av

S

1
mo € my £1p/28 ﬁ—i— 5
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15.4 Skattningsvariablerna

o Ar N(a,a/\/ﬁ)
g ar N(B,0/v/Su).

Variansen o2 skattas med

1
@ = L (8~ (35 -

%2 (Syy — 3" Say) = 0.055929

vilket ger s = V52 = 0.23649. Ur t(n — 2) = t(5)-tabeller fas att to 925 = 2.5706 sa konfidensintervall med
konfidensgrad 95% ges av

a € o+ t0,025% = 2.7+ 0.22977 = [2.47, 2.93]

S

e [+t
ﬁ 5 0.025\/S—m

= 0.59643 + 0.11489 = [0.482, 0.711].

En skattning av
mo = a+ fB(zg — T)
ges av
my =a" + 0" (xo — T)

som dr normalfoérdelad med vénteviarde och varians enligt:

1 ({EO - 5)2
£ 50 N ’ 4
myg ar mg, o n + 75,“

Ett konfidensintervall fér my med konfidensgrad 95% ges av

(xo —T)*

. 1
mo € my + t9.0258 E + 5
xrx

Speciellt: med zo =0 fas mo = a+ (0 —T)3 = o’ sd &r

=2
+ g— =0.31429 + 0.51379 = [~0.1995, 0.82807] (95%).

x

o €'+ t0.0258

S|

45

35

0 ! ! ! ! ! ! ! ]
0 1 2 3 4 6 8

4 5 6 7
Regressionslinjen fran uppgift 15.1 med 95% konfidensinter-
vallet for a + Bz for olika virden pa x inritad.

147



15.5 Fortséttning pa uppgift 15.2.

Eftersom skattningsvariabeln a* = Y #r N(a, o/1/n) far vi ett konfidensintervall av konfidensgrad 1 —+ =
95% som s

aca" £ tv/gﬁ =25.033 £ 4.6478 (95%).
Vidare, 5* &r N(8, 0/+/Szz) sa ett ett konfidensintervall av konfidensgrad 1 — v = 95% ges av

Bep+ t7/2\/% =8.4497- 108 £8.9648 - 108 (95%).

For att fa ett konfidensintervall for m(x) = o + S(z — T) utnyttjar vi att

_7)2
m*(z) = a* + Bz — %) ir N [ m(@), 0y > + (Gt
n SZEZE
Alltsa &r
* 1 (33—51)2
m(z) € m*(z) £ t,/28 - + 5

For interceptet o = m(0) far vi att

1 =2
of € () £ty 08—+ -

=-2.1229429.184  (95%).

n o S

35

20

15

10 I I I I I I I ]
24 2.6 2.8 3 3.2 34 3.6 3.8 4

1078
Observationerna (z;,y;) utprickade tillsammans med regressionslinjen
m*(x) = o’ + B*z. Prickade linjerna markerar #indpunkterna av konfi-
densintervallet fér m(x) med konfidensgrad 95%.

B1421 En stokastisk variabel X kan anta virdena Sx = {0, 1,2, 3}. Vi vill testa hypotesen

1 1
Hy : X &r Bin(3, Z) mot H, : X &r ej Bin(3, 1)

pa niva o = 0.05. Om Hj &r sann sa ar sannolikheten att fa en observation i kategori 4
. AW 3—i
pi=P(X=1i)= ; p'(l—p)>°~" i=0,...,3
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med p = 1/4. Med n = 4096 observationer lat X; vara antalet observationer i kategori .

i 0 1 2 3
observerad frekvens, x; | 1764 1692 552 88 | n = 4096
Hypotes, p; 27 27 9 1 1
Forvéntat antal, np; 1728 1728 576 64 4096

Vi jamfor de observerade antalen x; med de forvintade antalen np; med teststatistikan

Q Z np i

som d& hypotesen om binomialférdelningen stimmer dr approximativt x2(r — 1)-fordelad. Vi forkastar
hypotesen for stora skillnader mellan observerat och férvintat, dvs. stora viirden pa Q. Ur x?(4 — 1) =
x2(3)-tabeller far man att x3 ,; = 11.35. Alltsa: férkasta hypotesen om den givna férdelningen om @Q >
13.3. Vi observerar utfallet .
)2
=3 @immpi)” 4y 551135
- P

sa vi forkastar hypotesen pa niva 1%. Vi utesluter att observationerna kommer fran en Bin(3,1/4)-
fordelning.

B1422 Lat X;; beskriva antalet observationer i kategori j, j =1,...,r, i population 7,7 =1,...,s.
Kategori (kon)

Zij 1 (m&n) 2 (kvinnor)
Population 1: 46 54 100 =ny
Population 2: 78 72 150 = ng
Population 3: 143 107 250 = nj

Totalt: 267 233 500

Vi vill testa om férdelningen av mén och kvinnor skiljer sig mellan populationerna. Med Hy som hypotesen
att det inte finns nagon skillnad sa skattas p;, sannolikheten att en utvald person har kén motsvarande
kategori j, med
_1 Z X, o 267 . 233
n e L0 P2 T 500
Vi kan da skatta det forvintade antalet observationer i kategori j 1 serie ¢ E (X;;) = n;p; med nipj.

Kategori (kon)

nipj 1 (mén) 2 (kvinnor)
Population 1: 53.4 46.6 100
Population 2: 80.1 69.9 150
Population 3: | 133.5 116.5 250
Totalt: 267 233 500

Vi jamfor de observerade antalen x;; med de skattade férvéntade antalen mp;f med teststatistikan

0=y y i

=1 j=1

som under Hy dr approximativt x?((s — 1)(r — 1))-férdelad. Vi forkastar Hy for stora skillnader mellan
observerat och forviintat, dvs. stora virden pa Q. Ur x?((3 — 1)(2 — 1)) = x?(2)-tabeller far man att
X&.10 = 4.61. Alltsa: forkasta Hy om @ > 4.61. Vi observerar utfallet

q= Z Z x” — lpﬂ — 3.7694 < 4.61

=1 j=1

sa vi forkastar inte Hy pa niva 10%. Det ér ingen pa niva 10% signifikant skillnad pa andelarna mén och
kvinnor i populationerna.
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