@ﬁb Ovningsuppgifter pa derivator for sf1627, matematik for ekonomer
R T (rev. 1)
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h—— ¢ 2. /x In(x) 3. x%e* In(x) 4.x7 In(x)

5. x3(Inx)?  6.(x—1)e*
Kvotregeln: derivera
Inx X Jx xe* 1+ x2
1. — 2. — 3. 7
x Inx 1++/x 1+x xe*

Kedjeregeln: derivera
L. e“/; 2. eV 3. xln(1+x2) 4. 1n(x+\/l+x2)

2 K 1
5. 1n(2+e3x ) 6. —(1— j
X (1+x)"

”Logaritmisk derivering”:
1. Bestdm uttrycket for durationen for en n-drig annuitet.

X
derivera: 2. xVx 3. V¥ 4, x(e )
Andra ordningens derivator: bestim andraderivatan till
3
1. e 2. 26" 3. Y
Bestdm den kvadratiska approximationen till funktionen i nirheten av den givna punkten:
n
r
4. (1+x)5, x=0 5.In(1+x), x=0 6. (1+;] , =0
2
7.1+x, x=0 8. 24 3x—4x> 9.2 x=0

2

Vixande, avtagande: Avgor 1 vilka intervall funktionen dr vixande respektive avtagande:

1. x2 —4x+3 2. x> 14x2—x-6 3. x7 4e2¥

2
4. 5x2e_4x 5. xze_x 6. ex—e3x

Konvexitet, konkavitet: Avgor om funktionen dr konvex eller konkav:

1. e~ 2.7 3. In(1+x) 4. Jx

5. I vilka intervall dr funktionen In(1+ xz) konvex respektive konkav?



Svar:

-2

Produktregeln: 1 [—Jrijex 2 L1nx+L 3. 2xe” 1nx+x2ex Inx+xe™
geln: 1. . .
x3 x2 2\/; \/;

4. 3x% Inx + x° 5. 3x2(1nx)2 +2x% Inx 6. xe”*

Kvotregeln: 1 1-Inx Inx—1 3 1 4 (3 —x? +x+1)
Kvotregeln: 1. —— , P .
x2 (lnx)2 2\/;(14_\/;)2 (1+x2)2
N B _ oVx L e
5. =3y —  Kedjeregeln: I. 2. e 3 In(1+x2)+ =
xe 2x X 1+x
2
1 6xe>* K 1 K n
Y Y Sl ) T aae
1+x 2+e%* U (1+x0)") X (1+x)
1 Jx
”Logaritmisk derivering”: 1. —- " , X7 (2+Inx)
roA+r)(A+r)" 1) 2/x

X

* 1
3. x*2(1-1nx) 4. x(e )ex(— +1In x) Andra ordningens derivator: 1. 9¢ >
X

3 2 1 1

2. ¢ (18x* +12x) 3. el/x[—3+—4j 4. 1+5x+10x> 5. x——x?
X X 2
n—1 1 1 1

6. 1+r+—1r? 7. 1+-x——x° 8. 2+43x—4x> 9. 1-—x?
2n 3 9 2

Vixande, avtagande: Se liroboken problem 6.3:1, 6.3:2, 6.10:4a, b, c, 6.10:5b.

Konvexitet, konkavitet: 1. konvex 2. konvex 3. konkav 4. konkav

5. konvex for — 1< x <1, konkav fér x <—1 och x>1.



@E‘s Repetitionsuppgifter for sf1627, matematik for ekonomer (rev. 0)
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& E 5 noog k-1 T 2 .
1 gé‘%g ¢ la. Beriikna summan . roka” . Ledning: ansitt ka" ~ = by, —by,_y dar

;’%X%é‘fgg by, = (xk + y)ak och bestim x ochy.

KTH Teknikvetenskap

1b.Om O<a <1, vad blirda > ka*~'?

ax ax

- - d -
2. Berdkna I(’:xe P dx . Ledning: ansitt xe™ ™ = o (bx+c)e” ™, och bestdm konstanterna

b och c. Observera likheten med uppgift 1!

3. Vilénar K kronor idag och amorterar med a(1+ §)k_1 kronorom k ar, k=1,2,3.... Om

rdntan dr 7 per ar, hur lang tid tar det innan lanet dr amorterat? Antag forst att d = r, och
behandla sedan fallet d = r separat. Ledning: Lanet ar aterbetalat da nuvardet av amor-
teringarna dr lika med lanets storlek.

4. Samma fraga som i 3, men vi har kontinuerlig férrantning » och betalar kontinuerlig amor-

tering a(?) = ae’?! per tidsenhet.

5. Efterfrdgan for kaffe ar Q(p) = Qoe_o'oo5 P [pahittat av mig] dér p &r priset per kilo. Tota-

la kostnaden for kaffet da priset &r p =50 kr/kilo dr alltsd K = 50- Qoe_o'25 kronor. Antag
att priset p sénks frén 50 till 45 kronor per kilo. Bestim 6kningen av konsumentoverskot-
tet, som andel av K. Var resultatet ungefar det du forvantat dig?

6. Bestidm priselasticiteten for efterfragan pé kaffe (se uppgift 5) vid priset p =50 kronor

/kilo. Berdkna med den approximativa formeln med elasticitet den procentuella 6kningen 1
efterfrdgan da priset minskar fran 50 till 45 kronor per kilo, och jamfor med det exakta
vérdet.

7. Derivera funktionen x2* .

8. Vi har en cylindrisk tank med vatten i. I botten finns en tapp, och nir den dras ur rinner

vattnet ut med hastigheten Vx liter per sekund, dir x &r vattennivéns hdjd i cylindern. Om
vattennivans hojd frén borjan ar /, berdkna den tid det tar for allt vatten att rinna ut. Vi an-
tar att cylinderns innerdiameter &r 1.

9. Funktionen y = y(x) definieras genom sambandet x>+ x? y+ y3 +y =2. Verifiera att
y(0) =1. Bestdm en approximation av y(x) indrheten av x = 0 som ett polynom av andra
graden.



1-a" (n+1-an) 1 1—e " (1+an)

Svar: la. 1b. .
(1-a)? (1-a)? a’
In(a+ K(0—r))—Ina In(a+ K(0—r))—Ina
4. 5.10.126% ; Ja!
In(1+8)—In(1+7) S—r %5 Ja

6. Il =—-0.25, enligt approximativa formeln skulle 6kningen i efterfragan vara 2.5%, exakta
vardet dr ~2.53% .

V4 1
7. 2x2x(l+lnx) 8. 5\/2 9. y(x)~ l—sz
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Négra ovvningar pa kalitel 12 och 13.

1. z=z(x,y) bestims genom sambandet 4x°> +3ye>® —2z¢?? =4, diir 2(1,2) = 3. Bestim
derivatorna z5(1,2) och z,(1,2).

2. z=2z(x,y) bestims genom sambandet X2+ y2 +z+2° =4, Bestim uttrycken for
Z¥x s Zxy och zyy (uttrycktai x,y och z).

3. Bestdm marginella substitutionskvoten Ry, dd O(x, y,u) = (x% + yﬂ +u’ )5.

4. Bestim storsta virdet for funktionen 4 —10x2 + 24xy +8x—16 y2 .

5. Bestidm minsta virdet for funktionen 5x° —4xy +10x + y* =6y +10.

Svar:
, 1 -6 , 3
1. ZXZ;(18+66 ),ZyZE
2 24x°z 24xyz 2 24y°z
2‘ ZH — ZH — ZH —

=T340 324107 TP G2 +D) TP 32241 (322 +1)°

y-1
Ryu = Z uﬁ—l
gy

4. 20. Antasfor x=4,y=3.

5. 0. Antasfor x=1,y=S5.



oy Ovningar pa Lagranges Multiplikatormetod for sf1627
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"g }SEIN;EIP %%’ 1. Bestidm storsta och minsta védrdet av x+ 2y under bivillkoret
38 OCH KONST ©¢ D) D)
=1

S s x“+y
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2.  Ett foretag har produktionsfunktionen /(K, L), ddr K och L é&r “insatsvarorna” kapital
och arbetskraft. Priserna pa “insatsvarorna” dr r respektive w . Foretaget minimerar sin
kostnad for en given produktion O = F(K, ). Visa att marginella substitutionskvoten
oo

!
Foow

3.  Enkonsument har nyttofumktionen ~/x + ﬁ da han konsumerar kvantiteterna x respek-
tive y av tva varor. Priserna pé de tva varorna dr p respektive ¢, och totalt spenderar

han beloppet m pa de tvé varorna.
Bestdm de optimala kvantiteterna x* och y*. Bestdm ocksd marginalnyttan av in-

komst, uttryckti p, g, och m. Hur paverkas marginalnyttan av inkomst om bégger pri-
serna och m fordubblas?

4. Bestim storsta virdet av x”y”° under bivillkoret x> +2y” =1. Vad #r minsta virdet? kan
du se det utan att gora ndgra kalkyler?

5. En konsument har nyttofunktionen #(x, y)+z vid konsumtionerna x, y,z av tre varor.

Han maximerar sin nytta och spenderar totalt beloppet m pa de tre varorna, vars priser ar
p.q,r, respektive. Visa att de optimala vardena pa x och y inte beror pad m. Visa att

marginalnyttan av inkomst inte heller beror pa m .

6. Under forutséttningarna i problem 5: visa Slutsky-symmetrierna for de inversa efterfrage-

- . op g
funktionerna for x och y: —=—

oy O

SVAR pé nigra av problemen
1 2

1. Storsta vérdet ér +/5 och antas for x = NG y= NGk minsta véirdet ir —~/5 och antas
5 -1 -2
or x=—Fp=, y=—"7.
NN
mq mp . pPtq
3. xx= , y= marginalnyttan =
pa+p’’ " pa+q’ 2,/mpq

1
4. 3 Minsta virdet dr uppenbarligen (?) 0.
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= V454320 V12493 4. (32+42)1/2 V1o (1+ 3)

1. —— 2. 3. 5.
J13 Js J27 344100 410
3x 2 2
2 +b)Y —(a-b 2
6. e1I12 -lne3 7. 8. In18—In2—-2In3 9. (a+b)” —(a-b) 10. xlnx—e(lnx)
4%2% ab

Svar: 1.4/13 2.5 3.1 4.5 5.1 6.6 7.1 8.0 9.4 10.0

Blandade ovningar for sf1627
. . ®© —3x
1. Berikna integralen IO e dx

2. Efterfragan pé en vara ges av qd =4 - p och utbudet ¢° =4p -85

a) Bestdam pris och kvantitet vid jimvikt (utbud=efterfragan).
b) Beridkna vilfardsoverskottet vid jamvikt.
c) Antag att prodecenten har monopol, och sitter priset till p =3. vad blir “Dead Weight

Loss”? (Dvs. hur mycket minskar vélfarden jamfort med jamviktsléget.)

3. Svirare fraga for “hackers”! I fraga 3, vilket pris véljer en vinstmaximerande mono-
polist?

4. Funktionen y = y(x) ér definierad vis sambandet y +e” = X tx+1 ,och y(0)=0. Be-
stam den kvadratiska approximationen till y(x) da x ~ 0 (dvs. bestdm det polynom av
andra graden som approximerar y(x) da x~0.)

2

5. a) Bestim det intervall dir y = x“e”* &r konkav.

b) Bestdm funktionens storsta virde i detta intervall.

1 1 11
Svar 1.~ 2a. p=25 ¢=15 b) W =45/32 ¢) 5/32 3. 3. 4 y(x)zgx—gxz

5a. Konkav i intervallet. 2 — \E <x<2+ \E

b) Storsta vardet ar 4e~2 som antas for x = 2.
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Forenkla foljande uttryck:

2 2 18+/6 1 1
L2 g, 8Y6 log;27 4. 108w g Inx

V22 V3+4/12 log;y(e) log;o(x)
Los foljande problem:

6. En statsobligation ger 2’000 kronor i kupongutdelning efter ett halvér, efter ett ar och efter
ett och ett halvt ar. Den inldses sedan till 102’000 kronor efter tva ar. Réntan » dr tva pro-
cent per halvér. a) Berdkna nuvérdet av denna obligation. b) Berdkna durationen av denna

PV'(r)

obligation (durationen ar — for det aktuella vérdet pé r) uttryckt 1 dr!

7. Ett kassaflode ger a(1 +d)k efter k ar, k=35, 6,..., 50. Réntan dr r per ar. Bestdm nuvérdet

av detta kassaflode. Vi kan anta arr r > d.

8. Funktionen z = z(x, y) ges av xz’ +2xy2 +x%2=4,0ch z(1,1) = 1. Bestém ett ndrmevér-
det till z(1.05,0.96).

svar: 1.0 2.2 3.3 4.Inx S5.In(10) 6.1.904 éar

1+d((1+a\* (1+d)"
7. a - 8. 09775~ 098
r—d\\1+r 1+r




