Definition: Variansen for en stokastisk variabel definieras och betecknas

V(X)=E[(X —E[X])?].

Exempel: Tarningskast

(enhet: "kvadratprickar”)

Definition: Standardavvikelsen for en stokastisk variabel definieras och betecknas
D (X) =V (X).
Denna har ratt enhet.

En liten insyn i vad standardavvikelsen betyder kan fas genom féljande.

Sats (Tjebychovs olikhet). For k > 0 dr

P(|X—E[X]|>kD(X))§%.

Bevis: (Tjebychovs olikhet) Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med pu = E[X] och
o =D(X). Da &r
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Med € = ko fas satsens pastaende.

Riaknelagar for vinteviarden och varianser

Sats. For konstanter a, b ar

ElaX +0 =aE[X]+b  V(aX +b)=a*V(X).

Bevis: (diskreta fallet)

ElaX +b] = > (ak+b)P(X =k)
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V(aX +b) = E[((aX+0b)—E[aX +10])°] =E[(aX +b—aE[X]—10)?]

= E[a*(X —E[X])?] =®E[(X —E[X])?] =a®V (X)

Sats. For tva stokastiska variabler X och Y ar

E[X+Y]=E[X]+E[Y].



Bevis: (diskreta fallet)

E[X+Y] = Z Z(a;+y)P(X:x,Y:y)
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Sats. For tva oberoende stokastiska variabler X och Y giller
E[XY]=E[X]E[Y].

Bevis: (kontinuerliga fallet)
E[XY] = / / zyfxy(z,y) dmdy:/ / zyfx () fy (y) dz dy

- / yfy () / rfx(x)dr dy = E[X] / yfy(y)dy = E[X]E[Y].

————— ———
E[X] E[Y]

Exempel: Lat Uy, Uy, Us vara oberoende och likaformigt fordelade pa intervallet [0, 1]. Da ar
fuz)=1f6r0<z<1loch E[U]=1/2.

Av Uy och Us konstrueras en rektangel med U; och Us som sidlingder. Rektangeln har da en
genomsnittlig area

E[U; - Us] = {oberoende} = E [U1| E[Us] =
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Vidare konstrueras en kvadrat med sidlingd Us. Kvadraten har en genomsnittlig area
2 < by L1
E[U3] = 2 fu(x)de= | 2 - lde=<->-
oo 0 37 4
sa kvadraten har i genomsnitt storre area dn rektangeln.
Lat (X,Y’) vara en tvadimensionell stokastisk variabel och beteckna p, = E[X] och pu, = E[Y].
Da ar
V(X+Y) = (X+Y -EX+Y)])?] =E[(X —pa +Y — )7
(X = pa)® + (Y = My)Q +2(X — pa) (Y — My)]
(X - Nr)g] +E [(Y - :“y)g] +2E[(X — pa) (Y — py)]
X)+V()+2C(X,Y).
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Definition: Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y definieras

C(X.Y) = E[(X — u)(Y — pn,)].

Variabeln
(X = pa) (Y — py)



méter om X och Y tenderar att variera at samma eller motsatt hall. Om X &r stor/liten (relativt
i) och Y samtidigt &r stor/liten (relativt u,) sa dr kovariansen positiv eftersom + - + = + och
— - — = +. Analogt, om X och Y varierar at motsatt hall &r kovariansen negativ, + - — = — och
— -+ = —. Kovariansen méter linjdr samvariation.

Korrelationen (korrelationskoefficienten) ér det dimensionslésa linjira samvariationsmattet. Den

definieras och betecknas
C(X,Y) C(X,Y)

Py N VY) DX)D(Y)

Korrealtionskoefficienten uppfyller alltid

—-1<pxy <1
och |pxy|=1omY =aX +b.
Med linjariteten hos vanteviarden har vi dven foéljande berdkningsformel
C(X,Y) = E[(X —pa)(Y —py)] = E[XY — paV — py X + iz pry ]
= E[XY] - E Y]~y EX] 4 pagsy, = E[XY] — ropy.

Speciellt kan man notera att V (X) = C(() X, X) sa

Sats (Steiners sats).
V(X) =E[X?] - (E[X])*.

For oberoende stokastiska variabler &r E [XY] = E[X]E[Y] sa
C(X,Y)=E[XY] - pgpy =EX]EY] — pigpy =0
och
VIX+Y)=VX)+VY)+2C(X,Y)=V(X)+V(Y).

——
=0

Stokastiska variabler (inte nédvéndigtvis oberoende) som har C(X,Y) = 0 (alt. px,y = 0) ségs
vara okorrelerade.



