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KURSREGISTRERING

» Det ar viktigt att du kursanmailer dig i Rapp! Logga in dar med ditt
KTH-id och klicka pad aktivera.

» Kursbeteckningen i Rapp ar SF1901: sanstatl17.
» For mer information om kursregistrering, omregistrering,
tentaanmalan, mm, se lank till studentexpeditionen pa

kursenshemsida

https : / / www.kth.se/ sci/ institutioner / math/ utb/ studentexp
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KURSINFORMATION

» Blom m.fl. Sannolikhetsteori och statistikteori med tillimpningar
» P& kursenshemsida finns

> formelsamling och tabeller
> tilligsmaterial (labhandledning, Matlab-filer, mm)
> gamla tentor

» Under Aktuell information ges fortlopande information om
schemaandringar, vad som gatts igenom pa foreldsningar etc.
Schemat omfattar
> tva féreldsningar per vecka (férutom v. 35)
> en 6vning per foreldsning enligt

Grupp 1: Hanna Fredenklo Jansson (hfj@kth.se)
Grupp 2: Henrik Sjokvist (hsjok@kth.se )

en forberedande Matlab-introduktion, v. 36
en datorlaboration i v. 41

v

v
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EXAMINATION

> Den skriftliga tentamen (den 25 oktober 2017) bestar av sex
uppgifter och tentamenstiden dr fem timmar. Varje korrekt 16st
uppgift ger 10 poang och for betyget E kravs 24 podng. De som far
22 eller 23 podng pa tentamen kommer att f3 mojlighet att
komplettera till godkidnt betyg (dock preliminara granser).

> Bonuspoing (maximalt 7 bonuspodng pa forstagangstentamen) kan
erhallas genom

» godkand kontrollskrivning (onsdagen den 20 september): 4
bonuspoing

» godkand datorlaboration: 3 bonuspoang. Grupper om max tva
studenter

> Viktigt! Observera att endast studenter som erhallit minst 20 poang
(av 60) utan medriknad bonus pé den skriftliga tentamen kan f&
medrakna sina bonuspoing i tentamensresultatet.
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INLEDNING: ALLMANT OM MATEMATISK STATISTIK.

| dagens tillampningar skapas det ofta stora datamangder (Big Datal).
D3& man observerar matdata ser man ofta variationer i matvardena dven
om man i princip har matt samma sak.

| den har kursen ska vi studera matematiska principer som ar anvandbara
for att hantera sadana situationer. Fokus ligger pa tva omraden:

» att kunna formulera och analysera matematiska modeller for vad
som brukar bendamnas fér slumpférsék, dvs ett forsok som
karakteriseras av variabilitet

> att anvdnda observationer fran slumpforsdk (ett insamlat
datamaterial) for att skaffa sig kunskap om sidant som inte kan
direkt observeras.

Sannolikhetsmodeller och statistiska metoder
hjdlper oss med allt detta!
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SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK

» Sannolikhetslara — hur beskriver man slumpen?

» Statistisk inferens — vilka slutsatser kan man dra av
datamaterial?

» Sannolikhetslara utgor en grund for statistisk
inferensteorin.
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VAD AR SLUMP?

> Inom sannolikhetsteorin anvinds slump som en bendmning pa det
oforutsagbara: dven om ett forsok upprepas exakt, gar det inte att
forutsdga resultaten fran gang till gang.

» Utgdende fran slumpférsoket skapar man en modell vilken anvinds
vidare som bas for de matematiska berdkningarna.
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MATEMATISKA MODELLER

» Deterministiska modeller:
Ex. Ohms lag, samband mellan spanning U, stromstyrka /

och resistans R:
U=R-I

S3a har ar det, da blir det s3 har.

» Slumpmodeller:
U=R-I+c¢

dar € ar slumpmadssig variation/matfel /matosakerhet.

Sa har ar det, dd kan det bli sa har.

Deterministiska modeller utvidgas med ett stokastiskt
synsatt!
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VAD AR SLUMPMASSIG VARIATION?

» Vad kan vi veta om slumpmadssig variation?

» Inte exakt vad som kommer att handa, men hur ofta olika
saker hander.

» Vad vi kan sdga ar hur sannolika olika handelser ar.
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GAR DET ATT HELT UNDVIKA SLUMPEN?

» Svaret dr nej! Om man inte till hundra procent kan
garantera att ingenting kan ga fel, s kan inte risken for fel
vara lika med noll.
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TILLAMPNINGAR

» Statistisk modellering och analys av Big data!

"The twenty-first century has seen a breathtaking expansion of
statistical methodology, both in scope and in influence. 'Big data’,
'data science’, and 'machine learning’ have become familiar terms in
the news, as statistical methods are brought to bear upon the
enormous data sets of modern science and commerce.”

— B. Efron, T. Hastie Computer Age Statistical Inference,
Stanford University, 2016.

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 1



INGENJORSTILLAMPNINGAR

» Dimensionering av mekaniska konstruktioner, t ex broar
och byggnadskonstruktioner. Belastning och
materialegenskaper varierar slumpmassigt. Med hjalp av
sannolikhetsteori kan man modellera fenomenen med

komplex variabilitet.

Ironbridge
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INGENJORSTILLAMPNINGAR

» Prediktion. Hur kan man forutsdaga framtida varden
baserat pa historiska data. T ex vaderprognoser utnyttjas
for att i fjarrvarmeverk forutsdga forbrukningen pa nagra
dagars sikt.
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FLER TILLAMPNINGAR

» Kvalitetsstyrning som anviands for att Gvervaka en
produktionsprocess. Med jamna mellanrum mats d3 variabler av
intresse i processen.

» Ekonomi och finansmatematik

> Aktiedata
> Rantor
» Forsakringar

» Signalbehandling och reglerteknik

> Mobil och telekommunikation
» EEG/EKG

» Biologi, genetik och lakemedelsutveckling
» Elmarknad

> Osv.
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KORT OM BESKRIVANDE STATISTIK. BIRTH DATA

279 1 325 20 00 1 1111151 34 48 165 2122101110
gl 227 2 360 22 000301 105 34 550 11111000231
268 2 329 32 0 0 0 300 004833 6 17521131003 31
274 1 3280 27 0 0 0 2 0 0 0 0 49 35 70 165 1 1 13100210
=y 257 2 299 22 0 0 1 1 000 047 34 70 16 2112100210
M 272 2 2970 29 0 1 0 2 0 O NaN 0 48 33 63 165 1 1 1 1 1 0 0 2 1 1
264 2 2330 37 10 0 3 0 0 1145 34 55 166 3 1 131003 11
276 2 3360 27 0 0 1 2 0 0 0 15 35 48 160 2 1 1 100 1 110
269 2 3250 35 0 0 130 01 04935 S6 166 2 1 11100211
289 2 4180 26 0 0 0 2 0 0 0 0 56 36 € 173 1 1]2 1 1 0 0 1 31
272 1 3500 22 0 0 1 1 11115034 6 170 2111000110
21221450250|02011|aw27s7|7211231 031 2
286 2 375 19 0 1 0 1 0 1 0 1 52 33 NaN NaN 3 12 2 O NaN NaN 1 1 1
Bl 266 2 2020 23 1 0 1 1 0 1 1 NaN 49 34 69 159 2 1 2 12
(APl 205 2 3550 31 0 00301 1 0 s NN NaN 3 1 1 3 1 NN NaN 3 1 1
286 1 3140 35 0 0 1 3 0 0 0 0 51 35 66 160 11 13 0 0 0 1
292 13240 24 0 0 0 1 0 1 0 1 50 35  NaN NaN 1 2 NaN 3 1 NaN NeN 3 1 Naw
280 2 3360 23 0 0 1 1 1 1 NaN 1 49 35 }e 167 3 1 1110 0 2 1 1
275 2 3870 26 0 0 1 2 0 1 0 0 51 36 65 178 2 112 100 2 1 Na
ol 255 2 3520 28 00 0 2011 050 34 6 1771111100252
277 2 2900 34 0 0 1 3 0 0 1 1 48 34 S5 171 3 113100 2 11
Bl 275 2 2550 36 0 1 03 00 1 045 34 55 163 11131 003 11
2721 3120 29 0 1 1 2 1 1 1 NaN 45 34 42 161 2 1 2 1 NaN 0 1110
S 250 2 3820 29 0 0 0 2 0 0 1 0 52 37 57 173 1 1 2 3 1 0 0 2 1 NaN
5 ERECEREEEER N ) NaN  NaN 3 1 NaN 1 1 NaN NaN 1 N NaN
256 1 2700 31 0 0 0 3 0 0 0 0 47 34 68 180 11 12 100 231
273 2 3400 32 0 0 0 3 0 0 0 049 34 Ss 171 1111100232
276 2 2890 21 0 0 1 1 0 NaN 1 1 47 33 65 172 2 1 2 3100 3 1 0
281 13970 32 0 0 0 3 0 0 NaN NaN 51 36 57 167 11 11100 2 11
283 2 3560 21 0 0 0 1 0 1 0 0 50 35 S8 157 2 1 2 3 1
286 2 4100 25 0 1 0 2 0 1 1 0 50 NaN 55 160 1 1 2 31 00 3 1 Nan
294 2 3220 20 0 0 0 1 0 1 1 150 33 NN  NaN 2 113 1 NaN NeN 3 3 0
286 1 355 22 0 0 0 10 0 0 0 50 37 48 156 2 1 1 1 1 112 11
274 2 3330 25 0 0 0 2 0 0 0 152 34 93 164 3112100110
251 1 2355 18 0 0 0 1 0 O NaN NaN 45 NaN 42 156 3 1 1 3 1113 10
286 2 3850 21 0 0 0 1 0 0 0 0 51 35 54 1 22210001 11
252 2 149 26 1 0 0 2 0 O NaN 1 43 30 60 165 3 1 2 3 1 0 0 3 1 1
B o0 570 25 0 0 0 1 o 1 1149 36 48 156 2 NN 13 1112 11
F ERECERREEREEREE R R R R
. Plain Text - Tab Width: 8 + Ln 59, Col 67 INS

FIGUR: Filen (fragment) birth.dat innehaller 26 variabler, 747 individer.
Variabler: t ex var 3 &dr barnets vikt i gram. Lds mer om data i birth.txt




GRAFISK PRESENTATION AV ETT DATAMATERIAL

» FOr ett statistiskt material kan det vara meningsfullt att
klassindela observationerna i lika stora intervall och
avsatta en stapel vars hojd ar proportionellt mot antalet
matvarden stapeln star pd. Diagramtypen som da anvands
kallas histogram.

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 1



HISTOGRAM

Antal

i}
500 1000 1500 2000 2500

3000 3500

4000 4500
Fadelsevikt

5000 5500

FIGUR: Histogram av fédelsevikt hos 747 barn i birth.dat. MATLAB:
hist(birth(:,3))
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FIGUR: Consumption of heat (kW/kWmax)*100 as a function of outdoor
temperature in offices in Stockholm city week days (red) respectively week-ends
(black). Dalgvist et. al (2012) Energi (46(1):16-20.
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LAGESMATT: MEDELVARDET

> For ett datamaterial finns det ofta ett behov av att beskriva ndgot
slags "genomsnittsvarde” eller Iigesméatt som for (kvantitativa data)
ges av bl a medelvirdet

summan av alla observationer

Medelviardet = -
antalet observationer

» Allmant, |3t xq, ..., x, vara data. Medelvardet definieras som
n

> | birth data: for fodelsevikt (enhet:gram) har vi

:\!—‘

747
) x; = 2540225, x = 2540225/747 = 3400.6

i=1
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SPRIDNINGSMATT

Varians och standardavvikelsen dr vanligaste satt for att ange spridning
om variabeln ar kvantitativ.

» Variansen ges av

> | birth data: s> = 324620 och s = 569.7519. Obs! s ges i gram.
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SANNOLIKHETSTEORINS GRUNDER

Vi behover féljande begrepp/definitioner

» Slumpforsoket ar en experiment dar resultatet inte kan pa forhand
avgoras.

Ex: Tarningskast

» Resultatet av ett slumpmaéssigt forsok kallas for utfall, betecknas
med w. Mangden av mdjliga utfall kallas utfallsrum, bet. med (),
det giller att w € Q.

Ex: Tarningskast, w ="ant. 6gon’, O =1{1,23,4,56}
» Handelse &r uppsattning intressanta utfall. Bet. med A, B, C, .. ..
For en handelse A giller det att A C (), dvs A ar delméangd av Q).
Ex: Térningskast, A = "udda ant. 6gon”, B = "minst fyra”
A={1,3,5}, B={456}

ACQ, BcCQ

» Handelser och grundlaggande mangdlara. Venndiagram. Ex. pa tavla
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FREKVENSTOLKNING AV SANNOLIKHET

» Ex: Tarningskast, A ="vifar6:an”, A= {6}. Vi vill ordna
sannolikheter till hdndelser, dvs vi vill ha ett tal som avspeglar hur
stort ar chansen att A intraffar.

» Sannolikheten for en hindelse A betecknas P(A).
Ex. Tarningskast:  intuitivt P(A) = %.

» Upprepade tirningskast. Hur ofta A intriffar? Talet P(A) m3ste
véljas sd att det Gverensstammer med den relativa frekvensen fér A
fa(A) da det slumpmissiga férsdket upprepas n ggr, dvs

ant. ggr. A intréffar i n forsok

fn(A) = — P(A) d& n— oo

n

» Ex: Relativ frekvens av sexor vid 1000 kast.
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RELATIV FREKVENS AV SEXOR VID 1000 KAST
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Antal kast

> Vi sitter alltsd P(A) = 1/6.
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KOLMOGOROVS AXIOMSYSTEM
» Sannolikhetsmatt P(A) for varje A C Q).

> Sannolikhetsteorin axiomatiserades 1933 av den ryske matematikern A.
Kolmogorov i det numera klassiska verket Foundations of the Theory of
Probability, (Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung).

> Sannolikhetsméattet P ska uppfylla forljande axiom

Ax. 1. F&r varje hindelse A giller det att 0 < P(A) < 1.

Ax. 2: For hela Q) giller att P(Q)) =1

Ax. 3 Om A1, Ay, ..., aren f3ljd av av parvis ofdrenliga hdndelser
sa galler att

P(A1UA2U...):P(Al)+P(A2)+...

> Ax. 1- Ax. 3 entydigt bestammer begreppet sannolikhetsmatt.
Overensstammer med frekvenstolkningen av P(A).

» Masstolkning av P(A):

l3gg ut massan av 1 p& Q). D3 ir P(A) = massan péd A.

> Regler for sannolikhetskalkyl (Ex pa tavlan).
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KOLMOGOROVS AXIOMSYSTEM (FORTS.)
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FIGUR: Andrej Nikolajevitj Kolmogorov (1903-1987), en rysk matematiker som
var framst aktiv inom sannolikhetsldran och topologin, men arbetade dven med
Fourierserier, turbulens och klassisk mekanik.
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ERGEBNISSE DER MATHEMATIK
UND IHRER GRENZGEBIETE

HERAUSGEGEBEN VON DER SCHRIFTLEITUNG

DES
»ZENTRALBLATT FUR MATHEMATIK“
ZWEITER BAND
3

GRUNDBEGRIFFE DER
WAHRSCHEINLICHKEITS-
RECHNUNG

A, KOLMOGOROFF

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
i 1933
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DEN KLASSISKA SANNOLIKHETSDEFINITIONEN

> Antag att () bestdr av m stycken mgjliga utfall (utfallsrummet &r
diskret), dvs
Q={wi,wa,...,0m}

» Vilj pi = P(wj) =1/mférallai=1,..., m dvs alla w; ar lika
méjliga. Y 1 pi = 1.
» Betrakta A C Q.

1  ant for A gynsamma utfall g

PUA) = ¥ Plw)= ¥ —=

= Lam ant. méjliga utfall Tm

> | detta fall foreligger likformig sannolikhetsfordelning.
> Exempel (pa tavla).
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LITE KOMBINATORIK

> For att betrakta g och m i den klassiska sannolikhetsdefinitionen
behdver vi ndgra kombinatoriska begrepp.

» Multiplikationsprincipen ar en grundlaggande sats!

Antag att dtgard i kan utféras pa a; olika satt dari=1,2,...,n,
dvs n st olika dtgard féreligger. | s3 fall finns det totalt

ay-ax-az---an
satt att utféra de n dtgérdena.
» Foljdsats: n element kan ordnas pa
n-(n—=1)---2-1=n!

olika satt.

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 1



LITE KOMBINATORIK, FORTS.
Med hjilp av multiplikationsprincipen far vi féljande resultat for dragning av k
st element ur n:

1. Dragning med 3terldggning av k st element ur n med hansyn till ordning

kan ske pa
n-n-n---n=nk
k ggr
olika satt.
2. Dragning utan aterlaggning av k st element ur n med hansyn till ordning
kan ske pa
n(n—1)(n—2)---(n—k+1)
olika satt.

3. Dragning utan aterldggning av k st element ur n utan hansyn till ordning

kan ske pa n(n_l)(n_z)...(n—k—i-l):(">

k! k
olika satt.

4%, Dragning med iterliggning av k st element ur n utan hansyn till ordning kan ske p3 (7§ 1) olika satt. Detta fall (med

terlaggning och utan hinsyn till ordning) ingér ej i kursen.
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LITE KOMBINATORIK, FORTS.

FIGUR: En klassisk unmodell &r ett av statistikerns favoritobjekt som anvands
for sannolikhetsberdkningar. | samband med likformiga sannolikhetsférdelningar
finns ménga praktiska problem som kan I6sas genom att aterféra problemen till
dragning av foremal fran urnor.
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LITE KOMBINATORIK, FORTS.

| en urna finns s svarta och v vita kulor. Man drar slumpmassigt n kulor
ur urnan. Hur stor dr sannolikhet att k vita kulor errhélls vid dragningen?

> Antag att dragning ar utan aterlaggning. D3 blir det sokta
sannolikhet (see Blom, avsn, 2.5, del a))

()0
(%)

n

» Antag nu att dragning var med aterliggning. Nu far vi (see Blom,

avsn, 2.5, del b))
0 (5) )
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