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TENTAMEN I 5B1507 MATEMATISK STATISTIK FOR T och M
ONSDAGEN DEN 19 OKTOBER 2005 KL 08.00-13.00.

Examinator: Jan Enger, tel. 790 7134.

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Formelblad statistisk
kvalitetsstyrning. Réknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Gréansen for godként ar
preliminért 24 poéng.

Den som fatt 22 eller 23 podang pa tentamen har mojlighet till komplettering. Komplette-
ringen skall goras inom tva veckor efter det att resultatet av denna tentamen publicerats.
Den som ar aktuell for komplettering skall till examinator anméla onskan att fa en sadan
inom en vecka fran publicering av tentamensresultatet.

Den som fatt godkint pa lappskrivning nummer 1 fran den 23 september 2005,
far uppgift 1 a) tillgodoriknad. Den som fatt godkint pa lappskrivning nummer
2 fran den 5 oktober 2005, far uppgift 4 a) tillgodoridknad. Tillgodoriknade

uppgifter skall inte 16sas.

Resultatet anslas senast onsdagen den 9 november 2005 pa Matematisk statistiks anslags-
tavla i entréplanet, Lindstedtsvéigen 25, rakt fram innanfér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1

a) En kontinuerlig stokastisk variabel X har fordelningsfunktion

0 omx < 1

Fx(@) = 1—% omz > 1
Berékna vintevirdet F(2X — 1) och variansen V(2X — 1). (5 p)
b) En urna innehaller 52 kulor, fyra av dem numrerade 1, fyra numrerade 2,..., och fyra

numrerade 13. En person drar 5 kulor, en efter en och konstaterar att de tre forsta kulorna
har olika nummer. Vad ér, givet detta, sannolikheten att av de fem dragna kulorna minst
ett par eller triss dragits. Ett par innebéar att tva av de dragna kulorna har samma nummer
och triss innebér att tre kulor har samma nummer.

Anm. Detta problem &r naturligtvis ekvivalent med problemet att beridkna sannolikheten
att fa minst ett par eller triss i en pokerhand, givet att de tre forsta korten ar olika. (5 p)
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Uppgift 2

a) Ett mycket stort varuparti undersoks genom att man slumpméssigt drar 400 enheter
ur partiet och accepterar partiet om hogst 25 enheter av dessa ér defekta. Om andelen
defekta enheter i partiet dr 5 %, vad ar sannolikheten att det accepteras. Vilmotiverade
approximationer far anvindas. (5 p)

b) Anta att man riknar antal fel pa enheter och att antalet fel pa en enhet &r Poissonférdelat
med vantevarde p = 0.03. Antalet fel pa olika enheter antas vara oberoende av varandra.
Berékna sannolikheten att totala antalet fel pa 400 enheter ar hogst 15. (5 p)

Uppgift 3

Ett system utgors av en parallellkoppling av tre komponenter och fungerar sa linge som
minst en av komponenterna fungerar. Komponenternas livslangder, X7, X5 och X3 &r obe-
roende stokastiska variabler, alla exponentialfordelade med parameter A = 0.2 (per ar, A &r
felintensiteten).

a) Lat T vara systemets livslangd. Beridkna fordelningsfunktionen Fr(x) till 7' (5 p)

b) Beridkna systemets forvintade livslangd.

Anm. Man kan ha nytta av att fooo x"e""dx = n! om n dr icke-negativt heltal. (5 p)
Uppgift 4

a) w1 och xe dr observationer pa oberoende stokastiska variabler X; och X5 som bada har
vinteviirde yu, och varians o2. Berdkna a och b sa att de tva skattningarna

M1 obs = a1+ 3bzy  och  piy 0 = dawy + by

bada blir vintevirdesriktiga skattningar av g och avgor vilken som &r effektivast. (5 p)

b) For att undersoka draghallfastheten hos tva olika sorters staltradar gjordes provningar
av hallfastheten. Métvérden (i lamplig enhet):

Staltrad 1: 2.17 2.19 2.15 218 2.21
Staltrad 2: 1.06 1.05 1.07 1.04 1.08 1.06

Modell: Métvardena pa staltrad 1 resp. staltrad 2 antas vara oberoende observationer av
stokastiska variabler X resp. Y som &r N(u,0)- resp. N(ug, o)-fordelade, déar parametrarna
{1 , po och o dr okédnda.

Beriikna ett 95% konfidensintervall for pq — po. (4 p)
c) Testa pa 5 % signifikansniva hyptesen p; — o = 1.0. Motivering av svaret krdavs. (1 p)
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Uppgift 5

1.0, 2.4 och 3.6 &r tre oberoende observationer fran en férdelning med férdelningsfunktion

0 for x <0
F —
x() {1 — e f5r 1 > 0.

a) Beriikna maximum-likelihoodskattningen av 6. (5 p)
b) Undersok om skattningen dr véntevirdesriktig. (5 p)
Uppgift 6

En anléggning producerar syre, kviave och argon fran flytande luft. Renheten i syret antas
bero linjart pa luftféroreningarna som riknas i ppm (parts per million). Data:

Renhet y (%) ‘ 93.3 92.2 924 91.7 94.0 946 93.6 93.1 93.2 929 92.2 91.3 90.1 91.6 91.9
Fororening x ‘1.10 1.45 1.36 1.59 1.08 0.75 1.05 0.99 0.98 1.22 147 181 2.03 1.75 1.68

Hjélpsummor: Y, 27 = 29.3933, > .(y; — y)* = 18.696, > . x;y; = 1873.762, y = 92.54,
T = 1.354.

a) Ansitt en linjar regressionsmodell samt skatta regressionslinjens ekvation. Skatta ocksa
variansen o?. (3 p)

b) Ge ett 95% konfidensintervall for lutningen av regressionslinjen. (2 p)

¢) En person menar att da fororeningen &r 0 skall renheten vara 100 % och ansétter darfor
en modifierad regressionsmodell:

Y =100+ Sz + ¢, € € N(0,0).

Med data enligt ovan, berikna minsta-kvadratskattningen av § i denna modell. (5 p)
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a) Téthetsfunktionen for X blir fx(x) = Fi(x) = 4/2° for x > 1. Hirav erhalls

E(X) = /_00 rfx(x)dr = /00 4/xtdr = 4[—x73/3]3° = 4/3.

[e9] 1

och

B(X?) = /_OO 2 fx(z)dr = /100 4/x%dr = 4[—272/2]3° = 2.

o0

Det ger att V(X) = E(X?) — (E(X))? =2 — (4/3)? = 2/9 och séledes

E(2X —1)=2E(X)—1=5/3 och V(2X — 1) = 2°V(X) = 8/9.

b) Vi berdknar forst sannolikheten att inte fa nagot par eller triss d.v.s att kulorna (korten)
har olika valor. Satt B=héndelsen att fjirde kulan (kortet) &r olika de tre forstas valor och
C=héndelsen att sista kulan (kortet) &r olika de fyra forstas valor och lat A vara héndelsen
att de tre forsta kulorna (korten) har olika valor. Da har vi

40 36 30
P(B A)=P(B|A)-P ANB) = — .= - =2
(BNC|A)=P(B|4)-P(CANB) =55 =
1
Den sokta sannolikheten ar alltsa 1 — % = g
Uppgift 2

a) Lat X vara antalet defekta enheter i stickprovet. X &r Bin(400,0.05) som &r approximativt
N(20,v/19), eftersom np(1 — p) =400 - 0.05-0.95 = 19 > 10. Det ger
25 — 20

P(X <25) = 0(=

) = ¢(1.1471) = 0.874.

Med halvkorrektion erhalls virdet 0.896. (Exakt svar &r 0.894.)

b) Lat X; vara antal fel pa enhet nr i, ¢ = 1,2,...,400 och Y totala antalet fel. Da &r
Y = X1+ Xo+ - + Xygo Poissonfoérdelat med vintevirde 400 - 0.03 = 12. Tabell ger nu att

P(Y < 15) = 0.8444
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Uppgift 3
a) Man har att 7' = max(X;, X», X3) och

Fr(z)=P(T' <) = P(X) <, X, <z,X3 <) = (oberoendet)
= P(Xl S Q:) : P(XZ S x) . P(X3 S ,Cl}) = Fx<ﬂj‘>3 — (1 — 670'233)3,

eftersom Fx(v) = [*_ fx(t)dt = [[0.2- e 0%dt =1 — e7027,
b) Tathetsfunktionen till 7" &r
fr(z) = Fr(z) =3-0.2- ¢ %% (1 — ¢ 02)?

och saledes far man

E(T) :/ :CfT(x)dx:/ $-0.6-6_0'2x(1—6_0'2$)2:/ 2-0.6- (e 02 2047 o7 067) —
—00 0 0

0.6/ xe 0% dy — 1.2/ xe_0'4xd:c+0.6/ xe 0%y =
0 0 0

15 1
(variabelsubstituera och utnyttja anmérkningen) = 15 — 5 + 6=
Uppgift 4
a) Berdkna véntevirdena stickprovsvariablerna. Vi erhaller
E(uy) = E(aX; +3bX3) = aE(X1) + 3bE(Xs) = (a+ 3b)u
E(us) = E(4aX1 +0X5) = (4a+b)p

De #r viintevirdesriktiga om a + 3b = 4a + b = 1, vilket ger 16sningen a = % och b =
Varianserna blir

85
V(i) = PV (X0) + BV (X) =
73
V(1) = (aPV(X0) + PV (X) = <o
Saledes har p5 minst varians och &r effektivast.
b) Tva oberoende stickprov. Lat x1,... x5 och yi,...ys vara observationerna.

Enligt 12.2 och 11.2 d) i formelsamlingen fas konfidensintervall for pu; — po som

T—§Etapa(n +ne—2) \/1/n1 + 1/ny. Man far

och
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Den sammanvigda stickprovsvariansen fas av

5—1)s2 + (6 — 1)s2
2= BZDIHE =18 _ 503 151 ket ger s = 0.0183,
54+6—2

Man har vidare att z —y = 2.18 — 1.06 = 1.12 vilket ger

1 /11
+ 6= 1.12£2.26 - 0.0183 5 + 6= 1.12 £ 0.025.

c) 1.0 ligger inte i det 95 %:iga konfidensintervallet och hypotesen forkastas.

Ly, = T — Y £ t0.025(9)s

o] —

Uppgift 5

Kalla observationerna x1, x5 och x3. Tathetsfunktionen &r fy(x) = %e‘zg’/ 9 och likelihood-
funktionen blir

3
LO) = fx(1) fx(2) fx(zs) = 2_3(961;625,;3)26—<x%+x3+x§>/e

skall maximeras. Maximera logaritmen: In L = In(3*(zyz923)?) — (23 + 23 + 23) /0 — 31In(6).

Dess derivata ar
din L

3
7 (x§+x§+x§)/92 ~3

som 4ar 0 for
0 g :x:{’—l—x%—l—xg
obs 3

(ger maximum). Med siffror insatta far 6%, = 20.5.

b) Berikna E((X} + X3 + X3)/3). Vi har att
B(X?) = / 2 fx(z)dr = %/ ey = (2% /0 = t, 32 dx = 0dt) = 6/ te tdt =0
0 0 0

(se anm uppgift 3b)). Det ger dven E(6*) = 6, d.v.s. skattningen &r vantevirdesriktig.

Uppgift 6

a) Vi ansétter regressionsmodellen y; = o+ Bz; + €. Pa sedvanligt sétt erhalls skattningarna

g = >oilzi — )y, _ > Tl — nxTY _ 1873762 —15-1.354 - 92.54 30236
s S —x)2 Y, a2 — na? 29.3933 — 15 - 1.3542 '

. = — B°F = 92.54 — (—3.0236) - 1.3540 = 96.63
* 1 — * _
(0%)ns =" = 5 (D_(wi —9)* = B Z(x — 7)2) = 0.1065

)

Den skattade regressinslinjens ekvation blir alltsa y = 96.63 — 3.0236z.

b) Konfidensintervall f6r 3 ges av 3%, £ t0.025(15 — 2)s//>_,(x; — 7)?) vilket ger intervallet
—3.02 4+ 0.51 eftersom t0.025(13) = 2.16.
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¢) Man skall minimera

Q=" (yi — (100 + Bz;))’

%

med avseende pa (3. Derivera
Q' = -2 (yi — 100 — Ba;)z;

som ar 0 om

5 Sy —100)z; Y yw — 100, 2 1873.762 — 100 - 15 - 1.354
— Mobs — 2 - 2

- = —5.349.
- % 29.3933




