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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1508 MATEMATISK STATISTIK FOR S
TISDAGEN DEN 20 DECEMBER 2005 KL 08.00-13.00.

FExaminator: Gunnar Englund, tel. 790 7416.
Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Raknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Gransen for godként ar
preliminért 20 poéng.

Den som fatt 18 eller 19 podng pa tentamen har mojlighet till komplettering. Komplette-
ringen skall goras inom tre veckor efter det att resultatet av denna tentamen publicerats.
Den som ar aktuell for komplettering skall till examinator anméla onskan att fa en sadan
inom tva veckor fran publicering av tentamensresultatet.

Den som fatt godkint pa lappskrivning nummer 1 frin den 16 november 2005,
far uppgift 1 a) tillgodoridknad. Den som fatt godként pa lappskrivning nummer
2 fran den 30 november 2005, far uppgift 2 a) tillgodoriknad. Tillgodoridknade
uppgifter skall inte l6sas.

Resultatet anslas senast fredagen den 13 januari 2005 pa Matematisk statistiks anslagstavla
i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfoér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1

a) For de oberoende héndelserna A, B och C géller att P(A) = 0.3, P(B) = 0.4 och P(C) =
0.1. Berikna sannolikheten att atminstone en av hindelserna A, B och C' intriffar. (6 p)

b) En hiss pa KTH &r mérkt ”Hiss for hogst 400 kg eller hogst 5 personer”. En slumpméssigt
vald manlig teknologs vikt betraktas som en N(75,10)-fordelad stokastisk variabel, och en
slumpméssigt vald kvinnlig teknologs vikt som en N (65, 5)-fordelad stokastisk variabel. An-
tag att 3 manliga och 2 kvinnliga teknologer tdnker aka i hissen. Alla personernas vikter
antas vara oberoende. Beriikna sannolikheten att teknologernas vikt 6verstiger 400 kg. (4 p)

Uppgift 2

En viss typ av mikrokretsar levereras i partier om 1000 enheter. Man anvinder foljande
provtagningsschema: Ur varje parti véljs slumpméssigt utan aterldggning ett urval om 80
enheter som kontrolleras. Om hogst tre enheter i urvalet dr defekta godkénns partiet — i
annat fall underkédnns det. Berdkna
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a) sannolikheten att man underkénner ett parti dér brakdelen defekta enheter &r 0.005. (6 p)

b) sannolikheten att man godkénner ett parti ddr brakdelen defekta enheter &r 0.15. (4 p)
Lampliga och vél motiverade approximationer far géras i bade a- och b-delen.

Uppgift 3

For prediktion av skjuvhallfasthet hos stalbalkar anvénds i huvudsak en av tva metoder, hér
kallade metod 1 och metod 2. I ett jamforande studium kontrollerade man kvoten mellan den
predikterade belastningen mot den faktiska for fem olika balkar med de respektive metoderna.
De erhallna kvoterna &r som foljer:

Stalbalk nr 1 2 3 4 5
Metod 1 1.19 1.15 1.32 1.34 1.20
Metod 2 1.06 0.99 1.06 1.06 1.07

Resultat k, k = 1,...,n, fran metod 1 betraktas som ett utfall av N(ux + A, o1) och resultat
k fran metod 2 betraktas som utfall av N (g, 02). Alla stokastiska variabler i modellen antas
vara oberoende.

a) Stall upp ett konfidensintervall for den systematiska skillnaden A. Anvind konfidensgrad

95%. (7p)

b) Testa hypotesen Hy : A = 0.25 mot hypotesen H; : A # 0.25 pa niva 5%. Det skall av

ditt test klart framga ifall Hy kan forkastas eller ej. (3 p)
Uppgift 4

I en uppsats i Concrete Research, Vol. 41, 1989, presenteras data for sambandet mellan
tryckhallfasthet x och permeabilitet y for olika blandningar av betong.
En sammanfattning av dessa data, som omfattar n = 14 par (z;,y;) av observationer, r

iy =572 i ? = 23530
St @ =43 ST 42 = 157.42
S 2y = 1697.80.

Vi antar att (x1,y1),...,(14, y14) ar relaterade till varandra enligt en linjér regressionsmodell
dvs. som utfall av (z1,Y7),...,(x14, Y14), dér varje Y; &r normalférdelad N(« + fz;, o)

a) Bestdm skattningarna o, ., 5%, for koefficienterna i regressionslinjen. (3 p)

b) Anvind den skattade regressionslinjen for att skatta det forvintade virdet pa permeabi-
litet nér tryckhallfastheten = &r 4.3. (2 p)

d) Bestdm konfidensintervall med konfidensgrad 95% for « respektive f3. (5 p)
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Uppgift 5

For en bitstrom 6ver en brusig kanal kan bitar (1:or och 0:or) overforas felaktigt. Antag
att en bit (1:a eller 0:a) Gverfors felaktig med sannolikhet p oberoende av andra bitar. Over
kanal A &r felsannolikheten for en bit 0.005 och 6ver kanal B &r felsannolikheten 0.015.
Néar man mottog en bitstrom om n = 1000 bitar sag man att x = 10 bitar var felaktigt
overforda.

a) Skatta med Maximum Likelihood-metoden vilken kanal (A eller B) det var som 6verforde
bitstromen. (5 p)
b) Man vet att 75% av alla bitstromar gar over kanal A, resten 6ver kanal B. Med

A = {Kanal A anvinds} och B = {Kanal B anviinds} = A*

ar P(A) =0.75 och P(B) = 0.25.

Beriikna P(A|10 fel av 1000 bitar) och P(B|10 fel av 1000 bitar) och skatta anvénd kanal
med hjilp av dessa betingade sannolikheter. (5 p)

Ledning: Skattningen blir en sa kallad Bayes-skattning.
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FORSLAG TILL LOSNINGAR
TENTAMEN I 5B1508 MATEMATISK STATISTIK FOR S 2005-12-20

Uppgift 1
a) Vi skall berékna

P(AUBUC)=1—-P(A*"NnB*NC") = (oberoende) =1 — P(A*)P(B*)P(C*) =
—1-(1-0.3)(1—0.4)(1—0.1) = 0.6220.

b) Lat X; ='vikten av manlig teknolog nr ¢/, i = 1,2,3 och Y; ='vikten av kvinnlig teknolog
nr 7/, 1 = 1,2. Totala vikten ar S = X; + Xy + X5 + Y] + Y, som &dr normalférdelade
eftersom den dr summan av oberoende normalférdelade stokastiska variabler. Vi far E(S) =
E(X1)+ E(X,)+ E(X3)+ E(Y1) + E(Y2) =3-754 265 = 355 och

V(S) = (oberoendet) = V(X;) + V(Xz) + V(X3) + V(Y1) + V(Y3) = 3-10% + 2 - 5% = 350,
dvs S dr N(355,/350). Vi scker

S —355 400 — 355 45
P(S > 400) = P( 350 > /50 )=1-— (I)(\/ﬁ) ~1— ®(2.41) ~ 0.0080
Uppgift 2

X = antalet defekta i urvalet.

a) X &r Hyp(1000, 80, 0.005)-férdelad. Da n/N = 80/1000 = 0.08 < 0.1 sa dr X approxi-
mativt Bin(80, 0.005)-fordelad.

Da p =0.005 < 0.1 sa ar X approximativt Po(80 - 0.005) =Po(0.4)-férdelad. Saledes fas
P(X >3)=1— P(X < 3) = (Poisson-tabellen) ~ 1 — 0.99922 = 0.00078.

b) X ar Hyp(1000, 80, 0.15)-fordelad. Som ovan fas att X approximativt Bin(80, 0.15)-
fordelad.

Da np(1 —p) =80-0.15-0.85 = 10.2 > 10 sa &r X approximativt N (80 -0.15, +/10.2) =
N(12, +/10.2)-fordelad. Saledes fas

P(X <3)= P()jl_o—f < ?)ﬁo—lj) = q’(V%)

9
—1-®( —— ) =1—P(2.82) = 1 — 0.9976 = 0.0024.
(\/10.2) (2.82)
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Uppgift 3

De parvisa skillnaderna

Stalbalk nr 1 2 3 4 5
y; : (Metod 1 — Metod 2) 0.13 0.16 0.26 0.28 0.13

dr utfall av N(A, o)-fordelade stokastiska variabler, dir A skattas med y = 0.192 och o med
s = 0.072595. Da g ar ett utfall av Y, Y ar N(A, 0/y/n), sa ar

Y - A
S/v/n

Ur t(n — 1) = t(4)-tabell fas tg 025 = 2.78 sa ett 95% konfidensintervall for A blir

t(n — 1)-fordelad.

A €7+ tooms—— = 0.192 £ 2.78 - 0.0325 = 0.192 = 0.090 = (0.10, 0.28).

Vn

b) Eftersom A = 0.25 inte &r ett orimligt virde pa A enligt konfidensintervallet kan
H, inte forkastas pa niva 5%.

Uppgift 4
a) Vi far £ = 43/14 samt y = 572/14. Vidare ér (med beteckningar fran formelsamlingen)

14
Sew = Y a7} — 14(x)* = 157.42 — 14 - (43/14)* = 25.3486
1

14

Sey = Y xy; — 147 = 1697.80 — 14 - (43/14) - (572/14) = —59.0571
1

14
Sy = _yi — 14(y)” = 23530 — 14 (572/14)* = 159.7143
1

Detta ger

B = Suy/See = —2.3298, oy, = §J — B = 572/14 — (—2.3298) - (43/14) = 48.0130.

[e]

Skattad linje ar alltsa y = 48.0130 — 2.3298z.
b) Vi skattar med o, + 55,.4.3 = 48.0130 — 2.3298 - 4.3 = 37.9949.

obs
c¢) Vi skattar o med s dér

(14 — 2)s* = S, — (B%e)* Sex = 22.1229

o

som ger s = 1/22.1229/12 = 1.3578. Vi far konfidensintervallen

1 (2)? 1 (43/14)?
I, = a,*+t 12 — 4+ —— =48.0130 £ 2.18 - 1. —
a Xobs 0.025( )S 14 + Sxx 8.0130 8 3578 14 + 95 3486

= 48.0130 &£ 1.9714,
S
Is = B £lo025(12)

V SZECE

= —2.3298 £ 0.5879.
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Uppgift 5

Antalet felaktigt 6verforda bitar, x = 10, &r ett utfall av en binomialférdelad stokastisk
variabel X, X &r Bin(n, p) = Bin(1000, p).
Likelihoodfunktionen blir

n

Lp) = P(X=1)= ( )px(l s

("6)0.005'°(1 — 0.005)*° = 0.018  om p = 0.005
(1(1)80)0‘01510(1 —0.015)?° = 0.048 om p = 0.015

X

Da L(0.015) > L(0.005) a&r ML-skattningen att kanal B anvéindes. (Man kan anvénda Pois-
sonapproximation och tabell 5 for att bestamma sannolikheterna. Da far man att L(0.015) =
0.049 och L(0.005) = 0.018.)

b) Med Bayes formel fas

P(AN{X =10}) P(X =10[A)P(A)
PAX =10 = =X =700 ~ PIX = 10/A)P(4) + P(X = 10[B)P(B)
B L(0.005)P(A) o508
L(0.005)P(A) + L(0.015)P(B) ~

och P(B|X =10) =1 — P(A|X = 10) = 0.472. Har ar P(A|X = 10) > P(B|X = 10) sa
skattningen blir att kanal A anvéindes.




