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TENTAMEN I 5B1507 MATEMATISK STATISTIK FOR T och M TORSDAGEN DEN 12
JANUARI 2006 KL 08.00-13.00.

Examinator: Jan Enger, tel. 790 7134.

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Formelblad statistisk
kvalitetsstyrning. Réknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Gransen for godként ar
preliminért 24 poéang.

Den som fatt 22 eller 23 poédng pa tentamen har mdojlighet till komplettering. Komplette-
ringen skall goras inom tva veckor efter det att resultatet av denna tentamen publicerats.
Den som é&r aktuell for komplettering skall till examinator anméla 6nskan att fa en sadan
inom en vecka fran publicering av tentamensresultatet.

Den som fatt godkint pa lappskrivning nummer 1 fran den 23 september 2005,
far uppgift 1 a) tillgodoriknad. Den som fatt godkint pa lappskrivning nummer
2 fran den 5 oktober 2005, far uppgift 4 a) tillgodoridknad. Tillgodoriknade
uppgifter skall inte 16sas.

Resultatet anslas senast torsdagen den 2 februari 2006 pa Matematisk statistiks anslagstavla
i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfoér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1

a) En diskret stokastisk variabel X kan anta vdrdena 1, 2, 3, 4 och 5 och har sannolikhets-
funktion

k|1 2 3 4 5
px(k) |01 02 02 03 7

Berékna px(5), vantevardet F(2X — 3) och standardavvikelsen D(2X — 3). (5 p)
b) I en process blir enheter felaktiga oberoende av varandra med sannolikhet p. Om tva
enheter av i foljd tillverkade fem blir felaktiga, justeras processen.

Vad &r sannolikheten att processen justeras for forsta gangen da den sjunde enheten tillver-
kats. Bestdm dven det numeriska virdet pa denna sannolikhet om p = 0.1. (5 p)

Uppgift 2

a) Lat X vara slumpmiéssigt vald i intervallet (0,3) och antag att Y &r, oberoende av X,
slumpmassigt valt i intervallet (0,4), dvs att X € U(0,3) och Y € U(0,4).

Berdkna P(X >Y). (5 p)
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b) Antag att X, Xs, ..., Xos alla &r U(0,3) och Y7, Y5, ..., Yos alla &r U(0,4). Alla variabler
antas oberoende av varandra.

Berikna P(Zil X; > Zil Y;). Vélmotiverade approximationer ar tillatna. (5 p)

Uppgift 3

I en produktionsprocess varierar diametern av tillverkade kulor som N(25.000,0.020) mm.
En kula vars diameter ligger utanfor intervallet (24.930, 25.070) kasseras.

a) Vad ér sannolikheten att en tillverkad kula kasseras. (4 p)

b) Av 10000 tillverkade kulor, vad &r sannolikheten att hogst 5 stycken kasseras. Valmotiverade

approximationer &r tillatna. (6 p)
Uppgift 4

a) Ett voltmeter har ett systematiskt fel 0.5 mV och ett slumpmaéssigt fel som &r N(0,0.03)
mV, varfor en métning av en spanning pa g mV ger ett métvirde som dr N(u + 0.5,0.03).
Vid 6 métningar av en okidnd spanning erholls resultaten (i mV)

10.53, 10.55, 10.55, 10.56, 10.57 och 10.57

Ge ett 95 % konfidensintervall fér den okédnda spanningen, samt testa pa 5 % signifikansniva
hypotesen att den okénda spénningen ar 10.00. (5 p)
b) Med ett annat métinstrument méttes samma spénning och man erholl resultaten

9.99, 10.04, 10.04 och 10.05.

Oberoende, normalférdelade observationer med samma standardavvikelsen som for instru-
mentet i a).

Testa med, hjalp av de tva stickproven, pa lampligt satt hypotesen att det andra instrumentet
saknar systematiskt fel (dvs att det &r 0). Anvand 5 % signifikansniva. (5 p)

Uppgift 5

a) Dampningen av laserstyrkan for ett laserinstrument som anvénds for avstandsmétningar
uppmittes for avstanden 600, 800 och 1000 meter med foljande resultat (ddr ocksa me-
delvirden for dampningarna vid de olika avstanden angivits).

Avstand () Observationer (y) | medelviirde
600 10.1 12.1 10.7 11.5 11.1
800 153 16.7 155 171 16.9 16.3
1000 205 226 21.3 22.0 21.6

Hjélpsummor: >, (y; — y)* = 228.0877, ¢ = 16.3308

a) Anpassa en linjér regressionsmodell Y = a+ Sz +¢, € € N(0,0), och skatta parametrarna
a, 8 och ¢ i denna. (5 p)

b) Ge ett 95 % konfidensintervall for forvintad ddmpning vid avstandet 900 meter. (3 p)
c¢) Ge ett 95 % konfidensintervall for regressionslinjens lutning. (2 p)

Uppgift 6

For att undersoka en bilmodells bromseffekt méttes bromsstriackan efter inbromsning vid
hastigheterna 20, 40, 60, 80 och 100 km/h. Resultat:
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hastighet v (20-tal km/h) 1 2 3 4 5
bromsstriacka x (meter) 12 25 52 78 119

a) Rent teoretiskt skulle bromsstrickan vara en kvadratisk funktion av hastigheten plus en
normalférdelad slumpmissig avvikelse, och dérfor antas bromsstrackan vid inbromsning vid
hastigheten v vara N(yv?, 02) dér « dr okiind. Skatta v med minsta kvadrat-metoden. (4 p)

b) Undersok om MK-skattningen i a) ar véntevérdesriktig. (3 p)
c¢) Berékna variansen for MK-skattningen i a) (uttryckt i o). (3 p)
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Uppgift 1
a) Bftersom 20 px(k) = 1 fas px(5) = 0.2. Hirav fas att E(X) =1-0.1+2-0.2+3 -
02+4-03+5-02=33, F(X*)=1-01+4-024+9-02+16-0.3+25-0.2 =125
och dirav V(X) = F(X?) — (E(X))? = 1.61. Det ger oss E(2X — 3) = 2E(X) — 3 = 3.6,
V(2X —3) =4V(X) = 6.44 och dédrmed D(2X — 3) = v/6.44 = 2.54.
b) Att processen skall justeras for forsta gangen da den sjunde enheten tillverkats innebéar
att ett av tva foljande fall intréiffat.

e Den forsta, sjatte och sjunde enheten éar felaktiga 6vriga korrekta.

e Enhet ett och tva korrekta, exakt en av enheterna tre till sex felaktig och den sjunde
felaktig.

Sannolikheten for det forsta fallet &r p® - (1 — p)?.

Antal enheter av enheterna tre till sex som ar felaktiga adr Bin(4, p) och dérfor &r sannolik-
heten att exakt en av dessa felaktiga lika med (‘11) p(1 —p)3 = 4p(1 — p)3. Sannolikheten for
fall 2 &r dirfor (1 —p)?-4-p(1—p)®-p = 4p*(1 — p)>. Summan av sannolikheterna fér dessa
tva fall dr den sokta sannolikheten, p?(1 — p)*(4 — 3p). Foér p = 0.1 fas virdet 0.0243.

Uppgift 2
a) Vi har att

P(X>Y) // nyxyd:Edy—// Fx(@) fyly d:pdy——//dxdy

0<x<3
0<y<4

Integralens vérde ar arean av det skuggade omradet i figuren som &r 4.5. Den stkta sanno-

likheten &r alltsd P(X >Y) =32 = 2.

figure=./figurer/0601-t.eps,height=40mm

b) Av centrala gransvirdessatsen foljer att Efil X, dr approximativt N(25-1.5, /25 - 32/12) =
N(37.5,4/225/12) eftersom X;na har vinteviirde 1.5 och varians 3?/12. Pa samma siitt dr
Efil Y; approximativt N (50, 4/400/12). Vi far darfor att Zfil Y; — Efil X; ar approxima-
tivt N(50 — 37.5,/225/12 + 400/12) = N(12.5,25/4/12). Det ger

0— 12.5
P(;Xi>;Y ZY ZX ~ 25/\/_) d(—V/3) = 1-B(V3) ~ 0.042.

Uppgift 3

a) Lat X vara en kulas diameter. Vi far att P(24.93 < X < 25.07) = ¢§(%07-25.00) _

0.02
O(HB200) — 29 (307) — 1 = 0.99954. S6kt sannolikhet: 1 — 0.99954 = 0.00046.
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b) Lat Y vara antal kasserade kulor. Da ar Y €Bin(10000,0.00046) som &r approximativt
Po(4.6) eftersom p = 0.00046 < 0.10. Tabell ger nu att P(Y < 5) = 0.686

Uppgift 4

a) Ett 95 % konfidensintervall for vantevardet p+0.5 ges av fi)\o.oz5ﬁ = 10.555i1.960'—\/%3 =
10.555+0.024 (se FS 11.1a)+12.1). Ett 95 % konfidensintervall for p blir darfor 10.055+0.024.
Virdet 10.00 ingar inte i intervallet och hypotesen p = 10.00 forkastas dérfor.

b) Observationerna ar N(u + A,0.03) dar A dr det systematiska felet. Skillnaden mellan
de forvintade virdena i b) och a) &r saledes p + A — (u + 0.5) = A — 0.5. Ett 95 %
konfidensintervall for denna véntevérdesskillnad ges av y — 2 £ 1.96 - 0.03 - /1/6 + 1/4 =
10.03 — 10.555 4+ 1.96 - 0.034/5/12 = —0.525 4+ 0.038 (se F'S 11.2a)+12.1). Ett 95 % konfi-
densintervall for A ges déarfor av —0.025 + 0.038. Virdet 0 ingar i intervallet och hypotesen
att systematiskt fel saknas kan inte forkastas pa 5 % signifikansniva.

Uppgift 5
a) Vi har 7 = 460045 800+4 1000 _ Q00 och
E@(sz 7)? = (600 800)% + 5+ (800 — 800)% + 4 - (1000 — 800)? = 320000. Vidare giller
> (@i —7)y; = —200- (10.14+12.14+10.7+11.5) +0+200- (20.5+22.6 +21.3422.0) = 8400

och darfor far vi enligt FS 13.1 och 13.3

8400
~ 320000

228.0877 — 8400%/320000
13 -2

= 0.02625, o =g§—B*T = —4.669 och s> = = 0.690.

=
*

b) Enligt FS 13.2 ges konfidensintervallet av o + 5 - 900 & tg.025(13 — 2)s4/ 15 + %
18.96 £ 0.60 eftersom tg095(11) = 2.20.

c¢) Ett konfidensintervall for 5 ges av 0% £ t9.025(13 — 2)s/4/320000 = 0.0263 £ 0.0032.

Uppgift 6

a) Vi skall minimera Q(v) = (z1 —7)? + (22 — 227)? + (x5 — 3%7)* + (w4 — 4%7)* + (w5 — 5%7)2.
Derivera; Q) = —2(x; — v + 4(x2 — 47) + 9(x3 — 97) + 16(x4 — 167) + 25(z5 — 257)).

Q' =0 ger p,, = LtAratIratlonat20is \ed viirden insatta fas 3, = 4.906.
b) B(y*) = B(XtAfatlabl0 Rt B ) — o (44429 +9%y4+16%y+25%) = . Vintevérdesriktig.

C) V(,y*) — V(X1+4X2+9X3+16X4+25X5) _

e (14424 9% +16% + 25%) - 02 = 02/979.
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