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Kursinformation

Kursregistrering

@ Kursregistrering sker via Mina Sidor

@ Funkar det inte? Folj instruktionerna pa forsta sidan. Kontakta sen
Anne Riddarstrom (annrid@kth.se) med personnummer och
kurskoden.
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Kursinformation

Kursmaterial

@ Enger och Grandell, Markovprocesser och koteori.
» Finns att kdpa i k&rbokhandeln.
» Finns som pdf pa kurshemsidan.
» Kursen omfattar hela kompendiet.
@ Pa kurshemsidan finns bland annat,
Forelasnings slides.
Formelsamling och tabeller, skiljer sig fran SF1901.
Lathund fér minirdknare.
Tillaggsmaterial.
Gamla tentor.

vV vy vy VvYy
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Kursinformation

Schema och examination

@ Schemat omfattar
» 6 stycken forelasningar. Sista férelasningen 9e maj,
Johan Westerborn.
» 9 stycken 6vningar i tva grupper,
Bjorn-Olof Skytt,
Felix Rios.
@ Examination sker genom skriftlig tentamen den 1a juni.
Examinator &r Jimmy Olsson.
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Kursinformation

Tentamensinformation

@ Tentamen bestar av 5 fragor, korrekt I6st uppgift ger 10 poang.
» Normalt krdvs 20 poang fér godkant
» Preliminara betygsgranser A 43, B 38, C 32, D 26, E 20.
» Preliminart komplettring fér de som far 18-19 poang.
@ Tillatna hjalpmedel vid tentamen
Mathematics Handbook (Beta)
Minirdknare (dock ej egen manual)
» Institutionens manual till TI-82 Stats (Finns pa kurshemsidan)
Formel- och tabellsamlingen (Finns pa kurshemsidan)

@ Obligatoriskt att anmala sig till tentamen via Mina Sidor

v

v
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Denna kurs

@ | kursen behandlas tre olika omraden, dar alla ar typer av
stokastiska processer.

» Markovkedjor: Stokastiska processer i diskret tid som rér sig utan
minne, t.ex. slumpvandringar. Férelasning 1 och 2

» Markovprocesser: Stokastiska processer i kontinuerlig tid som rér
sig utan minne, t.ex. Poissonprocessen. Forelasning 3 och 4

» Koteori: Applicering av markovprocesser pa ko-system.
Forelasning 5 och 6
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Stokastiska processer

Stokastisk process

Definition
En familj av stokastiska variabler { X(t); t € T} kallas en stokastisk

process.
Om T ={0,1,2,...} = N talat viom diskret tid.

Om T = [0, 00) = R, talar vi om kontinuerlig tid.

De varden som X(t) kan anta kallas tillstindsrummet, betecknas E
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Exempel 1, slumpvandring

X(t)
2

Figur: X(t) = X(t — 1) + &, dar & ar 1 med sannolikhet 0.5 och -1 med
sannolikhet 0.5

u]
]
I
ul
it
N
el
]

Johan Westerborn Markovprocesser (11)



Exempel 2, aktiepris

Johan Westerborn

Figur: S(t) ar priset pa Googles aktie i dollar. Data fran Yahoo! Finance.
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Exempel 3, populationstillvaxt

L
0.5

L
25

Figur: X(t), ar populationsstorleken vid tidpunkt ¢.
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Exempel 4, Brownsk rorselse

0.015

0.01F

0.005

-0.005 -

-0.015 |

L L L L L L L
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Figur: X(t), & en Brownsk rorelse.
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Betingade sannolikheter

Repetition av betingade sannolikheter

Definition
Lat A och B vara tva handelser och antag att P(B) > 0. Da ar den
betingade sannolikheten for A givet B

P(AN B)

P(A| B) = —prg
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Lagen om total sannolikhet

Sats

Lat Hy, Ho, ... vara en féljd av dndligt manga eller uppréakneligt manga
parvis disjunkta hdndelser vars union &r hela utfallsrummet. Da géller
fér en hdndelse A

P(A) =) “P(A| H)P(H;).

i=1
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Grundlaggande begrepp

@ Vi betraktar nu processer {X,;n=0,1,...} i diskret tid som tar
varden i ett andligt (eller upprakneligt) tillstandsrum E.
@ Vi later E vara en heltalsmangd;

» E={1,2,..., N}, andligt tillstandsrum.
» E={1,2,...}, upprakneligt tillstAndsrum.

Definition (Markovegenskapen)
{Xn; n € N} ar en Markovkedja om

P(Xn+1 :j|X0 :IO,,Xn:In) :]P)(Xn_l’_‘] :j|Xn:In)’

féralla nochalla fy,...,ih € E
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Diskreta Markovkedjor

Tidshomogenitet, Overgangssanolikheter och
Overgangsmatris

Definition

Lat {X,; n € N} vara en Markovkedja. Om de betingade
sannolikheterna P(X,.1 = j | X, = i) inte beror pa n (fér alla i, j € E)
sags kedjan vara tidshomogen. | detta fall definierar vi
overgangssannolikheterna

pj =P(X1 =j| Xo =1i),

évergangsmatrisen P ar matrisen vars element med index (i, /) &r pj.
.
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Diskreta Markovkedjor

Exempel

Exempel (Sparka boll)

Kalle, Lisa och Mats sparkar boll tillsammans. Kalle passar till Lisa
med sannolikheten 0.6 och till Mats med sannolikheten 0.4. Lisa
passar till Kalle med sannolikheten 0.3 och till Mats med sannolikheten
0.7. Mats passar till Kalle med sannolikheten 0.4, till Lisa med
sannolikheten 0.4 och till sig sjélv med sannolikheten 0.2.

Vi kan studera bollens position som en Markovkedja.
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Tidsutveckling

@ Vi har hittills studerat hopp efter ett tidssteg.

o Lat p,.j”) =P(X, =j | Xo = i), sannolikheten att ga fran i till j i n
steg.

@ Vikan da definiera évergangsmatrisen av ordning n, P("), som
matrisen vars element med index (i, ) &r p,(j”).

@ For n= 0 definierar vi pfjo) =1omij=joch p,(jo) =0omi#j,vi
far da P(O) = | enhetsmatrisen.
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Fordelningsvektorn

Definition
Startférdelningen p(©) ar férdelningen fér X, och den ges av vektorn

p@ =0\, o, ..),
dar p(o) P(Xo = k). Fordelningen for X, ges av vektorn
p(n) (p1 7p2 )apgn)7 . ')7

dar pi" = P(X, = k)
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Diskreta Markovkedjor

Exempel

Exempel (Sparka boll fortsattning)

Kalle, Lisa och Mats sparkar boll tillsammans. Kalle passar till Lisa
med sannolikheten 0.6 och till Mats med sannolikheten 0.4. Lisa
passar till Kalle med sannolikheten 0.3 och till Mats med sannolikheten
0.7. Mats passar till Kalle med sannolikheten 0.4, till Lisa med
sannolikheten 0.4 och till sig sjélv med sannolikheten 0.2.

Antag nu att Kalle bérjar med bollen. Vad ar sannolikheten att Lisa har
bollen efter 2 passningar?

v
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Diskreta Markovkedjor

Chapman-Kolmogorov

Féljande resultat &r centralt for att kunna anvanda Markovkedijor.

Sats (Chapman-Kolmogorovs ekvationer, 3.1)

a) P,jm+n) > keE P,(;in )P;(qn )
b) P(m+n) — p(m)p(n)

C) p(n — pn

d) p( = pOP© = pOpn
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Diskreta Markovkedjor

Exempel

Exempel (Sparka boll fortsattning)

Kalle, Lisa och Mats sparkar boll tillsammans. Kalle passar till Lisa
med sannolikheten 0.6 och till Mats med sannolikheten 0.4. Lisa
passar till Kalle med sannolikheten 0.3 och till Mats med sannolikheten
0.7. Mats passar till Kalle med sannolikheten 0.4, till Lisa med
sannolikheten 0.4 och till sig sjalv med sannolikheten 0.2.

Antag nu att Kalle bérjar med bollen. Vad ar sannolikheten att Lisa har
bollen efter 4 passningar?

Vad hdnder efter “lang” tid?
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Diskreta Markovkedjor

Exempel fort.

o Kalle
o Lisa |
©  Mats

o
©
T

Sannolikheten
o o o o ° ° °
S & 2 & 5 2 8

o
T
L

4 5 . 6 7 8 9 10
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position i starten, p(®) = (1,0, 0).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats

0.8
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2 7 8 9 10

4 5 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter en passning,
p") = p@P = (0,0.6,0.4).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats

0.8

0.7F
c
Qo6
Q
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7 8 9 10

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter tva passningar,
p® = p@P2 = (0.34,0.16,0.5).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats
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c
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Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter tva passningar,
p® = p(OP3 = (0.248,0.404,0.348).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats
0.8
0.7F
c
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c
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0 L L L L L
0 1 2 7 8 9 10

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter fyra passningar,
p“ = p(OP* = (0.2604,0.2880, 0.4516).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats
0.8
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4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter fem passningar,
p® = p@P5 = (0.267,0.3369, 0.3961).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats
0.8
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Figur: Férdelningen av bollens position efter sex passningar,
p® = p(OP8 = (0.2595,0.3187,0.4218).
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Exempel fort.

T
——Kalle
0.9 ——Lisa
——Mats
0.8
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c
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0 1 2 7 8 9 10

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter sju passningar,
p() = p©P7 = (0.2643,0.3244,0.4112).
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Exempel fort.

Sannolikheten
o o o o
5 2 & 8
T

o
o

0.1 1

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter atta passningar,
p® = p(OP8 = (0.2618,0.3231,0.4151).
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Exempel fort.

Sannolikheten
o o o o
5 2 & 8
T

o
o

0.1 1

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter nio passningar,
p® = p@P° = (0.263,0.3231,0.4139).
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Exempel fort.

Sannolikheten
o o o
S & 8

o
@
T

o
o

0.1 1

4 5 . 6
Antal passningar

Figur: Férdelningen av bollens position efter tio passningar,
p(1% = pOP™0 = (0.2625,0.3233,0.4142).
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Diskreta Markovkedjor

Exempel fort.

1 T
—Kalle
09 —Lisa ||
—Mats
08
07t B
f=
D 06 R
[
£
= o5 b
<]
f=
G o4l B
%]
03 1
0.2 4
01t ]
o , , . , . . . ,
0 1 2 3 5 6 7 8 9 10

P
Antal passningar

Figur: Fordelningen av bollens position efter ett visst antal passningar.

Sannolikheten planar ut till vektorn — = (55, 32 41

Johan Westerborn Markovprocesser  (38) Féreldsning 1



Diskreta Markovkedjor

Stationar fordelning

Definition (Stationar férdelning, 5.1)

En férdelning 7 = (71, m2, . ..) &r en stationar fordelning till en
Markovkedja med 6vergangsmatris P om

nP=m
Zm:‘l
i

mi>0férallai e E

Sats (5.1)

En Markovkedja med andligt tillstandsrum har alltid minst en stationar
férdelning.
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Klassificering av tillstand

@ Vi sager att tillstand / leder till tillstand j om det ar mojligt att i ett
andligt antal steg komma fran i till ;.

@ Ett tillstand som bara leder till sig sjélv kallas for ett absorberande
tillstand.

» Att tillstdnd / &r absorberande betyder att p; = 1.
@ En Markovkedja kan ha inga, ett eller flera absorberande tillstand.
@ Intressanta fragor ar:

» Kommer vi hamna i ett absorberande tillstand?

» Hur land tid tar det innan vi hamnar dar?

» Om det finns flera, vad ar sannolikheten att vi hamnar i ett specifikt
absorberande tillstand?
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Klassificering av tillstand

Definition (3.5)
En Markovkedja kallas A-kedja om varije tillstand i antingen ar
absorberande eller leder till ett absorberande tillstand.

Definition (3.6)
Ett tillstand i som leder till ett tillstand fran vilket kedjan ej kan
atervanda till i kallas ett genomgangstillstand

Tillstandsrummet E i en A-kedja kan alltsa delas upp i en mangd av
absorberande tillstand A och en mangd genomgangstillstand G,
E=AUG
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Exempel

Exempel (Tarningsspel, uppg. 16)

A och B deltar i ett tarningsspel, som tillgar pa féljande sétt: Om
tarningen visar 1 eller 2 sa vinner kastaren, om den visar 3 far hen
gora ytterligare ett kast. Visar tarningen 4 eller 5 far den andre kasta,
och kommer 6 upp forlorar kastaren. Antag att A bérjar kasta.

Stéll upp problemet och berdkna

a) sannolikheten att B vinner.

b) véntevéardet fér det antal spelomgangar som krévs fér att avsiuta
spelet.
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