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Forra Forelasningen

Intro till Markovprocesser

@ Vi studerar nu Markovprocesser, vilket ar en stokastisk process i
kontinuerlig tid.

@ Manga definitioner &r snarlika motsvarande definitioner for
Markovkedjor.

o pj(t) =P(X(t) = | X(0) = i) och P(t) = (p;(t));-
@ Chapman-Kolmogorovs ekvationer finns pa motsvarande satt som
i Markovkedijor.

@ Tiden mellan hopp maste vara strikt stérre an noll (reguljar
Markovprocess).

@ Tiden mellan hopp &r Exponentialférdelad da det &r den enda
(kontinuerliga) férdelningen som saknar minne.
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Forra Forelasningen

Intensitetsmatrisen

@ Intensitetsmatrisen Q = (qj);; introducerades dar:
» Elementet pa plats i, j defineras som

, — py(h) — py(0

» qj for j # i &r intensiteten med vilken processen rér sig fran tillstand
i till .

> q; = ), qj ar uthoppsintensiteten fér tillstand /.

» Qi = —q; ar diagnoalelementen.

@ Radsumman i Q ar noll.
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Forra Forelasningen

Intensitetsmatrisen

@ Intensitetsmatrisen Q = (qj);; introducerades dar:
» Elementet pa plats /, j defineras som

, . (h) — D;i 0

» qj for j # i &r intensiteten med vilken processen rér sig fran tillstand
i till j.

> gi = ). qj ar uthoppsintensiteten for tillstand /.

» Qi = —q; ar diagnoalelementen.

@ Radsumman i Q ar noll.

@ | Markovkedjorna karaktariserar vi processen med hjalp av P och
p(©). Vad galler f6r Markovprocesserna?
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Bakat och framat ekvationerna
@ | matrisform kan vi skriva intensitetsmatrisen som

h—0+ h
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Forra Forelasningen

Bakat och framat ekvationerna
@ | matrisform kan vi skriva intensitetsmatrisen som

b P(h) —1
Q= hll[Bl+ h

@ Vikan da skriva upp féljande ekvationer
P'(t) = P(t)Q = QP(1)
p'(t) = p(0)P()Q = p(1)Q
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Forra Forelasningen

Bakat och framat ekvationerna
@ | matrisform kan vi skriva intensitetsmatrisen som

b P(h) —1
Q= hll[BlJr h

@ Vikan da skriva upp féljande ekvationer
P'(t) = P(t)Q = QP(1)
p'(t) = p(0)P()Q = p(1)Q

@ Forsta ekvationerna kallas for Kolmogorovs framat och bakat
ekvationer. De har I6sningen

o0 K
P(t) = exp(Qt) = ) (%)

k=0
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Bakat och framat ekvationerna

@ | matrisform kan vi skriva intensitetsmatrisen som

b P(h) —1
Q= hll[BlJr h

@ Vikan da skriva upp féljande ekvationer
P'(t) = P(t)Q = QP(1)
p'(t) = p(0)P()Q = p(1)Q

@ Forsta ekvationerna kallas for Kolmogorovs framat och bakat
ekvationer. De har I6sningen

o0 K
P(t) = exp(Q) = > (%)

k=0

@ Matrisen Q tillsammans med p(0) karakteriserar
Markovprocessen.
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Innbédddade Markovkedjan
Forelasningsplan

@ Innbaddade Markovkedjan
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Innbédddade Markovkedjan

Uthoppsmatrisen

@ Lat fy, t, .. . vara tidpunkterna da Markovprocessen {X(t); t > 0}
med intensitetsmatris Q hoppar.

@ Vilater {X,;n=0,1,...} vara en process dar X, = X(t).
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Innbédddade Markovkedjan

Uthoppsmatrisen

@ Lat fy, t, ... vara tidpunkterna da Markovprocessen {X(t); t > 0}
med intensitetsmatris Q hoppar.

@ Vilater {X,;n=0,1,...} vara en process dar X, = X(t).
@ Da ar X, en Markovkedja med évergangsmatris P = (Bj)-
@ Dar dvergangssannolikheterna ar proportionella mot

intensiteterna,
= _ G

p”_q/"
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Innbédddade Markovkedjan

Uthoppsmatrisen

@ Lat fy, t, ... vara tidpunkterna da Markovprocessen {X(t); t > 0}
med intensitetsmatris Q hoppar.

@ Vilater {X,;n=0,1,...} vara en process dar X, = X(t).

@ D& &r X, en Markovkedja med 6vergangsmatris P = ().

@ Dar dvergangssannolikheterna ar proportionella mot

intensiteterna,
b= i

ij
gi
@ Bra ovning att visa fOljande:
Lat Ty ~ Exp(\y) och To ~ Exp(\2) da ar

A1

P(Ty < Tp) = VR
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Innbédddade Markovkedjan

Tillforlitlighet forts.

Exempel (Tillforlitlighet)

En maskin bestar av tva komponenter, A och B som ar
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet X\. Nar en komponent ar trasig lagas den med intensitet .
Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan repareras
parallellt. Man &r intresserad av att veta om systemet fungerar eller €.
Bestidm P.
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Innbédddade Markovkedjan

Att simulera en Markovprocess

Med den inbdddade Markovkedjan ar det enkelt att simulera en
Markovprocess pa foljande satt:
Lat X(0) = X(0) « i med sannolikhet p;(0);
Lat Ty « O;
forn=1,2,...do
Lat Y, ~ Exp(qy, ,);
Lat T, « T + Yo
Lat X, = X(T,) « j med sannolikhet g5 ./qy
end
Dar X(t) & Markovprocessen, X;, dr den innbaddade Markovkedjan
och T, ar tiden for hopp n.
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Absorption i Markovprocesser

Ett absorberande tillstand ar ett tillstand fran vilket man ej kan ga
till ett annat tillstand.

Det betyder att g; = 0 f6r alla j # i, vilket ockséa betyder att
gi = —q;i = 0 for ett absorberande tillstand i (rad av nollor i Q).

Begreppet genomgangstillstand och A-kedja defineras som hos
Markovkedjorna.

Vi infér, analogt med Markovkedjorna,
a; = IP(absorberas i tillstand j | X(0) = /),
och T; som tid till absorption givet start i tillstand i och t; = E[T}].

Vi kan berakna dessa pa samma satt som i Markokedjorna om vi
inser att forvantad tid i tillstand i ar % och anvander den
innbaddade Markovkedjan.
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Absorption i Markovprocesser

Sats (6.5)

Lat a; vara absorptionssannolikheterna och t; vara férvéntad tid till
absorption i en A-kedja med intensitetsmatris Q. Da géller for alla
absorberande tillstand j

a/j:ﬂ—k Z q—”fak,-, ieG

9 oy 9
1 i .

l = - ar q—ll.(tk, ieG
qi keG\{i} qi

dar G ar alla genomgangstillstand.

Bevisas pa samma satt som fér Markovkedijor.
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Tillforlitlighet forts.

Exempel (Tillforlitlighet)

En maskin bestéar av tva komponenter, A och B som &r
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet . Nar en komponent &r trasig lagas den med intensitet .
Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan repareras
parallellt. Man &r intresserad av att veta om systemet fungerar eller ej.
Antag att systemet bérjar med tva fungerande komponenter, hur lang
tid férvantar vi oss att det tar innan systemet slutar fungera?
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Stationar férdelning

Stationar fordelning

@ En Markovprocess kan precis som en Markovkedja ha en
stationar férdelning.

@ Lat = vara en stationar férdelning, da maste
w=nP(t), t>0
@ Derivera uttrycket och vi far

0==Q
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Stationar férdelning

Stationar fordelning

@ En Markovprocess kan precis som en Markovkedja ha en
stationar férdelning.

@ Lat = vara en stationar férdelning, da maste
w=nP(t), t>0
@ Derivera uttrycket och vi far
0==Q

@ LOst uttryckt, detta betyder att i en stationar férdelning ar
nettoférandringen noll.
@ Fragor som kvarstar ar:

» Kommer vi hamna i en stationara fordelningen?
» Ar den stationdra férdelningen entydig?
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Global balans

Sats (6.6)

7 ar en stationar férdelning till en reguljar Markovprocess med
tillstandsrum E om och endast om wQ = 0. Denna ekvation kan
skrivas som

Zw,-q,-jzo, V_IEE
icE
>_m=1,
icE
mi >0, VieE.

Férsta ekvationen kallas fér global balans.
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Stationar férdelning

Lokal balans

Definition (Lokal balans)
En sannolikhetsfordelning = uppfyller lokal balans om

miQj = mqQi, Vi,j€E

@ 7;q; kan bendmnas med flédet fran i till /.
@ Vid lokal balans ar flédet fran i till j lika med flédet fran j till i.

@ Om = uppfyller lokal balans uppfyller den ocksa global balans =
7 ar en stationar fordelning.

@ Alla stationara férdelningar uppfyller inte lokal balans.
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Ergodicitet

Sats (6.8)

En andlig, irreducibel Markovprocess {X(t);t > 0} &r ergodisk och
grénsférdelningen ar den entydiga stationara férdelningen =. Kvoten
= 113[/_% dar T; ar aterkomsttiden for tillstand i. Forvantad tid i tillstand
J mellan tva besék i tillstand i &r 7/ (qj;).

v
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Tillforlitlighet forts.

Exempel (Tillférlitlighet)

En maskin bestar av tva komponenter, A och B som ar
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet A = % Néar en komponent ar trasig lagas den med intensitet
w = 2. Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan
repareras parallellt. Man &r infresserad av att veta om systemet
fungerar eller ej.

Antag att maskinen producerar 4 enheter per tidsenhet néar allt
fungerar och 3 enheter per tidsenhet nar bara ena fungerar. Vad ar
den férvantade produktionen ndr man kollar langt in i framtiden? Om
manskinen &r trasig, hur manga enheter forvantas tillverkas innan
maskinen ar trasig igen?
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Poissonprocessen

Poissonprocessen

@ En speciell Markovprocess som anvands flitigt inom manga olika

omraden ar Poissonprocessen.
@ Anvands ofta nar man vill rakna handelser:

» Ankomster till en affar.
» Radioaktivt sdnderfall.
» Olyckor.

Definition (6.5)

Poissonprocessen {N(t),t > 0} ar en Markovprocess med
upprakneligt tillstdndsrum, N(0) = 0 med féljande
Overgangsintensiteter

A j=i+1
qj=9-A j=1i
0 annars.

v
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Poissonprocessen

Poissonprocessen

Sats (6.3)
Féljande definitioner ar ekvivalenta.
a) {N(t),t > 0} &ren Poissonprocess.

b) {N(t),t > 0} &ren Markovprocess med N(0) = 0 och
dvergangssannolikheter

MY~ .
pi(t) = ﬁe Moomj> i

c) {N(t),t > 0} &r en stokastisk process sadan att
1) Féralla0<si <t <...<s,<tér

N(t) — N(s1), N(t2) — N(sz2),...,N(t,) — N(sp) oberoende stokastiska

variabler.
2) N(t) — N(s) &r Po (\(t — s)) fordelad.
3) N(0) =0.
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