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Forra Forelasningen

Poissonprocessen

@ En speciell Markovprocess som anvands flitigt inom manga olika

omraden ar Poissonprocessen.
@ Anvands ofta nar man vill rakna handelser:

» Ankomster till en affar.
» Radioaktivt sdnderfall.
» Olyckor.

Definition (6.5)

Poissonprocessen {N(t),t > 0} ar en Markovprocess med
upprakneligt tillstdndsrum, N(0) = 0 med féljande
Overgangsintensiteter

A j=i+1
qj=9-A j=1i
0 annars.
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Forra Forelasningen

Poissonprocessen

Sats (6.3)
Féljande definitioner ar ekvivalenta.
a) {N(t),t > 0} &ren Poissonprocess.

b) {N(t),t > 0} &ren Markovprocess med N(0) = 0 och
dvergangssannolikheter

MY~ .
pi(t) = ﬁe Moomj> i

c) {N(t),t > 0} &r en stokastisk process sadan att
1) Féralla0<si <t <...<s,<tér

N(t) — N(s1), N(t2) — N(sz2),...,N(t,) — N(sp) oberoende stokastiska

variabler.
2) N(t) — N(s) &r Po (\(t — s)) fordelad.
3) N(0) =0.
Johan Westerborn Markovprocesser (5) Forelasning 6



Forra Forelasningen

Poissonprocessen

En viktig egenskap hos Poissonprocessen ar foljande
additionsegenskap:

Sats

Om N; (t) &r en Poissonprocess med intensitet \1 och Nx(t) &r en
Poissonprocess med intensitet \», dar Ny(t) och No(t) &r oberoende.
Da &r N(t) = Ny(t) + No(t) en Poissonprocess med intensitet
A=A+ Ao
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Fodelse-dods-processer

@ Vi later nu individer kunna do ocksa.

@ En fédelse-0ds-process ar en Markovprocess som kan hoppa ner
ett steg eller upp ett steg vid varje hopp.

@ En fédelse-déds-process har foljande intensitetesmatris Q:

;

Ai j=1i+1
i Jj=1i-1
Q= AN—pi j=1I
—Xo i=j=0
10 annars.
@ Definera pg = 1 och p, = %
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Introduktion till koteori

@ Ett kd-system bestar av tva saker.

@ Ett antal servicestationer som tar hand om kunder.

@ En ko som kunder kan stélla sig i nar de anlander om alla

servicestationer ar upptagna.
@ Exempel pa ko-system kan vara:
Antal kunder i en butik
Akutmottagning pa sjukhus
Anrop till en server
Telefonsamtal
@ Intressanta fragor man vill besvara kan vara:
» Behdver en kund kda?

Hur lange behdver en kund kéa?
Hur lang tid tar det for en kund att komma igenom systemet?
Hur lang ar kén?

v

v vy

v vy
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Beteckningar

@ Ett késystem betecknas med A/B/c dar
» A betecknar ankomstprocessen
» B betecknar betjaningstiden
» c antalet betjaningsstationer
@ Ankomstprocessen kan vara
» M = Kunder anlander enligt en Poissonprocess (Markovsk)
» Gl = Kunder anléander enligt en férnyelseprocess
» D = Kunder anlander deterministiskt
» G = Kunder anlander enligt ndgon generel process.
@ Betjaningstiden kan vara
» M = Exponentialférdelade betjaningstider (Markovsk)
» D = Deterministisk betjaningstid
» G = Betjaningstiden ar nadgon generell férdelning

@ c ar ett positivt heltal, kan vara oo
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Mer beteckningar

X(t), antalet kunder i systemet vid tidpunkten ¢

£(t) = E[X(1)], férvantat antal kunder i systemet vid tidpunkten ¢
£ =limi_ o0 £(t), fOrvantat antal kunder i systemet efter lang tid
pi = limi_oo P(X(t) = i), stationara férdelningen

Xg(t), antalet kunder i kén vid tidpunkten ¢

Lq(t) = E[Xq(1)], foérvantat antal kunder i kén vid tidpunkten ¢

Lq = limi_s o6 £q(t), fOrvantat antal kunder i kon efter lang tid

Un, nite kundens betjaningstid

B(t) = P(Un < t), betjaningstidens férdelningsfunktion

Qn, n:te kundens kétid

Sn = Qn + Up, n:ite kundens tid i systemet

Gq(7) = limp— 00 P(Qn < 7), férdelningen for kétiden for en kund
G(7) = limp—oe P(Sh < 7), férdelningen for totala tiden i systemet
wg = E[Q)], férvantad kétid

b = E[U], férvantad betjaningstid

© = 1/b, betjaningsintensiteten

w = E[Q + U], férvantad tid i systemet
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Mer beteckningar

X(t), antalet kunder i systemet vid tidpunkten ¢

£(t) = E[X(1)], férvantat antal kunder i systemet vid tidpunkten ¢
¢ =limi o0 £(t), forvantat antal kunder i systemet efter lang tid
pi = limi_oo P(X(t) = i), stationara foérdelningen

Xg(t), antalet kunder i kén vid tidpunkten ¢

£q(t) = E[Xqy(t)], férvantat antal kunder i kén vid tidpunkten ¢

Lq = lim;_s o £q(t), férvantat antal kunder i kon efter lang tid

Un, nite kundens betjaningstid

B(t) = P(Un < t), betjaningstidens férdelningsfunktion

Qn, n:te kundens kotid

Sn = Qn + Up, n:ite kundens tid i systemet

Gq(7) = limp— 00 P(Qn < 7), férdelningen for kétiden for en kund
G(7) = limp—oe P(Sh < 7), férdelningen for totala tiden i systemet
wg = E[Q)], férvantad kétid, Q har férdelningen Gq

b = E[U], férvantad betjaningstid, U har férdelningen B(t)

w = 1/b, betjaningsintensiteten

w = E[Q + U], férvéntad tid i systemet
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M/M/2 - kO

Exempel

Vi kollar nu pa en M/M/2 - ké. Med ankomstintensitet A och
betjéaningtintensitet .

Stéll upp allt som var rodmarkerat pa féregaende slide.
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Littles formel

Sats (7.1)
Under mycket allmédnna villkor géller:
é = gq ‘|‘ Cp
lq
Wo =~
T
=1

Haér éarp = ﬁ kallas fér trafikintensiteten eller betjaningsfaktorn.

Exempel
Vi kollar pa en M/M/2 - ké. Visa att Littles formel géller i detta fall.
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Losning for M/M/c system

For ett M/M/c system galler féljande (om p = % <1):
@ Stationara fordelningen i system uppfyller

i c \—1
(T S+ o) omn=o,

cl(1-p)
Pn = po-(c,f!) omn=1,2,...,c,
Pc - p" ¢ omn=c+1,c+2,....

@ Forvantad ké-langd ar
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Jacksonnatverk

Vi ska nu kolla lite pa system av kéer med aterkoppling. Vi illustrerar
detta genom att rakna féljande tentatal:

Exempel (Uppgift 4, 120528)

| ett sjukhus finns tre mottagningar; en akutmottagning, en infektionsklinik
och en kirurgienhet. Utifrdn kommande patienter anldnder till de tre
mottagningarna enligt oberoende poissonprocesser med intensiteter 5, 2 och
1 patient i timmen. Behandlingstiderna &r oberoende och
exponentialfordelade med véntevarden 10, 15 och 30 minuter. En patient
som behandlats i akutmottagningen remitteras till infektionskliniken med
sannolikhet 0.2, till kirurgenheten med sannolikhet 0.1, men ldmnar sjukhuset
med sannolikhet 0.7. En patient som kommer till infektionskliniken remitteras
efter behandling till kirurgienheten med sannolikhet 0.1, i annat fall férsvinner
vederbdrande fran sjukhuset. En patient som anlant till kirurgienheten
forsvinner efter behandling frén sjukhuset. Berdkna férvéntat antal patienter
pa sjukhuset vid “asymptotisk tid”.
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