Om

lim p(n)

n—oo

existerar och inte beror av p(0) sigs Markovkedjan vara ergodisk.

Exempel: Viderleksexempel. Med tillstand

E = {uppehall, regn, sn6} = {1, 2,3}
och overgangsmatris

0.80 0.15 0.05
0.10 0.70 0.20
0.20 0.30 0.50

P =

fas en dndlig, irreducibel och aperiodisk markovkedja. Den unika stationérférdelningen 7« = (0.40, 0.40, 0.20)
ar en gransfordelning.

Sats. For en ergodisk markovkedja med stationérfordelning 7 sa ar

Jim 3" 7(X) = ELF(X)

dédr X har fordelningen 7.

Sats. For en ergodisk kedja med stationarfordelning 7. Da &r

1
E [tid mellan tva besok i i = —
e
E [Antal besok i tid i tillstand j mellan tva besok i i] = —L.
™
(Bevisskiss.)

Exempel: Viderleksexempel.

1
E [Nederbordsdagar mellan tva uppehéll] = — — 1 = 010 1=1.5
1 .

0.2
E [Snodagar mellan tva uppehall] = 3

Tidsdiskreta Markovkedjor med oédndligt antal tillstand

Viktig konsekvens: existensen av nagon stationarfordelning inte given.

Lat T; vara tiden att ga fran 4 tillbaka till 4. Tre fall:

P(T; <o) <1 i transient
P(T; < o0) =1,E[T;] = 00 i noll-rekurrent
E[Ti] < o0

i positivt rekurrent
Satserna innan generaliseras om ”&ndlig” irreducibel Markovkedja erséitts med ”positivt rekurrent”
irreducibel Markovkedja.



Markovkedjor i kontinuerlig tid

Nu bildas matriser av évergangssannolikheter
P(t) = [X(t) = j|X(0) = il;

i,J

som uppfyller Chapman-Kolmogorovs ekvationer:

for alla s,t > 0.

Vi definierar intensiteterna

lim 2P (X(h) = §IX(O) =), j#i

qi; = h
o1 . . .1 . .
g = lim =P (X(h) £iX(0) = i) = lim —[1 =P (X(h) = i|X(0) = 1)

Vi forutsitter att derivatorna existerar och ar dndliga. Vidare forutsétter vi att
qi = Z qij
J#i
Alltsa &ar

P(X(t+h)=jIX(t) =) maqyh  P(X(t+h) =ilX(t) =) ~ 1 - gh.

Dynamik: Markovkedjan tillbringar en exponentialférdelad tid i tillstand ¢ med vintevirde 1/g;.
Dérefter hoppar kedjan till tillstand j # ¢ med sannolikhet p;; = ¢;;/¢;.

Definition: Initensitetsmatrisen for en tidskontinuerlig Markovkedja definieras som Q = [g;4]
dir gi; = —q; -

j

Exempel: Intensitetsmatrisen

5 4 1
Q=] 0 -1 1
2 2 4

motsvaras av att tiderna i tillstanden &r exponentialférdelade med véintevirden 1/5, 1 resp. 1/4
och har hoppmatris

) 0 08 02
P=| 0 0 1
0.5 05 0

Notera att

dér alla radsummor i matrisen @ &r 0. (Alternativt: f6r sma h dr P(h) ~ I + hQ.)

Matrisen P(t) = [pi;(t)];; bestdms som losning till f6ljande differentialekvationer:



. 1
ap(t) = lim E[P(t"' h) — P(t)]
= Jim L[P(H)P(h) ~ P(1)] = im = [P(W)P(t) ~ P(1)]
= lim S POIP() 1] = Jim 2 [P(h) ~ IIP(1)
- P()Q ~ QP(1).

Detta kallas for Kolmogorovs framat- respektive bakatekvationer.
Anmirkning: bakatekvationerna har alltid (minst en) 16sning, framatekvationerna kan sakna lésning.

Med hjalp av framatekvationerna far vi att de absoluta sannolikheterna uppfyller:

() = LpO)P(H) = pOIP()Q = p()Q.

Sats. En sannoliketsfordelning 7 uppfyller
0=nQ alt. mq; = quij, alla j
i#]
om och endast om den &r en stationérfordelning for Markovkedjan med intensitetsmatris Q.
Bevis: Om 7 = wP(t) si dr med framatekvationen 0 = wP'(t) = wP(t)Q = 7 Q.

Omvént: Om 7@ = 0 sé med p(0) = 7 &r p(t) = p(0)P(t) och Lp(t) = 7QP(t) = 0 det vill siiga
p(t) dr konstant.

Exempel: Intensitetsmatrisen

ger balansekvationerna
5m = 0mg + 273 1wy = 4w + 273 4y = 1w + 1mg

som entydigt bestdmmer 7 upp till en multiplikativ konstant. Kravet att 7« &r en sannolik-
hetsfordelning ger 16sningen

m=] % 3% 5 |=[.08 .72 20].
Sats. Om Markovkedjan dr dndlig existerar minst en stationérfordelning.
Sats. Om Markovkedjan &r irreducibel existerar hogst en stationdrférdelning.

Sats. Om Markovkedjan &dr éndlig och irreducibel dr den tidskontinuerliga Markovkedjan ergodisk.



