For ett stationdrt M/M/c-system lat X, beskriva antalet personer i ko och S, tiden en ankommande
person tillbringar i k6.

Vi minns att E[X,] = P (véinta) £ och P (S, > t) = P (véinta) e~ r(1=Pt dir p = \/(cp).

Infor en stokastisk variabel I sadan att P (I =1) =1 — P (I =0) = P (védnta) och S’ exponenti-
alférdelad med véntevérde 1/cu(l — p) oberoende av I. Da ar S, = I - S’. Speciellt far vi att

E[S,)=E[l-S']=E[I|E[S] = P(vinta) - ——.

[Sq] =E[I- 5] =E[]E[S] = P (vinta) =)

Vidare, med S som tiden en ankommande kund tillbringar i ett stationéirt system har vintevirde
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E[S] = E[S,] + E [betjéiningstid] = P (vénta) - ——— + —.
[S] = E[Sq] +E[ ] =P( ) ai-p
Slutligen,
E[X] = Zkﬂ'kz —Zkﬁk—l—Zc—l—kﬂ'Hk—Zk 7r0+z +I<:p7rc
k=0

5 ()
= ¢p T +Cprk7Tc+Zk7Tk+c =cpP (X <c—1)+cpP (X > ¢) + E[X]

k=0 k=0 k=0
= cp+E[X,].

Little’s formler

E[X,] = ANE[S] E[X]=AE[S] E[S] = E[S,] + E [betjéningstid]
—_—— Y~ M~ =~

:lq =wgq = =w
Tidsreversibilitet

Lat (X¢)¢>0 vara en stationdr Markovkedja. For i # j ar
P(X(#)=7X{+h)=1)
P(X(t+h)=1)
P(X(t+h) =i|X(t) =) P(X(t) = j)
P(X(t+h) =1)
= PX(+h)=ilX(1) =)

P(X(t)=7|X({t+h)=1)

i
Detta ger att Markovkedjan i bakldngestid har 6vergangsintensiteter
qgj = Qjﬂj/ﬁi,
En stationir fodelse-/déds-process uppfyller
TiQij = jiT; (dvs mAi = Tip1fbiv1)

vilket innebér att g;; = qgj, dvs framatkedjan och bakatkedjan har samma fordelning. Fodelse-
/dods-processer ér tidsreversibla.

Ett stationéirt M /M /c-system &r tidsreversibelt. I det reverserade systemet dr ankomstprocessen en
Poissonprocess med intensitet A och ankomster efter ¢ dr oberoende av (X (s))s<¢. Det betyder att
i det ursprungliga systemet ar avgangsprocessen en Poissonprocess med intensitet A och avgangar
fore t &r oberoende av (X (s))s>¢-



M/M/1 i tandem

Betrakta d stycken kosystem pa rad. En kund som expedierats vid station 1 gar vidare till station
2 déarefter till station 3 och sa vidare. Varje station har en betjanare och betjdningstiderna vid
station 1,2,...,d ar oberoende och exponentialférdelade med intensiteter i, ..., uq. Ankomster
utifran sker enbart till station 1 enligt en Poissonprocess med intensitet A < p;, for alla j.

Med p; = A/u ir station 1 ett M /M /1-system och stationirfordelningen for k kunder #ir (1—p;)p¥.
Om station 1 dr stationér dr utprocessen en Poissonprocess med intensitet A och da ar dven station
tva ett M /M /1-system med stationir férdelning for k& kunder (1 — pa)p%, diir po = \/u2. Upprepas
resonemanget fas att station j har en stationdrférdelning

P(X;=k) =1—=pj)pj, k>0, pj =N p

Vidare dr den simultana férdelningen for det stationéra antalet kunder

P(X1=ki.o, Xa=ka) = (1= p)pi* - (1= pa)ph.

Motsvarande kan goras for M /M /c-system. Antalet kunder vid stationerna i det stationira tandem-
systemet av M /M /c-kder dr simultant oberoende stokastiska variabler ddr marginalférdelningarna
ar desamma som f6r M /M /c-systemet.

M/M/1 med aterkoppling

Ankomster sker enligt en Poissonprocess med intensitet A. Betjidningstiderna &r oberoende och
exponentialférdelade med vintevirde 1/u. Varje slutford betjdning resulterar i en korrekt enhet
med sannolikhet p oberoende av tidigare betjaningar. Icke-korrekta enheter servas pa nytt.

Systemet har samma dynamik som ett M /M /1-system med ankomstintensitet A och nettobetjiningsintensitet
pu, dvs det existerar en stationdrfordelning fér antalet kunder som ges av

m=0-p)p* k>0
da p=MNpu<1.

Lat A vara den totala ankomstintensiteten varmed enheter kommer till betjdnaren, inklusive re-
turer av icke-korrekta enheter. Da dr A(1 —p) + A = A, dvs A = A/p. Vi kan se systemet som
ett system med ankomster enligt en (punkt-)process med intensitet A och betjiningsintensitet p.
Ankomstprocessen ir ej en Poissonprocess.

Jacksonnitverk

System av aterkopplade M /M /c-system.

e Ankomster till station ¢, ¢ = 1,...,d enligt en Poissonprocess med intensitet \;.
e Betjiningstiderna vid nod 4 dr oberoende exponentialférdelade med véntevirden 1/p;.

e Markovska rutter i nitverket: en kund lamnar nod ¢ och gar till nod j med sannolikhet p;;,
oberoende av tidigare vig, och lamnar nétverket med sannolikhet p; = 2?21 Dij-

Alla storheter forutséitts vara oberoende.

Lat A; vara den totala intensiteten ut ur nod j. Trafikbalans ger att A; maste uppfylla

d
Aj = >‘j + ZAJ)”

i=1



Om p; = Aj/p; < 1,j = 1,...,d, sa dr (Xy(t),...,Xa(t))s>0 en ergodisk Markovkedja med
stationérférdelning

P(Xl :{lﬁl,...,Xd:wd):P(Xl:1'1)-~-P(Xd:xd):7T1(.’E1)~--7Td($d)

dér m; (k) ér fordelningen for det i ett stationédrt M /M /c-system finns k enheter.



