Matematisk Statistik

SF1910/SF1925 Tillampad statistik, HT 2023
Laboration 2

1 Introduktion

Denna laborationen kommer pa redovisningstillfiallet att bedémas som an-
tingen godkéand eller ej godkind. De studenter som blir godkédnda pa labo-
rationen behéver inte 16sa uppgift 12 pa tentamens del I och far dessutom 3
bonuspoéng pa tentamens del II. Observera att dessa férdelar endast géller
vid den ordinarie tentamen och det férsta omtentamenstillfallet.

Lés forst igenom labbspecifikationen tva ganger. Forsdkra dig om att du
forstar hur de MATLAB-kommandon som finns i den bifogade koden fun-
gerar. Svaren péa forberedelseuppgifterna ska kunna redovisas individuellt.
Arbete i grupp ar tillatet (och uppmuntras) med hégst tva personer per
grupp. Ta med en utskriven kopia av labbspecifikationen till redovisnings-
tillfdllet for att kunna anvinda som kvitto pa att laborationen ar godkand.

2 Forberedelseuppgifter

1. En Rayleighfordelad stokastisk variabel X har téthetsfunktionen

Antag nu att du har n stycken Rayleighférdelade variabler.

a) Bestdm ML-skattningen av b.
b) Bestdm MK-skattningen av b.

2. Beskriv hur du kan ta fram ett approximativt konfidensintervall fér pa-
rametern b. Motivera varfor det ar rimligt att gora den approximation
som du har gjort. Ledning: Anvind MK-skattningen av b.

3. Beskriv idén bakom linjar regression. Beskriv hur man i MATLAB
m.h.a. kommandot regress kan skatta parametrarna i modellen

w = log(yx) = Bo + Prak + ek (1)
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3 Nodvandiga filer

Borja med att ladda ner foljande filer fran kurshemsidan.
e wave_data.mat
e hist_density.m
e birth.dat
e birth.txt - beskrivning av datat birth.dat
e moore.dat

Se till att filerna ligger i den mapp du kommer att arbeta i. For att kontrollera
att du har lagt filerna rétt, skriv 1s och se om filerna ovan listas. Du kan
skriva dina kommandon direkt i MATLAB-prompten men det &r absolut
att foredra att arbeta i editorn. Om den inte &r 6ppen sa kan du Sppna
den och skapa ett nytt dokument genom att skriva edit lab2.m. Koden
som ges nedan &r skriven i celler. En ny cell paborjas genom att skriva tva
procenttecken. Ctrl+Enter exekverar innehallet i en cell.

4 Laborationsuppgifter

Problem 1 - Simulering av konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « f6r en (okénd) parameter p
innehaller det sanna p med sannolikhet 1 — «. Vi ska forsoka forsta inne-
bérden av detta begrepp med hjélp av simuleringar. Koden nedan anvéinder
n = 25 oberoende observationer fran N(2,1)-férdelningen for att skatta ett
konfidensintervall for vintevirdet med konfidensgrad 95%. Detta upprepas
100 ganger vilket ger 100 konfidensintervall. Hur méanga av dessa intervall
kan forvantas innehalla det sanna vardet pa p?

%% Problem 1: Simulering av konfidensintervall
% Parametrar:
n = 25; %Antal matningar
mu = 2; %Vantevardet
sigma = 1; %Standardavvikelsen
alpha = 0.05;
%$Simulerar n observationer for varje intervall
x = normrnd (mu, sigma,n,100); %n x 100 matris med varden
%$Skattar mu med medelvardet
xbar = mean (x); %vektor med 100 medelvarden.
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%$Beraknar de undre och ovre granserna
undre = xbar - norminv (l-alpha/2)xsigma/sqrt (n);
ovre = xbar + norminv(l-alpha/2)xsigma/sqrt (n);

= e
w N

Sida 2 av 7?7




SF1910/SF1925 Laboration 2 HT 2023

%% Problem 1: Simulering av konfidensintervall (forts.)
%$Ritar upp alla intervall
figure (1)
hold on

for k=1:100
if ovre(k) < mu % Rodmarkerar intervall som missar mu
plot ([undre (k) ovre(k)]l, [k k], 'r")
elseif undre (k) > mu
plot ([undre (k) ovre(k)1l, [k k], 'r")
else
plot ([undre (k) ovre(k)]1, [k k], 'b")
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12 end

13 end

14 %$bl och b2 ar bara till for att figuren ska se snygg ut.
15 bl = min(xbar - norminv(l - alpha/2)+*sigma/sqgrt (n));

16 b2 = max (xbar + norminv(l - alpha/2)=*sigma/sqrt (n));

axis([bl b2 0 101]) %Tar bort outnyttjat utrymme i figuren
%$Ritar ut det sanna vardet

plot ([mu mul, [0 1011, 'g")

hold off

==
© 0 3

N
o

Vad visar de horisontella strecken och det vertikala strecket? Hur méanga av
de 100 intervallen innehéller det sanna virdet pa p? Stdmmer resultatet med
dina forvantningar? Kor simuleringarna flera ganger.

Variera nu pu, o, n och « (en i taget) och ser hur de olika parametrarna
paverkar resultatet.

Problem 2 - Maximum likelihoodskattning och minsta kvadrat-
skattning

I denna uppgift ska vi undersoka tva olika punktskattningar av virdet pa
parametern i en Rayleighférdelning. Koden nedan genererar en samling Ray-
leighférdelade stokastiska variabler med parametervéirde 4 och plottar sedan
skattningarna my_est_ml och my_est_mk. Anvind dina tva skattningar fran
forberedelseuppgift ?7.

1 %% Problem 2: Maximum likelihood/Minsta kvadrat
2 M = le4;

3 b = 4;

4 x = raylrnd(b, M, 1);

5 hist_density(x, 40)

6 hold on

7 my_est_ml = % Skriv in din ML-skattning har
8 my_est_mk = % Skriv in din MK-skattning har
9

plot (my_est_ml, 0, 'rx")
plot (my_est_mk, 0, 'gx'")
plot (b, 0, 'ro'")

hold off
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Ser din skattning bra ut? Kontrollera hur tédthetsfunktionen ser ut genom
att plotta den med din skattning:

1 %% Problem 2: Maximum likelihood/Minsta kvadrat (forts.)
2 plot(0:0.1:6, raylpdf(0:0.1:6, my_est_ml), 'r'")
3 hold off

Problem 3 - Konfidensintervall for Rayleighférdelning

Vi ska nu undersoka en Rayleighférdelad signal, bestdmma en punktskatt-
ning av parametervirdet samt ta fram ett konfidensintervall for parametern.
Ladda in data genom att skriva load wave_data.mat. Filen innehéller en
signal som du kan plotta genom att skriva féljande kod.

%% Problem 3: Konfidensintervall for Rayleighfordelning
load wave_data.mat
subplot (2,1,1), plot(y(1:100))
subplot (2,1,2), hist_density(y)

=W N

Om du é&ndrar y(1:100) till y(1:end) sa kan du se hela signalen. Skatta
parametern i datat pa samma sdtt som i Problem 2. Spara din skattning
som my_est. Ta fram ett konfidensintervall fér skattningen och spara Gvre
respektive undre virdet som upper_bound respektive lower_bound. Plotta
nu intervallet for din skattning av parametern

%% Problem 3: Konfidensintervall (forts.)
hold on % Gor sa att ploten halls kvar
plot (lower_bound, 0, 'gx'")

plot (upper_bound, 0, 'gx'")

W N e

Kontrollera hur téathetsfunktionen ser ut genom att plotta den med din skatt-
ning pé samma vis som i foregande avsnitt:

1 %% Problem 3: Konfidensintervall (forts.)
2 plot(0:0.1:6, raylpdf(0:0.1:6, my_est), 'r')
3 hold off

Ser fordelningen ut att passa bra?

Rayleighférdelningen kan t.ex. anvindas for att beskriva hur en radiosig-
nal avtar. Experimentella matningar pa Manhattan har visat att Rayleigh-
fordelningen beskriver radiosignalers fadning (engelska: fading) pa ett bra
sitt 1 den sortens stadsmiljo [?].
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Problem 4 - Jamforelse av fordelningar hos olika populationer

I denna uppgift undersoker vi en dataméngd visuellt med hjélp av MATLAB
for att se om vi kan gora nagra intressanta iakttagelser. Filen birth.dat
innehaller data om 747 forstfoderskor i Malmo under aren 1991-1993. Filen
innehaller olika 26 variabler, varav nagra &r numeriska (sasom léngd och
vikt hos modern) och andra kategoriska, dvs antar ett av 2-3 fixa virden
(exempelvis “1” om barnet var planerat och “2” om det inte var planerat).
Anvand informationen i birth.txt och MATLAB-funktionerna subplot och
hist_density.m for att generera en figur med fyra olika histogram som
visar férdningarna for barnets fédelsevikt, moderns alder, moderns langd
respektive moderns vikt.

Det dr av medicinskt intresse att bestdmma riskfaktorer som okar san-
nolikheten for att en barn fods med alltfor lag fodelsevikt. Lag fodelsevikt
definieras som en fodelsevikt under 2500 g, mycket lag fodelsevikt som en fo-
delsevikt under 1500 g och extremt lag fodelsevikt som en fodelsevikt under
1000 g. Vi kan anvéndra den givna dataméngden for att forsdka dra slutsat-
ser om riskfaktorer for lag fodelsevikt genom att jamfora viktfordelningen
for barn vars modrar har en viss riskfaktor med viktfordelning for barn vars
modrar saknar riskfaktorn.

En kénd riskfaktor for lag fodelsevikt hos nyfédda &r rokning. Vi under-
soker darfor skillnaden i fodelsevikt mellan barn vars mammor roker respek-
tive inte roker under graviditeten. I filen birth.txt ser man att kolonn 20 i
birth.dat innehaller rokvanor och att virdena 1 och 2 betyder att mamman
inte roker under graviditeten, medan vérdet 3 betyder att hon gor det. Skapa
tva variabler x och y for fodelsevikter horande till icke-rokande respektive
rokande mammor enligt

1 %% Problem 4: Fordelningar av givna data
2 load birth.dat

3 x = birth(birth(:, 20) < 3, 3);

4 y = birth(birth(:, 20) == 3, 3);

Vad som héander har ar att birth(:, 20) < 3 returnerar en vektor av “sant”
och “falskt” och att bara de rader av kolonn 3 (fodelsevikterna) i birth for
vilka jamforelsen &r sann, véiljs ut. Anvénd funktionen length eller komman-
dot whos for att se storleken pa vektorerna x och y. Anvind koden nedan
for att visuellt inspektera datat.

%% Problem 4: Fordelningar av givna data (forts.)
subplot (2,2,1), boxplot (x),
axis ([0 2 500 50001])
subplot (2,2,2), boxplot (y),
axis ([0 2 500 50007)

Ul W N
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1 %% Problem 4: Fordelningar av givna data (forts.)
2 subplot (2,2,3:4), ksdensity(x),

3 hold on

4 [fy, ty] = ksdensity(y);

5 plot(ty, fy, 'r')

6 hold off

Vad betyder plotarna? Vilka slutsatser kan du dra om rékande modrars pa-
verkan pa barns fédelsevikt?

Vilj nu ut en annan av de kategoriska variablerna i datat som du miss-
tdnker kan paverka fédelsevikten och undersék med samma metod om det
forefaller foreligga ett samband mellan variabeln och fodelsevikten. Observe-
ra att om du valjer en kategorisk variabel med tre olika varden, s& behover
du gora om den till en variabel med tva olika virden pa samma sétt som for
rokvanevariabeln ovan.

Problem 5 - Test av normalitet

Manga statistiska metoder baseras pa antagandet att datat dr normalférde-
lat. Det ar dérfor av intresse att kunna avgora om en given dataméngd &r
normalférdelad eller ej. Tva metoder for att visuellt undersoka om en data-
méngd dr normalférdelad ges av de bada MATLAB-kommandona normplot
och qgplot som bada jamfér den empiriska dataméngdens kvantiler med
kvantilerna for en normalfordelning. Undersok med ett av dessa komman-
don om variablerna fér barnets fodelsevikt, moderns alder, moderns langd
och/eller moderns vikt kan ségas vara normalfordelade och om inte pa vilket
sitt de olika variablerna avviker fran normalférdelning slumpvariabler.

Metoderna normplot och qgplot bygger pa att man gor en visuell be-
doémning av en graf och innehaller darfor ett visst matt av subjektivitet. Det
finns dock statistiska test for att avgora normalitet. Ett sadant ar Jarque-
Beras test av normalitet som bygger pa en jamforelse mellan det empiriska
datats skevhet och kurtosis och motsvarande storheter for en normalférdel-
ning. Fér en slumpvariabel X med vintevirde p och standardavvikelse o
definieras skevheten v och kurtosisen x som

X —pu 4
(5]

X —pu 3
y=FE < > respektive Kk =FE
I Jarque-Beras test av normaltitet anvéinds testvariabeln

g

6

dér n &r antalet observationer och S och K &r skattningar av datats skevhet
och kurtosis. Under nollhypotesen att datat &r normalfordelat, sa ar testva-
riabeln approximativt y2-férdelad med tvé frihetsgrader.

JB == (S2+i(K—3)2>7
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Anvind MATLAB-funktionen jbtest for att avgéra om variablerna for
barnets fodelsevikt, moderns alder, moderns langd och/eller moderns vikt &r
normalfordelade pé signifikansnivan 5%.

Problem 6 - Enkel linjar regression

Linjar regression utvecklades under sent 1700-tal av en ung Gauss. Metoden
fick ett genomslag nir den forutspadde banan for den genom tiderna forst
upptéckta asteroiden Ceres. Linjér regression anviands én flitigare idag med
tillampningar inom i stort sett all vetenskap som behandlar data. Fordjup-
ning i &mnet ges i kursen “Regressionsanalys”.

I denna uppgift ska vi understka fenomenet Moores lag. Ladda in datat
moore.dat pa samma satt som tidigare. I datat s& &r y antalet transisto-
rer /ytenhet medan x representerar artalet. Det betyder att om vi plottar
dessa variabler mot varandra sa ser vi en plot av utvecklingen Gver tid av
antalet transistorer per ytenhet. Antalet transistorer per ytenhet forefaller
Oka exponentiellt, vilket gor det rimligt att anta att logaritmen av antalet
transistorer per ytenhet okar linjart med tiden. Infér modellen

w; = log(yi) = Bo + Prx; + €.

Bilda en matris X som har formen

1 I

1 o
X = . ’

1 x,

dar n ar antalet observationer i datat och ta sedan fram en skattning av
B = (Bo, B1)T med hjilp av MATLABs funktion regress. Plotta din skattade
modell

log(9) = X5,

genom att jamfora g med datat y. Plotta sedan residualerna péa foljande sétt.

%% Problem 6: Regression
res = w-X*beta_hat;
subplot (2,1,1), normplot (res)
subplot (2,1,2), hist(res)
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Vilken férdelning ser de ut att komma fran? Anvind &ven funktionen regress
for att bestimma storheten R?, vilken dr ett matt pa hur stor andel av vari-
ationen i datat som forklaras av modellen. Om du skattar B m.h.a. data fran
1972 till 2019, vad ar da din prediktion fér antalet transistorer ar 20257
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Problem 7 - Multipel linjir regression

Regression kan anvéndas &ven nér en variabel kan antas bero pa flera olika
forklaringsvariabler, sig z, w och z. Vi kan da stélla upp en multipel linjér
regressionsmodell

yi = Bo + Brx; + Pow; + B3z + €.

Anvind datat i birth.dat for att for att forst sdtta upp en enkel linjar
regressionsmodell for hur barnets fodelsevikt beror pa moderns langd. Satt
sedan upp en multipel linjér regressionsmodell dér ni som férklaringsvariab-
ler anvéander moderns vikt, moderns rékvanor och den ytterligare kategoriska
variabel med tva mojliga virden som ni undersokte i Problem 4. Notera att
de tva virdena pa de kategoriska variablerna maste véljas till 0 respektive
1. Anvand regress for att bestdmma konfidensintervall for parametrarna i
den multipla regressionsmodellen och avgor med hjalp av dessa konfidensin-
tervall om de undersokta variablerna har en signifikant paverkan pabarnets
fodelsevikt. Plotta dven residualerna i den multipla regressionsmodellen med
normplot och tolka resultatet.
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