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0.1 Blandade uppgifter

Problem 0.1.1.

Den stokastiska variabeln X kan endast anta véirdena 0,1,2,3 och 4. Vérdena 0, 1 respektive
2 antas med sannolikheterna 0.2, 0.3 respektive 0.1. Vidare géller att X har vintevarde 1.8.
Bestdm sannolikhetsfunktionen fér X samt variansen for X.

Problem 0.1.2.

For héndelserna A och B géller P(A) = 0.3, P(A | B) = 0.2 och P(AU B) = 0.9. Avgor
om A och B &r oberoende.
Problem 0.1.3.

For de oberoende stokastiska variablerna X och Y giller att X har véntevéirdet 6 och
standardavvikelsen 2 medan Y har vintevérdet 10 och standardavvikelsen 3.

a) Berdkna vintevirdet E(3X —Y + 1).

b) Berdkna standardavvikelsen D(3X —Y + 1).

Problem 0.1.4.



Den stokastiska variabeln X har fordelningsfunktionen

0 omzx <0
Fx(z)=<a2> om0<az<1

1 omz >1

a) Berdkna P(X > 0.5|.X > 0.25).
b) Berdkna E(X).
c¢) Berdkna D(X).

Problem 0.1.5.
Lat X vara normalférdelad N(3,4?). Berikna P(2 < X < 5).

Problem 0.1.6.

Tva foretag A och B producerar cement. Tryckhallfastheten for cement fran foretag A
dr normalférdelad med vintevirdet 6000 kg/cm? och med standardavvikelsen 100 kg/cm?.
Cement fran B &r normalférdelad med vinteviirdet 6100 kg/cm? och med standardavvikelsen
100 kg/cm?.

I ett byggnadsprojekt anvinds cement fran dessa tva foretag sa att cement fran A anvéinds
for 1/3 av konstruktionen och 2/3 kommer fran B. Det finns inga yttre tecken som avslojar
tillverkaren.

a) Vad &r sannolikheten for att ett prov pa cement i denna konstruktion kommer att ha
tryckhallfasthet stérre én 6100 kg/cm? ?

b) Givet att ett prov pa cement har tryckhallfasthet stérre dn 6100 kg/cm?, vad ér sanno-
likheten for att provet kommer fran tillverkaren A ?

Problem 0.1.7.

Kroppen behover jarn for att bilda hemoglobin och réda blodkroppar och brist pa jéarn
kan leda till anemi. Jérnbrist kan behandlas med blodtransfusioner, jarntabletter, dropp eller
mediciner.

I en forstudie av effekten av en viss jarntablett ingar n = 5 patienter. Deras jarnhalt i blodet
méts fore och efter medicinering med tabletter och métresultaten sammanfattas av

fore, x1,...,2,: 921  89.6 1004 79.7 88.3

efter, yy.... yy: 1410 1214 1419 1269 1086  °°bet gram/liter

Lat m vara den genomsnittliga hdjningen av jarnhalten i blodet for en patient.
Ansétt modellen att forédndringarna i jarnhalt beskrivs av oberoende normalférdelade sto-
kastiska variabler.

a) Om man skall bevisa att tabletterna vésentligt hdjer jarnhalten i blodet, vilken av f6ljande
tva hypotesprévningar skall man utféra?

Hy:m=50 mot H;:m <50
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eller
Hy:m=25 mot H;:m > 25.

Motivering krévs naturligtvis.

b) Utfor testet pa niva ao = 0.05.

Problem 0.1.8.

For att jamfora tva metoder att bestdmma halten koppar i legeringar analyserades fem olika
legeringar med bada metoderna. Resultat (%koppar):

Legering 1 2 3 4 D

Metod B 134 179 9.7 15.0 129
Metod A 13.9 176 10.3 154 13.3

Antag normalfordelade observationer och ange en limplig modell. Gor ett 95%igt konfi-
densintervall for den systematiska skillnaden mellan metoderna A och B.

Problem 0.1.9.

Livsldngden hos en typ av ganska komplicerade elektroniska komponenter kan uppfattas
som en stokastisk variabel X med téathetsfunktionen

0 om x < 0.
Ix(x) = g3e—2/0

94—3' OmIZO

En fordelning av denna typ kallas ibland fér en Erlangfirdelning.

Antag att vi har n observationer x4, . .., x,, pa livslingderna hos oberoende komponenter, dvs
x1,...,x, uppfattas som utfall av oberoende stokastiska variabler med ovanstaende férdelning,
dér 6 &ar en positiv men i 6vrigt okénd parameter.

Hérled ML-skattningen av 6.

Problem 0.1.10.

Vid en undersokning av en viss cancersjukdom vill en forskare ta reda pa om cancersjukdo-
men mojligen fororsakas av nagon okénd miljofaktor. Antag att risken for varje enskild person
att fa cancer av denna typ ett visst ar dr 0.0001. Forskaren delar in landet i 800 distrikt om
10000 invanare vardera och tar genom cancerregistret reda pa hur manga som fatt cancerfor-
men ett visst ar i de 800 distrikten. I genomsnitt borde det bli ca 1 fall per distrikt, men i ett
distrikt upptécker han 6 fall. Fragan 4r om detta ar oroande manga fall.

a) Antag att man bara far reda pa att det i ett visst givet distrikt om 10000 personer har
upptratt 6 fall i stéllet for det forvintade enda fallet. Undersok om detta &r oroande manga
genom att berdkna sannolikheten for 6 eller fler fall i det givna distriktet.



b) Om man ocksa far reda pa att forskaren valt ut det ”vérsta” distriktet, dr da ocksa
uppgiften om 6 fall oroande? For att bedoma detta skall Du berékna sannolikheten for att det
i atminstone ett distrikt upptriader atminstone 6 fall ett visst ar.

OBS! Lampliga och val motiverade approximationer ar tillatna i bade a- och b-delen.

Den som ej klarat a-delen far i b-delen anvinda p = 1073:

Problem 0.1.11.

En viss haltbestdmningsmetod ger normalférdelade slumpméssiga métfel med standardav-
vikelse = 0.10 inom det aktuella haltomradet.

a) Antag att man ténker gora tva oberoende bestamningar, X och Y, av samma halt. Ange
hur stor absolutdifferens i resultat som &r rimlig, genom att berdkna ett intervall inom vilket vi
kan vara 99%igt sakra pa att differensen skall falla, dvs berédkna r sa att P(‘X—Y‘ < T) = 0.99.

Problem 0.1.12.

I ett laboratorium anvinds ett instrument som har ett systematiskt fel A som é&r lika med
2 %. Vid métning av halten i ett prov fick man féljande observationer i %:

10.24 10.40 1040 10.56 10.84 11.00 11.18 11.28 11.52 11.72
Hjdlpsummor: 310 a; = 109.14 310 22 = 1193.4964

Man antar att observationerna &r normalfordelade med véntevirde p + A, dér p ar den

verkliga halten, och varians 2.

a) Ge ett 95% konfidensintervall for den verkliga halten.

b) Laboranten ansag att konfidensintervallet blev for brett och planerar darfor att gora
en ny undersokning. Man vill att det 95 %:iga konfidensintervallets bredd skall vara hogst 0.2
for det fall att standardavvikelsen skulle vara 0.5 och kéind. Ungefir hur manga observationer
maste i sa fall goras?

Problem 0.1.13.

I ett forsok dar man ville underscka hur fuktinnehallet i papper producerat i en pappers-
maskin berodde pa hastigheten prévade man 4 olika hastigheter Ay, As, A3, Ay . Man gjorde 3
upprepningar for varje hastighet och fick féljande data:

Upprepning
Hastighet 1 2 3

A 10 12 5
A, 15 14 10
As 14 16 9
A, 0 13 7

Totalkvadratsumma: 3, 3 (yi; — §.)* = 122.25. Totalmedelvirde: g.. = 11.25.



a) Modellen &r att resultaten for de olika hastigheterna ar utfall av normalférdelade variabler
som har samma standardavvikelse men déir vintevirdena (eventuellt) &r olika for de olika
hastigheterna men samma for alla upprepningarna inom de olika hastigheterna. Undersck om
det (med denna modell) &r nagon skillnad mellan fuktinnehallet for de olika hastigheterna.

Ensidig variansanalys. Radmedelvarden ar 9, 13, 13 och 10 varfor

Soini(Gi —§.)? =3+ (924 13% + 132 + 10* — 4 - 11.25%) = 38.25.
Det ger oss foljande variansanalystabell.

Fg Kvs Mkvs
Mellan hastigheter 3 3825 1275
Inom hastigheter 8§ 84.00 10.50
Totalt 11 122.25

b) En observant person tyckte véirdena for de olika upprepningarna sag konstiga ut och
han upptéickte da att de olika upprepningarna hade gjorts med 3 olika papperstyper sa att
upprepning 1 gjorts med en papperstyp, upprepning 2 med en annan och upprepning 3 med
ytterligare en och detta pa samma sétt for alla de 4 hastigheterna. Han ansag att man borde
gardera sig for att papperstypen paverkade resultaten. Genomfor en sadan analys dér hastighet
och papperstyp ar additiva faktorer.

Modellen blir nu tvasidig variansanalys med hastigheter och papperskvalitet som faktorer.
Kolumnmedelvirden ar 12.25, 13.75 och 7.75 varfor p-3 - (5,;—5.)* = 4-(1°+2.5°+3.5%) = 78.00.
Det ger oss variansanalystabellen

Fg Kvs Mkvs
Mellan hastigheter 3 3825 1275
Mellan papperskval 2 78.00 39.00
Residual 6 6.00 1.00
Totalt 11 122.25

Besvara for modellen i b-delen foljande fragor:
1. Ar det nagon skillnad i resultaten mellan de olika hastigheterna?
2. Hade papperstypen nagon betydelse?

3. Berikna ett 95%igt konfidensintervall for skillnaden vad géller fuktinnehallet mellan has-
tigheterna A; och A, .

Problem 0.1.14.

En lackfirg kan spddas med lacknafta for att fa storre flodighet. Detta paverkar dven fargens
torktid. For att undersoka hur torktiden beror av spiddningen malades 10 furubrédor med olika
spadning (ml lacknafta per liter firg) och torktiden (i timmar) uppméttes. Resultat:

Spadning | Torktid

10 8.3 8.0
20 8.0 8.3
30 7.3 7.5
40 6.9 6.5
50 6.2 5.9



Antag att sambandet mellan torktid och spadning ar linjért i det undersokta spadningsom-
radet.

Ge en lamplig statistisk modell.

Skatta parametrarna i detta linjara samband! Berdkna ett 95% konfidensintervall for andringen
av torktiden om spédningen tkas med en ml per liter firg (i det aktuella spadningsomradet).
Ange forutsiattningarna for berdkningarna.

Nagra hjélpsummor: 8.3 4+ 8.0+ --- 4+ 5.9 = 72.9 (summan av torktiderna)

8.3%2 + 8.0 + - - - + 5.9 = 538.43 (summan av torktiderna i kvadrat)

10-83+10-8.0420-80+---+50-6.24 5059 = 2074 (summan av produkterna av
spadning och torktid)

Problem 0.1.15.

Tiden (i minuter) som det tar att genomféra en viss kemisk tillverkningsprocess antas
vara N (200, 10%)-fordelad. Tiden for att efter processens avslutande aterstilla den anvinda
apparaturen, sa att processen pa nytt kan paborjas, antas vara N (30,9)-fordelad. Lat T vara
sammanlagda tiden for att forst genomfora tillverkningsprocessen, sedan aterstéilla apparatu-
ren och slutligen genomfora tillverkningsprocessen igen. Tiderna for tillverkningsprocesserna
och aterstéllandet antas vara oberoende.

Berikna P(T > 445).

Problem 0.1.16.

En betjaningsstation skall dimensioneras. Till betjédningsstationen inkommer kunder, och
man antar att tiderna mellan ankomsterna &r oberoende, likaférdelade stokastiska variabler
med vintevirde 10 och standardavvikelse 6 (minuter). Tiden till forsta kunden anléinder har
ocksa denna férdelning. For dimensioneringen ar det vésentligt att veta hur manga kunder som
kan ténkas inkomma under en 8-timmarsperiod. Berdkna n sa att sannolikheten att n kunder
eller fler inkommer under en 8-timmarsperiod #r hogst 10 %. Vilmotiverade approximationer
far anvandas.

Problem 0.1.17.

Ett Geiger-ror anvinds for att registrera radioaktiva sonderfall. Varje sadant sonderfall
ger upphov till ett Poissonférdelat antal strompulser dér véntevérdet i Poissonfordelningen ar
3. Antalet strompulser for de olika sonderfallen dr oberoende av varandra. Man vet att det
antingen sker 1 sénderfall (med sannolikhet 0.3) eller 2 sonderfall (med sannolikhet 0.7).

a) Vad ar sannolikheten for att man registrerar 4 strompulser?
b) Berékna sannolikheten att det varit 2 sénderfall om man registrerar 4 strompulser.
Ledning: Lagen om total sannolikhet och Bayes’ sats kan vara anvindbara.

Problem 0.1.18.



Begreppet intelligens &r operationellt definierat som resultatet av sk intelligenstest. For
enkelhets skull antar vi att resultaten &dr oberoende och normalférdelade med samma standar-
davvikelse for alla individer i alla test. Man 6nskar undersoka om vana vid intelligenstest medfor
en fordndring av testpodngen. For att prova hypotesen dras ett stickprov om n = 7 individer,
vilka tidigare ej genomgatt test. Dessa far genomga prov pa 6 test vardera, och nedan anges
resultat pa forsta och sista testet:

Individ nr \1 2 3 4 5 6 7

Forsta testet | 108 142 121 138 112 102 91
Sista testet 106 146 122 140 117 104 94

Prova hypotesen att ingen forandring i testpoéng sker mot hypotesen att en sadan fordandring
intréffar. 5% signifikansniva.

Problem 0.1.19.

Volymen av blod som strémmar fran hjéartat efter en hjartmuskelsammandragning kallas
slagvolymen. For en individ som vilar ar slagvolymen i medeltal cirka 75 ml. Vid en medicinsk
undersokning av sambandet mellan slagvolym och alder fick man féljande data:

Alder 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Slagvolym | 74 76 77 74 71 72 70 68 67 64 62

Man tyckte sig se ett linjart beroende mellan slagvolym och alder.

a) Testa om aldern har nagon signifikant inverkan pa slagvolymen. Niva 5%.
b) Berdkna ett 95% konfidensintervall for forviantad slagvolym hos en 50-aring.

Problem 0.1.20.

En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

0z~1 om0<z<1
fx(z) = {

0 annars

dér 6 > 0 &ar en okédnd parameter.

Lat xy, 2o, -+ ,x, vara oberoende observationer pa X, dvs att de dr utfall av oberoende
stokastiska variabler alla med samma fordelning som X.

Hérled ML-skattningen (Maximum Likelihood-skattningen) av 6.

Problem 0.1.21.

Man vill jamfora oktanhalten i tva olika oljetyper A och B. Dérfor har man tagit ut 12
prover av vardera oljetypen och métt oktanhalten pa dessa. Man fick da foljande virden

Oljetyp A | 81 84 79 83 82 8 82 84 8 79 82 81
Oljetyp B | 76 78 79 8 79 8 76 81 79 82 78 79



Man misstéanker att oktanhalten inte &r densamma fér de bada oljetyperna. Métvérdena pa
de olika oljetyperna anses vara oberoende och normalférdelade med vantevirde m 4 respektive
mp (dar my och mp &r respektive oktanhalt) och med samma standardavvikelse o.

a) Berdkna ett 95%-igt symmetriskt konfidensintervall for my — mp.

b) Formulera lampliga hypoteser for att avgora om oktanhalten &r densamma for de bada ol-
jetyperna eller inte, samt utfér hypotespréovningen. Niva 5%. Dina slutsatser skall klart framga.

Problem 0.1.22.

Weibullférdelningen (uppkallad efter Wallodi Weibull, 1887-1979, professor i maskinelement
vid KTH, se www.weibullnews.com/ybullbio.htm for en kort biografi), &r en av de mest

anvanda fordelningarna for att beskriva livslangder av olika sorts komponenter. Den stokastiska
variabeln X ar Weibullférdelad om

c

P(X>z)=e*, >0

dér a och c ar givna positiva parametrar.

a) Harled tathetsfunktionen till X.
For en viss sorts komponenter dr ¢ = 2, medan a ar okdnd. Man gor dérfor observationer
av livsldngderna pa 5 komponenter och erhaller vérdena (enhet:ar)
0.26 0.30 0.34 0.74 0.95
b) Berdkna maximum-likelihoodskattningen av a.
c) Skatta pa lampligt sitt percentilen Lig. Med Ljo menas det virde som uppfyller P(X <
L) = 10%.

Problem 0.1.23.

Solceller av den enkla typen A kostar 75 kr/styck och levererar under vissa férhallanden en
effekt som beskrivs av en stokastisk variabel med véntevéarde 1.5 kW och standardavvikelse 0.6
kW.

Den mer avancerade solcellen B kostar 250 kr/styck men levererar en effekt som beskrivs
av en stokastisk variabel med vantevirde 5.5 kW och standardavvikelse 2.1 kW.

Om levererad effekt av skilda solceller beskrivs av oberoende stokastiska variabler, bestdm
(approximativt) sannolikheten att 49 solceller av typ B ger en storre total effekt/krona &n 100
solceller av typ A. (Notera: effekt per krona.)

Problem 0.1.24.

a) En tentamen med 10 fragor har varje tentamensfraga 4 svarsalternativ. En student vid
hogskolan i Bempole (HB), som inte lést pa, fyller i sina svar genom att pa varje fraga pa mafa
vilja ett av svarsalternativen oberoende av tidigare svar. Studenten blir godkénd om 6 eller fler
fragor ar rétt besvarade. Bestdm sannolikheten att studenten blir godkénd pa tentamen.

b) Efter att ha blivit underkénd skriver bembéliten omtentamen pa samma sétt. Bestdm
sannolikheten att studenten behdver tentera minst 6 ganger for att bli godkénd.

c¢) For en arskurs med 120 studenter vid HB, som alla satsar pa ytinldrning, dvs som fyller
i sina flervalsfragor pa mafa, bestim (approximativt) sannolikheten att farre d&n 20 studenter i
arskursen har klarat tentamen efter 5 tentamenstillfallen.



Problem 0.1.25.

Védret en sommardag kan indelas i tre olika typer:
A: hogtryck B: ostadigt C: lagtryck

Sannolikheterna for de olika typerna &r 0.2, 0.5 respektive 0.3 och sannolikheten att det
regnar vid viadertyp A, B respektive C ar 0.05, 0.4 respektive 0.9.

a) Berdkna sannolikheten for att det regnar en sommardag.

b) En person vaknar och hor att det regnar. Beridkna sannolikheten att vidret dr ostadigt.
Problem 0.1.26.

Lat X;, X3 och X3 vara oberoende stokastiska variabler dir X; ~ N(2,16) samt X, och

a) Berdkna E(Y).
b) Berdkna D(Y).
c¢) Berdkna P(Y > 8).



