KTH Matematik Tentamensskrivning, 20/8 2003, kl 14.00-19.00.
Harald Lang 5B1306 Inledande Finansiell Matematik

Hjalpmedel: minirdknare

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforlig 16sning och motivering.
Observera att redundant information kan forekomma i uppgifterna.

1.

Du skall bestamma priset pa en Europeisk képoption pa en underliggande
aktie med Blacks modell. Aktien kostar idag 60 kronor, och den ger om sex
manader utdelning pa 3% av det da géllande priset (dvs. priset omedelbart
fore utdelningen.) Aktien (eller snarare futurespriset pa densamma,) antas ha
en volatilitet pa 30% under ett ar, och optionens inlésentid &r om nio manader
med inlésenpriset 55 kr. Réntan ar 3% per ar med kontinuerlig forréantning.

En anvandbar formel finns i slutet av tentan, och en tabell 6ver normal-
fordelningen bifogas.

Betrakta ett kontrakt som ger innehavaren e"” kronor om ¢ + 7 ar, dér r &r
réantan (per ar) som géller om ¢ ar med 16ptiden 7 (dvs. fran ¢ till ¢ + 7 ar.)
Réantan raknas per ar med kontinuerlig forrantning.

Rantan r ar stokastisk idag, dvs. vi vet inte vad r» kommer att vara om
t ar. Bevisa att kontraktet ovan ar vart precis Z;, dvs. lika mycket som en
nollkupong med inlosen 1 vid tiden t.

Beviset skall bygga pa principen om arbitragefrihet. Du far alltsa inte
utga ifran nagot annat dn antagandet att det inte finns arbitrage.

Betrakta foljande réanteswap: innehavare A betalar till B i slutet av manad 6,
12, och 18 réntan pa ett belopp av av 100 000 kronor enligt den (idag okédnda)
halvarsréanta som géllt under det senaste halvaret fram till utbetalningen, samt
i slutet av manad 24, 30 och 36 motsvarande ranta, men pa beloppet 150 000
kronor. (Beloppen ar "notational principals”, dvs. de &r tdnkta belopp man
anvander i kalkylen.)

Innehavare B betalar a sin sida det konstanta beloppet ¢ till A i slutet av
manaderna 6, 12, 18, 24, 30, 36.

Bestam c sa att kontraktets varde vid tecknandet ar noll for bagge parter.
Nuvarande rantor (med kontinuerlig férrantning) &r:

loptid, ménader| 6 12 18 24 30 36

rénta, % per ar |5.0 5.25 5.5 6.0 6.2 6.3

(Det &r naturligtvis tillatet att anvénda resultatet i uppgift 2, &ven om den
uppgiften inte &r 16st.)

Forts...

(5p.)



4. Du skall bestamma priset pa en Amerikansk saljoption. Chefen har bestamt att
utgangspunkten skall vara ett binomialtrad 6ver terminspriserna (”forward-")
pa den underliggande tillgangen (med inlosentid samtidigt med optionen),
konstruerat s att priset i varje nod antingen multipliceras med u = (1+0+v/At)
eller med d = (1 — oV/At):

Go Gou G0u2 G0u3 G0U4
God Godu GodUQ GodU3
G0d2 God2u G0d2u2
GodS G0d3u
God*

diar Gg ar dagens terminspris. Réntan antas vara kénd och konstant = r.
Tidssteget i tradet ar givetvis At.

a. Bestdm riskjusterade (under ”forwardmattet”) sannolikheten ¢ for w [och
ddrmed sannolikheten (1 — ¢q) for d] i detta trad. (6p.)

Vi skriver nu upp detta trad for o = 0.3 och At = tva veckor. Terminspriset
idag, G, ar 100, och terminspriserna blir

100.00 105.88 112.11 118.71 125.69
94.12 99.65 105.52 111.73

88.58  93.79 99.31

83.37  88.27

78.46

b. Optionens inlésentid &r om atta veckor, och den underliggande tillgangen
ar en aktie som inte ger utdelning under tiden. Skriv upp motsvarande* bi-
nomialtriad for aktiens spotpris, och anvind detta for att bestimma priset
pa den Amerikanska sdljoptionen da inlésenpriset dr 100 och rantan ar 6%
per ar med kontinuerlig forréntning (rdkna med 52 veckor pa ett ar.) (6p.)

(* Dvs. motsvarande noder i de tva traden skall representera samma utfall.)

5. En portfolj bestar av dels en kupong-obligation med inlésen 100 000 kronor om
tva ar med kupongutdelning 3000 kronor varje halvar; dels en lang position
pa ett futureskontrakt med inlésen om tva ar pa en 5-arig (idag) nollkupong
med inlosenvéardet 50 000 kronor. Berdkna portféljens duration. Réntan &r for
narvarande platt 5% per ar med kontinuerlig férrantning. (10p.)

Foljande formel kan vara anvindbar: om X = ae?* déar z € N(0,1) och a, 0, K
ar konstanter, sa galler

E[max(X — K,0)] = E[X]®(d;) — K®(ds) dér
dl:lrl(E[X]/K)—f—02/27 dy—di — o

o

Har ar ¢ standard normalfordelningen; se bifogad tabell.
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Kortfattade losningar / svar.

1. Terminspriset pa underliggande aktien med inl6sentid om nio manader &r

59.5243 kr. Optionspriset blir da 8.26 kr.

2. Betrakta strategin: Kop idag en nollkupong med inlésentiden t. Man far da
1 krona vid tiden ¢t. Ko6p da for denna krona nollkupongare med inlosentid
t + 7. Vi far da vid denna tid just €7 kronor. Eftersom denna strategi
kostar Z; kronor, och ger precis det onskade penningflodet, maste alltsa, om
inget arbitrage finns, det aktuella kontraktet vara vért Z; kronor. Quad Erat
Demonstrandum.

3. Om vi anvander resultatet i uppgift 2 har vi att nuvardet av A:s betalningar

ar
100000 - [(Zo — Zg) + (Zs — Z12) + (Z12 — Z13)]

+ 150000 - [(Z18 — Zoa) + (Z2d — Z30) + (Z30 — Z36)]
= 100000 - (1 — Z1g) + 150000 - (Z18 — Z3¢) = 21.872,60

B:s betalningar har nuvardet
C- (ZG + Z12 + ZlS + Zl4 + Zgo + Z36) = 5.4161c

Vi far att ¢ = 4.038.44.

4.a Under forwardmattet &r terminspriserna en martingal, dvs i varje steg galler
Gt = E[Gt+1], dvs. Gt = QGtU + (1 — Q)th = QGt(l + oV At) + Gt(l — q)(l —
oV At) som ger 1 = 2qo + 1 — o som ger g = 0.5.

4b Tradet over spotpriserna blir

99.08 105.15 111.59 118.44 125.69
93.47 99.19 105.28 111.73
88.17  93.57 99.31

83.18  88.27

78.46

Tradet for optionspriserna blir (understruket=inlésen i fortid):

4.67 1.77 0.17 0.00 0.00
759 3.38 0.34  0.00
11.83 6.43 0.69

16.82 11.73

21.54

Optionspriset ar alltsa 4.67 (gor rakningarna med atminstone en decimal till i
noggrannhet.)



5. Kupong-obligationens duration ar 1.9152 ar och dess nuvérde 101, 761.10 kro-
nor. Futurespriset pa nollkupongaren ar 43,035.40 kronor, och nollkupon-
garens duration vid inlosen for futuren ar givetvis tre ar. Portfoljens duration
blir

43,035.40

1.9152 + ——+—
152+ 101,761.10

x 3 ar = 3.18 ar



