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1 Beridkning av moment

Sats: Om T" > 0 har férdelningsfunktionen F'(t), ¢ > 0sa géller om E(T") < o0
att

B(T") = r /Ooo U1~ F(t))dt

O
Bevis: T har tétheten f(t) = F'(t) och
E(T") = / t" f(t) = (partiell integration) =
0
() — 1) — / rEL () — 1)dt.
0 0
Men eftersom E(T") < oo giller att
/ t"f(t)dt — 0da A — oo
A
och vi far - .
/ £ F(t)dt > Ar/ F(t)dt = A"P(T > A).
A A

Alltsa géller att A™(1 — F(A)) — 0 da A — oo, dvs den utintegrerade biten &r
0. O

Bra formler ar alltsa

B(T) = /000(1 _ F(8))dt och E(T?) = z/ooom ().

Vi betecknar 1 — F(t) = R(t) = P(T > t) och R(t) kallas 6verlevnadsfunktion.



2 Felintensitet

Vi har

Plo<T <o+ AT > ) = P(:v;(;” i ;3)4— h) _ Flz +}£L<)x; F(zx) ﬁg?

Vi definierar dérfor felintensiteten som denna proportionalitetskonstant.

f(x)
R(x)’

AMz) =

och tolkningen dr att P(x < T < z + h|T > z) = A(xz)h dvs \(x) &r sanno-
likheten /tidsenhet for fel vid tid x da komponenten klarat sig fram till tiden
x.

Eftersom

sa ser vi att
R(z) = exp(— /Of AMu)du) och —1In(R(z)) = /o AMu)du.

For Exp(\)-fordelningen har vi titheten f(x) = Ae™** och 6verlevnadsfunktionen
R(x) = e* som ger \(z) = \, dvs att felintensiteten 4r konstant.

Om livslangden dr Weibull-férdelad, dvs har 6verlevnadsfunktionen R(z) =
exp(—(Ax)¢) erhalls titheten f(z) = eA°x¢~ ! exp(—(Ax)¢) och man far felinten-
siteten A(z) = eX°z¢"!. Denna avtar i x om 0 < ¢ < 1 och viixer i z om ¢ > 1.
For ¢ = 1 &ar den konstant och detta svarar precis mot Exp(\)-fordelningen.

3 Viaxande och avtagande felintensitet — I F'R
och DFR

Vi séger att fordelningen har vixande felintensitet eller, synonymt, ar [F'R
(Increasing Failure Rate) om felintensiteten A(z) véxer i x. Pa samma sétt
definieras DF' R (Decreasing Failure Rate) som att A\(x) avtar i z.

En lite mer generell definition dr att fordelningen dr IFR om —In(R(t)) &r
konvex i t. Konvexa funktioner ligger under sina kordor, dvs ligger under réata
linjer mellan punkter pa kurvan.

Tyvérr har inte sékert ett system uppbyggt av oberoende komponenter som var

for sig &r I F'R sjilv har en vixande felintensitet. Vi definierar darfor klassen
IFRA (A for Average) som att

1

¢
—/ AMu)du véxer i t.
tJo



Vi kommer senare att se att system uppbyggda av oberoende I F' R A-komponenter
ar sjalvt ITFRA.

Sats: [IFR = IFRA

Bevis 1: Antag att ¢; < to. Att fordelningen ar I F'R betyder alltsa att A(t1) <
A(t2). Vi vill visa att

1M 1 ["
— AMu)du < —/ Au)du.
tl 0 t2 0
Vi far
I , t 1 [ty
— AMu)du = (variabelbyte v = —u) = — A=v)dv >
tg 0 t2 tl 0 tl
1M
> (ty ta/t; > 1 och A(u) vixande) > t_/ A(v)dv
1Jo
vilket var vad vi ville visa. O

Bevis 2: Vi utgar fran att —In(R(¢)) dr konvex. Den borjar i 0 ty R(0) = 1
och alltsa géller att (rita figur)

~In(R(1) < (- In(R(1))

2
vilket 1att ger att

1M I
— AMu)du < —/ Au)du
ti Jo t2 Jo
eftersom In(R(t)) = — fot A(u)du. O

4 Minnesloshet hos exponentialférdelningens

For Exponentialfordelningen Exp(\) giller att den har felintensiteten A(t) = A,
dvs den beror ej av t. Exponentialférdelningen ér den enda fordelningen som
uppfyller detta. Man inser det eftersom fordelningen ar bestdmd av felintensi-
teten.
Vi har en intressant minnesloshetsegenskap hos expontenialférdelningen:
PT>z+y;T>z) P(T>z+y)
P(T>z+y|lT>z)= P> 1) S T PTsa)

6_)‘(-73+y)

=e M =P(T > y).

e—)\x

Detta kan tolkas som att en komponent med exponentialfordelad livslangd ej
aldras — har den 6verlevt till tiden = &r sannolikheten att den klarar ytterligare
y tidsenheter samma som sannolikheten att klara y tidsenheter fér en ny kom-
ponent. Detta hanger naturligtvis ihop med att felintensiteten &ar konstant. Det
ar alltsa meningslost att byta en komponent med exponentialfordelad livslangd
eftersom den ”gamla” komponenten é&r lika bra som den "nya”.

Ett alternativt sdtt att uttrycka denna likhet &r att utnyttja definitionen av
betingad sannolikhet och skriva den P(T' > x +y) = P(T > z)P(T > vy).
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5 Klasserna NBU och NWU

Vi definierar en ny klass av fordelningar NBU (New Better than Used) for
fordelningar dar man tjanar pa att byta ut en anvind komponent.

Definition: Férdelningen kallas NBU om P(T' > z+y) < P(T > z)P(T > y).

Det finns en dual klass NWU (New Worse than Used) om olikheten gar at
andra hallet.)

I betingad form skrivs detta P(T" > z 4+ y|T > z) < P(T > y) dvs med
tolkningen att man har storre chans att klara ytterligare y tidsenheter om
man byter till en ny komponent. Det lonar sig att byta till en ny om man har
strikt olikhet!

Om komponentens livslingd a&r NWU ar det dumt att byta eftersom en ny
komponent &r sdmre dn den "gamla”. Det skall naturligtvis inte tolkas som
att komponenten egentligen blir battre med tiden, utan att populationen fran
borjan bestar av daliga respektive bra enheter. Efter hand som tiden gar ut-
an komponentfel blir sannolikheten storre for att den komponent vi studerar
verkligen &r en av de bra. Sétter vi in en ny, finns risken att den &r av den
daliga typen.

Sats: [FRA = NBU
Att fordelningen dr I F'RA betyder att (for x,y > 0)

1 T+y 1 x
/ AMu)du > —/ Au)du
T+Y Jo T Jo

Vi antar nu att y < x (i annat fall byter vi 2 mot y i hogerledet ovan). Vi far
da

T+y x
/ ANu)du > Z2Y / Au)du =
0 0

X

/ AMu)du + Q/ Au)du > (ty IFRA och x > y)
0 T Jo

/Ox Aw)du + % /Oy Mu)du = /Ox Aw)du + /Oy Aw)du.

Detta ser man liatt ger P(T >z +vy) < P(T > z)P(T > y), dvs NBU géller.

Alltsa géller IFR = IFRA = NBU och analogt DFR = DFRA = NWU.
Det finns motexempel pa att omvéindningarna inte géller.

6 Poisson-process

Vi vill gora en modell for begreppet “héndelser som intraffar fullstdndigt
slumpmassigt i tiden”. Intervallet (0,¢] delas i n = t/h st intervall av lingd h
vardera. Tanken ar att lata h — 0.



a) I vardera sadant intervall antar vi att sannolikheten for en héndelse ar
Ah + o(h), dvs i princip proportionellt mot intervallets lingd. o(h) star for en
restterm sadan att den &r av mindre storleksordning én h.

b) I vardera sadant intervall dr sannolikheten for avsaknad av héndelse 1 —
Ah +o(h)

c) Sannolikheten for 2 eller fler héndelser i ett intervall &r o(h), dvs kan
forsummas.

d) Forekomsten av hindelser i olika intervall &r oberoende av varandra

Lat X (t) =antalet handelser i intervallet (0,¢]. Vi har typsituation f6r bino-
mialférdelning och ser att X (t) dr Bin(n, Ah + o(h)) som blir approximativt
Po(n\h) = Po(At). Pa motsvarande siitt ser vi att antalet hindelser pa (s, ]
blir Po(A(t—s)). Av konstruktionen ser man att tillskotten pa disjunkta tidsin-
tervall &r oberoende av varandra.

Om vi later T" =tid till férsta handelsen sa erhaller vi

P(T>t)=P(X(t)=0)=¢cM

dvs tiden till forsta héndelsen ar Exp()). Tiderna mellan hdndelserna ar obe-
roende Exp(\)-fordelade stoskastiska variabler. Om vi later

S, =T, +T5+---+ T, = tiden till n:te handelsen

erhaller vi pa samma satt

P(S,>t)=P(X(t) <n—1) =

Om detta deriveras med avseende pa t ”teleskoperar” uttrycket och vi erhaller

A" n—1
falt) =7 ! e

som kallas for I'(n, A)-férdelningen. Den kan alltsa tolkas som fordelningen for
summan av n oberoende Exp(\)-fordelade stokastiska variabler T, Ty, ..., T,,.

7 Allmint om analys av livsldngdsdata

Vi kommer i detta avsnitt att vilja analysera data om livslangder Xy, Xo,..., X,
for n identiska komponenter dér vi alltsa ser X;:na som oberoende likaférdelade.
Ibland har vi fullstdndiga data, ibland bara ”censurerade” data, dvs bara vissa
livslangder observeras. T ex kan man tédnka sig att forsoket avbryts efter en
fix tid ¢y (s k Typ I-censurering) eller att forsoket avbryts da r fel observerats
(s k Typ II-censurering).



Vi skall ta fram den sk TTT-plotten och TT'T-transformen men ocksa skatta
felintensitet (om vi tror pa att denna &r konstant) samt funktionssannolikhet.

Lat X4,..., X, vara livslingderna for n komponenter som vi antar &r obero-
ende likaférdelade. Lat X (1), X(2),..., X (n) vara dessa ordnade i storleksord-
ning. Alltsa dr X (1) det minsta av Xy, Xs, ..., X, och X(2) det nést minsta,
etc anda till X (n) som &r det storsta. Dessa X (i) brukar kallas ordningsvari-
ablerna.

Vi antar att F' har tdthet och &r stringt vixande och att E(X;) = 6.
Definition: Den total testtiden vid tidpunkt z diar X (i) < x < X(i 4+ 1) ar

ZX + (n —1)z.

O

Forsta termen ar den testtid som komponenterna som gatt sonder fore x utsatts
for och den sista termen (n — i)z &r den testtid som de som klarat sig tiden
fram till z utsatts for.

Om vi har numeriska data brukar vi beteckna dem med i, zo, ..., x, som vi
ser som utfall av stokastiska variabler X7, X5, ..., X,, men vi kommer att vixla
mellan beteckningssétten.

Vi har

och speciellt T(X (n)) = Z] L X(J) = 207, X Alltsa géiller T'(X (n))/n = X.
Den relativa testtiden vid i:te felet

och den s k TTT-plotten ar en plot av (i/n,T(X(i))/T(X(n))). Vi kommer
att visa att

1) Om data kommer fran en exponentialférdelning &r TTT-plotten ungefir en
rat linje

2) Om data kommer fran en IF R-fordelning &r TTT-plotten ungefir konkav
3) Om data kommer fran en DF R-fordelning dr TTT-plotten ungefiar konvex.

Ordet "ungefar” syftar pa att slumpen ger en viss variabilitet i T7TT-plotten.



8 Mer egenskaper hos exponentialférdelningen

Om vi vet att X(a) = 1 har alltsa en hindelse intréiffat nagon gang under
intervallet (0,a]. Med T =tiden for forsta hindelsen erhalls for 0 <t < a

P(T <t/X(a) = 1) = TT=EX(@ =1)

P(X(a)=1)
P(X(t)=1,X(a)=1) P(X()=1,X(a)—-X(t)=0)
P(X(a)=1) B P(X(a) =1) B
e . _ P(X(t)=1)P(X(a) - X(t)=1)
(oberoende for disjunkta intervall) = P(X(a) = 1) =
Me Me=Ma—t) ¢
e T a

som betyder att T X (a) = 1 &r likformigt fordelad R(0,a). Pa samma sétt
kan man visa att om det intréffat n héndelser pa intervallet (0,a] har dessa
tider samma férdelning som ordningsvariablerna fér n st oberoende likformigt
fordelade variabler som &dr R(0,a). Tiderna intréffar alltsa helt slumpméssigt
i intervallet.

Sats: Om X; dr Exzp(\;) for i = 1,2,...,n och oberoende
sa dr T = min(Xy, Xs, ..., X,,) exponentialfordelad Exp(d> ] \;). O

Bevis:

P(T >t)=Pmin(Xy, Xs,..., X)) >t)=P(X; >t Xo>t;...; X, > 1) =
(oberoendet) = P(X; > t)P(Xy > t)... P(X,, > t) =

exp(—A1t) exp(—Aat) . ..exp(—A,t) = exp(—t Z Ai)s

i=1
som visar att T dr Exp(d ] N\i). O

Intensiteterna i exponentialférdelningarna adderar sig alltsa vid minimumbild-
ning av oberoende exponentialférdelningar.

Man kan ocksa visa (finns som godis) att om L =numret pa den som blir minst
sa géller att P(L = j) = X\;/ > A\; och att L (férvanande nog) ér oberoende
av T

Sats: Om Xj, Xy,..., X, &r oberoende Fxp(\) sa ar T(X(i))/T(X(n)) for
i=1,2,...,n—1 fordelade som ordningsvariablerna U(1),U(2),...,U(n —1)
av n — 1 oberoende R(0, 1)-férdelade variabler Uy, Us, ..., U, ;. O

Bevisskiss: Notera att X (1) & minimum av n stycken oberoende Exp(\)-
fordelade variabler och alltsa &r Exp(nA). Vidare ar T(X(1)) = nX(1) sa
T(X(1)) — 0 ar Exp(A). Pa samma sétt inses att X (2) — X (1) & minmum av
n — 1 oberoende Exp(\) och att alltsa T'(X(2)) — T(X (1)) = (n — 1)(X(2) —
X(1)) & Exzp(\) osv. Vi inser att

T(X(1)), T(X(2)) = T(X(1))...,T(X(n)) — T(X(n — 1)) osv



dr oberoende Exp(\) och att alltsa T'((X (j)) &r fordelad som summan av j obe-
roende Exp(A) och alltsa utgor tiderna for successiva héndelser i en Poisson-
process. Om vi fixerar att 7'(X (n)) = a kan vi utnyttja resultatet ovan och se
att resultatet foljer eftersom vi skall placera de n — 1 héndelserna i intervallet
(0, al. O

Ur detta erhalls foljande resultat:

(T(X () =t

T(X(n)" n

och kan visa att spridningen blir ganska liten. Detta betyder att
T(X(1)/T(X(n)) ~i/n.

For exponentialférdelning bor TTT-plotten alltsa approximativt ge en rét lin-
je. Detta kan anvéndas for att grafiskt underscka om data kommer fran en
exponentialférdelning.

9 Empirisk férdelning

Med data xq,xs,...,7, som ar utfall av oberoende likaférdelade variabler
X1, Xo, ..., X, ldgger vi massan 1/n i vardera av punkterna 1, ..., x,. Skulle
2 st x; vara lika hamnar massan 2/n i denna punkt, etc. Denna fordelning kallas
den empiriska fordelningen for data och vi betecknar dess férdelningsfunktion
med F,,(z). Om n &r stort liknar den den sanna fordelningen F' for X;:na, dvs
att I, (z) =~ F(z). Formellt blir

0om x < z(1)
F.(x) = ifnomx(i) <z <z(i+1)

1 om z > x(n)

Vi har da foljande sats som knyter ihop TTT-plotten med empiriska fordel-
ningen.

Sats: Det géller att

T(2(i)) = n/o (1 F,(u))du.

Bevis: Ur en figur inses att arean under F),(z) fram till x(i) &ar

% > (a(i) — x(k)) = Loty - > (k)

k=1

dar vi berdknar arean som summan av horisontella remsor. Arean under 1 —
F,(z) fram till z(7) blir alltsa

x(i) - 1 — Arean under F,, fram till z(7)
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och detta ger

(2

n/o (1 = Fuw)du = na(i) = i (i) + 3 alj) = ().

Jj=1

Om man nu ténker sig att n — oo sa att F, ndrmar sig F' och tar i/n = v
med 0 < v < 1 sa giller att x(i) — F~'(v), dvs v-fraktilen i férdelningen. Vi

far da ' 1)
T@) / (1 = F(u))du.

n

Speciellt med v = 1 dvs i = n erhalls F~!(v) = oo och VL ér alltsa ¥ medan
HL ar E(X) sa detta svarar precis mot stora talens lag.

Definition: Med T'T'T-transformen for en fordelning F' avses

F=1(v)
Hil(v) = /0 (1— F(u))du.
Speciellt dr Hz'(1) viinteviirdet i férdelningen F. O

Den skalade TTT-transformen ar Hy'(v)/Hz"(1).

Exempel: Om F(z) = 1 — e **, dvs Exp()\)-fordelningen sa erhalls inversa
funktionen F~! genom att i y = F(x) 1osa ut x. Vi far 2 = —$In(1 — y) sa
F~(v) = =1 In(1 — v). Vi far alltsa

7§ In(1—v)
H:'(v) = /0 e~ Mdu = v/

Eftersom Hz'(1) = 1/\ s erhalls Hz'(v)/Hp'(1) = v for 0 < v < 1. O
Sats: Om F' ar kontinuerlig viixande géller att

d 1

dv g v=F(x) )\(LU)
dér A(z) ar felintensiteten, dvs A(z) = F'(z)/(1 — F(z)). O

Bevis: Om vi later G(y) = [}/ (1 — F(u))du &r ju G'(y) = 1 — F(y) sa enligt
kedjeregeln far vi

d d
—G(F! = G/(F! il
L) = ¢ )
men u = F~(v), dvs v = F(u) ger dv = F'(u)du och alltsa

d _1 B du o , . 1 —1
%F (v) = i 1/F'(u) =1/F'(F " (v)).

Sammantaget ger detta (med f = F”)
d 1 1—wv

%Hgl(v) =(1- F<F71(U>))f(F_1(U)) - f(F-1(v))

F~(v),




Sétter vi nu v = F'(x) erhalls

d (v) 1— F(x) 1

= v — _

dv " v=F(x) f(ill') )\(.Z')

(]

Alltsa foljer foljande sats:
Sats:
F &r IFR om och endast om Hp,'(v) #r konkav.
F ir DFR om och endast om Hy'(v) #r konvex. O

Bevis: F &r [FR < Az) vixer i ¢ < 1/A(z) avtar i ¢ & L H: (0)]vep)
avtar i z < L H.'(v) avtar i v < Hp'(v) dr konkav. O

Om vi nu skattar H;l ur data med hjalp av empiriska funktionen och later

Fyt(v)
H (v) = / (1 - Fy(u))du,

ser vi att eftersom F,'(i/n) = z(i) och att, som tidigare visats, T'(z(i)) =
nfow(z)(l — F,.(z))dz sa erhaller vi

H,'(i/n) _ T(x(i))
HA(1)  T(x(n))

n

och vi ser att TTT-plotten &dr konkav om fordelningen ar I F'R och konvex om
fordelningen ar DF R. Man kan alltsa anvéinda empiriska TTT-plotten for att
avgora om fordelningen dr I FFR, DF R eller ingendera. Har den S-form &r den
varken [F'R eller DF R. Badkarskurvan svarar mot att 77 T-plotten forst ar
konvex, sedan linjar och till slut konkav. Notera dock att slumpmaéssigheten i
data kan stora detta snygga monster.

10 Skattning av felintensitet

Vi antar nu att livslingderna ér exponentialfordelade Exp(\) och vi vill skatta
felintensiteten A samt gora konfidensintervall fér denna parameter.

Vi har tithetsfunktionen f(z)A\e ™%, z > 0. Vi fir da vi observerat data
T1,Ta,. .., T, likelihoodfunktionen

LA) = f(x1)f(x2) .. flan) = Nexp(=A ) z;)

i=1

och loggas detta erhalls
L) =nln(d) =AYz
i=1
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som ger

sa maximum ges av A =n/ > . x;. Alltsa & ML-skattningen av A

1 n n
XYL X T(X(n)

Vi vet att T'(X (n)) = .7 X, dr I'(n, \), dvs har tidtheten

A*

)\ntn—l
(n—1)

Det kan vara lampligt att infora den s k I'-funktionen

F(x):/ t" e tdt
0

dér man ldtt visar att for positiva heltal n giller att I'(n) = (n — 1)!. Vi far
alltsa med Y = Y"1 X;

Trixmy(t) = ! exp(—At).

n 00 \n n—le—)\y
E()\*):E(Z? ):nE(%):n/o )\nyn)dy:

=1 Xi
—>/ (A\y)"2e M \dy = (variabelbyte \y = t) =
0

nA
I'(n
o0 —2)!
nA / 2t gy (n —2)InA _ "y
L(n) Jo (n—1)! n—1

Alltsa ar \* ej vintevirdesriktig men asymptotiskt véntevérdesriktig. Skatt-
ningen

AT W)

ar alltsa vantevardesriktig. Med samma metodik kan man visa att

)\2

11 Konfidensintervall vid fullstindiga data

Sats:
a) X ar Exp(\) < AX ar Exp(l).
b) Y dr I'(n,1) & 2Y &r x%(2n). O
Bevis: a) P(AX > z) = P(X > z/)\) = exp(—Az/\) = exp(—=z).
b) Enligt Bloms bok har y?(f)-férdelningen tdtheten
pf/2-1p-2/2

W’ for x > 0,

11



vilket létt ger resultatet eftersom P(2Y < z) = P(Y < z/2) som deriverat ger

(z/2)""

exp(—x/2).
O

Detta innebér att vi ej behover ha en tabell 6ver percentiler for I'-férdelningar
utan klarar oss med de sedvanliga tabellerna for y2-fordelningarna. I Matlab
finns dock I'-férdelningens percentiler i funktionen gaminv, men denna ingar
bara i Stats-modulen som man kanske inte har tillgang till.

Om nu Xy, X, ..., X, dr oberoende Exp(\) giller alltsa att

2\ Z X; dr x*(2n).

i=1

Vi far alltsa

l—a= P(X%_Q/Q(Zn) < QAZXZ» < Xi/Q(Qn)),

1=1

som ger ett konfidensintervall for A med konfidensgrad 1 — « till

Xia/z(Qn) Xi/z@”) - Xiap(z”) Xi/z(Q”)
< 23 2 50> N ( 2T (x(n)) ’QT(JI(R)))'

Notera att om man vill ha konfidensintervall fér m = 1/X &r det bara att ta
1/grénserna ovan. Allmént géller att om man har ett konfidensintervall for en
parameter 6 och vill ha ett konfidensintervall for ) = ¢(0) dér g 4r en monoton
(vaxande eller avtagande funktion) tar man bara g av grianserna i intervallet
for 0. Eventuellt kan grianserna, som for 1/ ovan, kastas om.

12 Censurerade data

Vi har 4 olika typer av censurering, dvs situationer da vi inte har fullstdndiga
data.

Typ I-censurering: Forsoket avslutas vid en fix tid .

Typ Il-censurering: Forsoket avslutas da r av de n enheterna felat, dvs vid
tiden X (r).

Typ II-censurering: Forsoket avslutas vid min(tg, X (7)), dvs vid tiden t, eller
(om detta intréffar tidigare) da r felat.

Typ IV-censurering: Oberoende stokastisk censurering av enheterna, dvs varje
observation censureras slumpmaéssigt. For en censurerad observation vet vi
alltsa bara att livslingden &r storre dn censureringstiden.

Vi kommer i detta avsnitt att behandla censurering av Typ I och Typ II. Vi
kommer ocksa att for dessa studera tva olika fall:
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a) Med aterlaggning, dar felande komponenter ersitts med nya
b) Utan aterldggning, dér felande enheter ej ersétts.

Vi ar séarskilt intresserade av total testtid, 77T, eftersom denna kan anvéindas
for skattningsdndamal.

Typ IV-censurering behandlas i nésta avsnitt som behandlar skattning av
overlevnadsfunktion och felintensitet.

12.1 Typ II censurering utan aterliggning

Forsoket avbryts da r enheter felat. Vi observerar alltsa z(1),z(2),...,x(r)
dér r ar fixt. Resten av enheterna &r censurerade — vi vet bara att de felar
efter X (r) da forsoket avslutas. Vi har alltsa r st fel av n testade och felande
ersitts ej. Total testtid blir

T = Z (n—r)x(r).

Vi observerar de r minsta av x1, ..., x, och for de 6vriga n —r bara observerar
att de ar storre &n den 7:te i storleksordning, dvs x(r). Likelihood-funktionen
bestar da dels av produkten av tdtheten i z(1),z(2),...,x(r) och dels san-
nolikheten att de 6vriga n — r &r storre dn x(r). Denna sista sannolikhet &r
P(X; > z(r)) = exp(—Az(r)) och vi far alltsa likelihoodfunktionen

L(A) = X exp(—A Z Yexp(—=A(n —r)x(r)) = AN exp(=AT'(z(r)))

dér (som tidigare) T'(z(r)) &r totala testtiden fram till r:te felet. Vi far latt

att ML-skattningen &r
,

T(x(r))
dar T(X(r)) = >_5_; X(j) + (n —r)X(r). Tiden fran 0 till X (1) & minimum
av n st oberoende Exp()) ar alltsa Fxp(nA). Pa samma sitt ar X (2) — X (1)
minimum av n — 1 oberoende Exp(\) och alltsa Exp((n — 1)\). Allmént &r
D; = X(j) — X(j — 1) minimum av n — j + 1 oberoende Exp(\) och &r alltsa
Exzp((n—j7+1)A) for j =1,2,...,r. Men

*

T(X(r))=nDi+(n—1)Dy+---+(n—r+1)D,

och detta ger att NT'(X (r)) ar ['(r, 1). Vi far alltsa (som vid fullstéindiga data)
att 2AT(X (r)) dr x2(2r). Vi inser ocksa att A\* ej dr viintevirdesriktig men
att E(A*) =rA\/(r —1). Vi far samma typ av konfidensintervall fér A som for
fullstéandiga data med mindre modifikationer

<X%a/2(27") Xi/2<2r))
2T (x(r)) " 2T (x(r)) )
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12.2 Typ II-censurering med aterliggning

Vi har total testtid T'(x(r)) = nz(r) eftersom alla n provbénkar &r besatta
hela tiden fram till vi avbryter forsoket da r fel uppstatt. Tiderna mellan felen
(D;=X(j)—X(j—1)forj=1,2,...,r) & minimum av n oberoende Exp(\)
och alltsa Exp(nA) och den totala testtiden kan skrivas

T(X(j)) =n(D1+Dy+---+ D,).

Aterigen giller alltsa att T(X(r)) ar I'(r, ) och dédrmed att 2AT(X(r)) &r
x%(2r). Vi erhaller samma konfidensintervall som i féregaende fall.

12.3 Typ I censurering med aterlaggning

Sa snart en enhet felat ersétts den med en ny. Alltsa dr hela tiden n under prov-
ning. Total testtid blir 7" = nty. Antalet fel 4r s som alltsa ar slumpmaéssigt.

Vi far ML-skattningen \* = s/(nty) dir s dr antalet observerade fel. Note-
ra att s dr slumpmaéssigt och ett utfall av S som &r Po(Anty). Alltsa ar \*
vantevardesriktig eftersom E(S) = Anty. Vidare dr V(S) = Anty som skattas
med \*nty = s och vi far medelfelet d(s) = \/s.

Vi skulle kunna gora ett approximativt konfidensintervall genom normalap-
proximation av Poisson-férdelningen och erhalla det approximativa intervallet
s £ Aaj2y/s for Antg dvs intervallet

Aa
5 Aapy/s
nto nto

for A atminstone om s &r stort, t ex s > 15.

Oftast ignorerar man dock att censureringen ér av Typ I och anger konfidensin-
tervallet enligt Typ II-censurering dvs som

(X%_a/z(%) Xi/2<23)>
2T (x(s)) " 2T (x(s)) )’

som alltsa har approximativ konfidensgrad 1 — a.

12.4 Typ I-censurering utan aterliaggning

Forsoket avbryts vid tid tg. Av n enheter som provas gar s (slumpméssigt
antal) sonder. Vi observerar X (1), X(2),..., X(s).

Vi har totala testtiden

S
T(X(S8)) =Y X(j)+ (n = S)to

=1
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dar S ar det stokastiska antal fel som intréffar fore ty. Skattningen \* =
s/T(x(s)) &r en approximativt vintevirdesriktig skattning. Att berdkna ett
exakt konfidensintervall ar besvérligt, men man brukar da i stéllet géra som
for Typ I-censurering med aterliggning, dvs bortse fran att antalet fel ar
slumpmaéssigt och aterigen ta intervallet

(X%Q/Q(%) Xi/2(23)>
2T(x(s)) "2T(x(s)) )

13 Skattning av 6verlevnadsfunktion

13.1 Fullstidndigas data

Med fullsténdiga data xy, xs, . . ., x, skattar man naturligtvis den bakomliggan-
de fordelningen med den empiriska fordelningen F;, (), dvs med den férdelning
som ldgger massan 1/n i vardera observation. Overlevnadsfunktionen skattas

med R(z) =1— F,(z).

Vi 6vergar nu till data som har censurering av Typ IV och anger tva olika
skattningar, Kaplan-Meier-skattningen (ibland kallad ”product limit estima-
tor”) och Nelson-estimatorn.

13.2 Kaplan-Meier-estimatorn

Vi antar att censureringen sker vid stokastiska tidpunkter, dvs att varje en-
skilt data x; antingen anger tidpunkten for fel eller anger en tidpunkt fram
till vilken komponenten fungerat. Vi har alltsa ordnade observationer z(1) <
z(2) < --- < x(n) dar vissa av dessa ar censurerade. Lat v genomlopa de
varden j dédr x(j) ar en tid till fel och z(j) < x. Kaplan-Meier-estimatorn av
overlevnadsfunktionen &r da

R(z) = H _n-v_

n—v+1

v

For att motivera detta gor vi foljande betraktelse. Vi tdnker oss att tiden mel-
lan 0 och z delas in i ett stort antal korta delintervall 0 = ug, uy, us, . .., Uy = .
Vi antar att indelningen &r sa fin att bara en av de enskilda hédndelserna fel
respektive censurering intraffar i de enskilda intervallen. Vi har

R(z) = P(X >z) = P(X > u,) =
P(X > Up|X >ty 1)P(X > Uy 1| X > ty2) ...
P(X > U2|X > Ul)P(X > U1|X > U()).

Vi vill nu skatta de enskilda faktorerna i denna produkt.
a) I ett intervall dér varken fel eller censurering intréffat skattas den med 1.

b) Om censurering men inte fel intréffat skattas den ocksa med 1.
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c) Om ett fel intréiffat och man haft n — r + 1 enheter igang vid borjan av
intervallet och n — r i slutet skattas den med (n —7)/(n —r + 1).

Vi far da

~ n—1um n — vy n—v
Rx)=1-1-1 —7 ... —2 . _J——~—2_
(z) n—uv +1 n—uvy+1 Hn—y—l—l’
dér x(v1), x(va),... ar de tidpunkter som komponenter felar. Om data skulle

sakna censureringar Overensstammer denna estimator med 1 — F,(z). Med
censureringar hackar overlevnadskurvan vid varje observerat fel ner med en
faktor som &r andelen som icke-felande av de kvarvarande ocensurerade som
"lever” vid den tidpunkten.

13.3 Nelson-estimatorn

Vi later A(z) = [ A(u)du och noterar att R(z) = e @ och alltsa
A(z) = —In(R(z)) = —In(1 — F(x)).

Vi forsoker nu skatta A(x) ur data. Vi borjar med en enkel sats.

Sats: Lat X vara kontinuerlig med stréngt vixande férdelningsfunktion F. Da
géller

a) U = F(X) ar rektangelfordelad R(0,1).
b) Z = —1In(1 — F(X)) ar Exp(1)-fordelad. O

Bevis: a) Med 0 < z < 1 erhalls

P(U < 2) = P(F(X) < 2) = P(X < F~\(z)) = F(F\(x)) = a,

som ju &r fordelningsfunktion for R(0, 1)-fordelningen.

b) Med z > 0 erhalls

P(Z<z)=P(—-In(1-F(X))<z)=P(1—-F(X)>e ") =
PF(X)<1l—-e?*)=PU<1l—-€e?)=1—-¢7

som innebér att Z &r Faxp(l). O

Notera att transformationen som ger Z &r samma som dék upp ovan i uttrycket
for A(z). Detta innebér att vi pa sétt och vis transformerar data sa att de svarar
mot ordningsvariabler for exponentialférdelningar.

Vi inleder med situationen med fullstéindiga data, dvs utan censurering. Lat
Xy, Xo, ..., X, vara oberoende likaférdelade med fordelning enligt F'. Motsva-
rande ordningsvariabler kallar vi som tidigare X (1), X(2),..., X (n). Vi bildar
nu Z; = —In(l — F(Xj)) enligt satsen ovan och noterar att alltsa Z;;na &r
oberoende Fxp(1l). Lat pa motsvarande sitt Z(j) = —In(l — F(X(j))) vara
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ordningsvariablerna for Z:variablerna. De utgor alltsa ordningsvariabler for n
oberoende Exp(1)-variabler. Vi har

1 1 n n 1
n n-—1 n—j7+1

Detta eftersom Z(1) &r minimum av n oberoende Exp(1) och alltsa &r Exp(n),
och vidare Z(2) — Z(1) & minimum av n — 1 oberoende Exp(1) och alltsa ar
Exp(n —1) osv.

Notera att A(X(j)) = —In(1 — F(X(j))) = Z(j) sa att alltsa E(A(X(j))) =
E(Z(j)). Vi skattar da A(z) med

J
—~ 1 . . .

=1

som ger ungefir "ritt” vintevirde, dvs E(AN(X () = E(A(X(4))). Vi skattar
sen R(z) med R(z) = e @),

Skulle vi ha censurerade data modifierar vi detta sa att

~ 1

Ao =2 i
da v genomloper de j dér z(j) &r tid for ett fel och x(j) < x. Rent tekniskt
skar A vid observerade fel med en term som &r 1 /(antalet i drift vid tidpunk-
ten). Overlevnadsfunktionen skattas sen aterigen med R(z) = e=3@). Som for
Kaplan-Meier-estimatorn hackar R ner med en faktor vid varje observerat fel.
Denna faktor dr exp(—1/(n — v + 1)) far n — v + 1 &r antalet i drift vid den
aktuella tidpunkten. En enkel serieutveckling

1 n—v

e—l/(n—V—H) ~1— _
n—v—+1 n—v—+1

visar att Kaplan-Meier-skattningen och Nelson-skattningen ar ratt lika sérskilt
om antalet fel och censureringar &r litet i forhallande till n.
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