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Weibull-fordelningen ar en mycket viktig fordelning inom tillforlitlighetsanaly-
sen. Den anvénds ofta for att modellera mekaniska komponenters livsldngder.
Weibullférdelningen uppkommer bl.a. som en grinsfordelning till minimum av
ett stort (“odndligt”) antal oberoende stokastiska variabler. I praktiska saman-
hang kan ofta en livslangd uppfattas som ett sadant minimum. Uttrycket “en
kedja &r inte starkare dn sin svagaste link” aterspeglar ett sadant resonemang.

Definition FEn stokastisk variabel X dr weibullfordelad med skalparameter a
och formparameter ¢ om dess dverlevnadsfunktion ges av

R(t) = e W for t > 0

tc_l . )
Téthetsfunktionen ges av f(t) = @ e~/9° oeh felintensiteten ir saledes
aC
tc_l
A(t) = “—. Weibullférdelningen ér alltsd TFR om ¢ > 1 och DFR om ¢ < 1.

Exponentialférdelningen ar en weibullférdelning med formparameter ¢ = 1.

Om man sétter b = 1/a® ser man att 6verlevnadsfunktionen kan skrivas

R(t)y=e fort>0

Om nu form- och skalparametrar a respektive ¢ dr okdnda maste dessa
skattas. Vi skall hdar se pa tva sétt att skatta parameterna, varav det ena
séttet ar grafiskt.

Maximum-likelihoodskattning

Vi antar att det foreligger ett censurerat Typ II stickprov pa livslingder av
komponenter med weibullférdelade livslingder, dvs vi antar att z(yy, 22y, . . ., T(n)
ar de ordnade livslangderna for de komponenter som brustit vid en undersékning
av n komponenter, ordnade efter storlek. Undersokningen avbryts alltsa da r
komponenter gatt sonder. Vi antar provningen sker utan aterliggning.

Med b = (1/a)¢ har vi alltsa att 6verlevnadsfunktionen &r R(t) = exp(—bt°)
och att tithetsfunktionen &r f(t) = bet® ! exp(—bt°)

Likelihoodfunktionen skall vara “troligheten” att fa det stickprov man fak-
tiskt erhallit. “Troligheten” for en observerad livslangd x; ar téthetsfunktionen
vérde i denna punkt, f(z;). “Troligheten” for en komponent som inte brustit
vid tidpunkt z(,) dr sannolikheten att livslingden just &r storre &n x., dvs
R(z(). Eftersom observationerna dr oberoende blir likelihoodfunktionen pro-
dukten av dessa “troligheter”
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L(b, c;xy, (), - -, T()) = (1_[(6096@_)1 exp(—bxfz-))) (exp(—bxfﬂ))n_r =

i=1
be” exp( bZ% b(n —r)aty) [ [ =6
i=1
Vi skall soka de vérden pa b och ¢ som maximerar L(b, ¢; z(1y, (), - - -, Z(p)),

och det ar da enklare att i stéllet betrakta logaritmen av L som maximeras for
samma vérden.

In(L) = rIn(b) + rIn(c) + (¢ — 1) Zln T(i)) be(z b(n —r)x(,

Derivera med avseende pa b och ¢, och sétter derivatorna lika med 0.

51
n :——Z.T(Z n—T ():0 (1)

5111 = - —|— Z In(z@)) — be In(z@) —b(n —r)zg, In(zq)) =0 (2)

Ur den forsta l6ser vi latt ut b.
r
> @Gy + (n—r)af,
Vi sétter in detta vérde i (2) och erhaller

b:

) ln 7’{ > i Tl In(z@;) + (n — T)xfr) ln(x(r))}
= ——l—Zln — . =0 (4)
i1 Ty + (n—r)z r)

Denna sista ekvation kan vi inte 16sa analytiskt utan far berdknas numeriskt
for att pa sa sitt erhalla c¢. Detta ger ML-skattningarna av b och ¢. ML-
skattningen av a fas sedan ur relationen mellan a, b och ¢, a = 1/b'/¢.

Om man har ett fullstindigt ocensurerat stickprov ser man liatt att ML-
skattningarna fas om man i ekvationerna ovan sédtter r = n, man provar ju
tills alla n komponenter brustit. Formelutrycken blir nagot enklare eftersom
n —r = 01 detta fall, och i ekvationerna (3) och (4) férsvinner termerna med
faktorn n — r.

Anm: Analysen ovan ér gjord under forutsattningen att alla komponenter
startas samtidigt och att saledes censureringen sker vid tidpunkten z(.. Sa
behover inte vara fallet. Om de startas vid olika tidpunkter sa ar de censurerade



tiderna inte lika. Genom en enkel modifiering av hérledningen ovan kan man
se att ekvationerna (3) och (4) ersétts av

och

= -+ In(z;) —

i; T; ocen-
surerad tid

dér r ar antalet ocensurerade tider och z; &dr 7:te komponentens livslangd,
censurerad eller ocensurerad.

Weibullpapper

Man kan pa ett enkelt siatt anvidnda s.k. Weibullpapper for att skatta para-
metrarna a och c.

Idén med fordelningpapper &r att skala om axlarna i ett diagram sa att
fordelningsfunktionen for fordelningsfamiljen ifraga blir en réit linje. Det bety-
der att om man plottar data mot ldmpliga skattningar av férdelningsfunktionen
skall punkterna anpassa sig till en rét linje. Gor de inte det, kan det tyda pa
att data inte kommer fran den férmodade fordelningsfamiljen.

Lat oss se pa hur weibullpapper ar konstruerade. Fordelningsfunktionen ar
ju
y=F(z)=1-e @ for 2 >0 (7)

dvs

1— F(x) =e @ for £ >0 (8)

Logaritmera (8) tva ganger. Da erhaller vi

In(—In(1 — F(z)) = cln(x) — cln(a) 9)
Med v = In(—1In(1 — y)) = In(—In(1 — F(x))) och v = In(x) kan denna

ckvation skrivas

v = cu— cln(a) (10)

vilken &r en rit linje i (u, v)-planet. Axlarna kan sedan skalas i de ursprungliga
variablerna x och y, dvs z-axeln har logartimisk skala och y-axeln dubbello-
garitmisk. Lutningen av linjen i (u,v)-skalan &r lika med formparametern c.

Om nu det foreligger n observationer fran en weibullférdelning plottar vi
dessa z-observationer mot lampliga virden pa y-axeln. Vi antar forst att data
inte dr censurerade. Den punkt, som det i:te minsta vérdet x(; skall plottas
mot, borde vara fordelningsfunktionens véirde F(z;), sannolikheten att fa en



observation mindre eller lika med z(;). Men vi kéinner ju inte F', utan maste

1
plotta mot en lamplig skattning istéllet. En sadan skulle kunna vara — som

dr den empiriska fordelningsfunktionens vérde i observationen. x; plotTtLas da
mot relativa antalet observationer som &r mindre eller lika med x(;. Detta
forfarande kan dock medfora vissa anomalier. Den storsta observationen z(y)
skall da plottas mot 1, som kommer att ligga odndligt hogt upp pa v-axeln.
Bittre &r att plotta z(;) mot medianrangen. Medianrangenr kan fas i bifogade
tabell. Ga in pa aktuellt n, antal observationer, och plotta x(;y mot det vérde
ul(-”) som ges av det i:te virdet i koluongnen. Med mycket god approximation &r
j—0.
n+04

den 7:e medianrangen lika med I nésta avsnitt finns en forklaring till

medianranger.

Efter att ha plottat virdena, anpassa en rit linje till data. Sedan ar det
dags att skatta parametrarna. Enklast ar att skatta formparametern a. Om
x = a #r ju fordelningsfunktionens virde 1 —e™! ~ 0.6321 oberoende av vad c
ar. Vi ser helt enkelt efter vid vilket z-vérde den anpassade kurvan skér linjen
y=1—e"1~0.63. Den finns angiven som hjilplinje.

Den anpassade linjen har som sagt lutning ¢ i de logaritmerade koordi-
naterna, (u,v). Parallellflytta nu linjen sa att den gar genom origo (0,0) i de
logaritmerade variablerna (u, v), det betyder punkten (1,1—e™') i (z, y)-skalan.
Denna punkt &r inringad i bifogade weipbullpapper. Den parallellfiyttade lin-
jen dr v = cu. Om vi i denna linje sétter v = —1 fas v = —c. Linjen u = —1
finns som hjilplinje och linjért skalad d.v.s. i v-skalan. Pa denna kan man
sedan lédsa av c.

Antag nu att vi har censurerade data precis som néir vi betraktade ML-
skattning. Det ar latt att skaffa sig en weibull-plott dven i detta fall. De ob-
serverade livsldngderna &r ju de forsta r i en ténkt, men ofullbordad, serie
av n stycken livsldangder. Plotta alltsa de observerade livslangderna mot de
r forsta medianrangerna i serien av ranger som motsvarar n. Berdkna sedan
skattningarna av a och ¢ pa samma sétt ovan.

Medianranger

Viantar att z(y), 2(2), . . ., T(») dr ett ordnat stickprov fran en stokastisk variabel
med fordelningsfunktion F'. I ett F-fordelningspapper skall vi plotta observa-
tionen x(; mot férdelningsfunktionens virde i denna punkt, dvs egentligen mot
F(x@;). Men F &r okénd, sa vi far uppskatta detta vérde pa lampligt sdtt. Vi
konstaterar att P(F (X)) < y) = P(Xy < F7'(y)) som &r sannolikheten
att minst ¢ stycken av observationerna dr mindre eller lika med F~'(y). Men
sannolikheten att en given observation dr mindre &n F~1(y), X < F~!(y) &r
F(F~(y)) = y och Z =antalet observationer som #r mindre én eller lika med
F~!(y) &r da Bin(n,y). Darfor far vi att



n

Gly) = P(F(X@) <y)=P(Z>i)=) <Z> (1 — )t

k=i
dér G(y) alltsa ér fordelningsfunktionen till F'(X ;). Téathetsfunktionen ges av
g(y) = G’'(y) som man kan visa (lamnas som &vning) blir

n! i—1 n—i
9(y) = TR (1-y)

vilken ar tdthetsfunktionen till en sa kallad beta-fordelning med parametrar 4
och n —i+1, beta(i,n —i+1).

Som uppskattning F'(X(;)) skulle man da kunna ta véntevirdet av denna
beta-fordelning

E(F (X)) = /0 yg(y)dy = /0 = 1)7(!7@ - i)!yi—l(l i =

i /0 (Z(n + 1)?)13/2-(1 )i = i

n+1 M(n —i)! n+1

eftersom den sista integranden &r tdthetsfunktion till beta(: + 1,n — ¢ + 1).
Dessa viantevirden kallas medelranger.

Ett annat sdtt &r att skatta F(X(;)) med medianen i férdelningen d.v.s.

)

med det vérde uﬁ” som &r losningen till G(ugn)) = 0.5 d.vs.

(n)
K n! i1 n—i _
/0 =D (mw)=05

Det dr medianrangerna. Det finns undersckningar som tyder pa att medi-
anrangerna ligger ndrmare det korrekta vérdet och har mindre spridning &n
medelrangerna. Dérfor foredrar vi medianranger.

Man kan visa att medianrangerna u§”> kan approximeras med vérdena

! :L(())Zjl’ den s.k. Bernhards formel. Det absoluta felet &r mindre &n 0.00125,
n + 0.
varfor denna approximation riacker for praktiska bruk.

Exempel

Exempel. 1 I ett forsok sattes 10 komponenter med weibullfordelade livslang-
der under provning tills alla komponenterna brustit. De observationerna livslang-
derna blev (100-tal timmar)

0.28 0.47 0.68 0.84 1.26 1.61 1.7 1.74 2.58 5.03.

Detta &r ett icke-censurerat férsok och for att berdkna ML-skattningen av
formparametern ¢ sétter vi r = n = 10 i (4). Med hjidlp av MATLAB och
m-filen fzero berdknades ML-skattningen till ¢ = 1.33. Séttes detta vérde in



i (3) erhalles skattningenf; = 0.4650. Dérefter beréknar vi skattningen av
formparametern a, a = 1/b/¢ = 1.77

I weibullplotten plottar vi data mot medianrangerna u§1°>, ugw), e ,u%o).

Till data anpassar vi en rét linje. For att skatta a ser vi efter var denna linje
skiir hjdlplinjen y = 1 — e~ = 0.63. Skirningen tycks ske i x = 1.8. Detta
vérde &dr skattningen a*.

Parallellflytta linjen sa att den gar genom origo i (u, v)-planet, dvs genom
den punkt som é&r inringad i weibullpappret. Denna linje skér den lodrata
hjalplinjen (v = 0 i (u,v)-planet) i v = 1.3. Vi far saledes skattningen av
formparametern ¢* = 1.3. Dessa skattningar dr i god 6verensstdammelse med
ML-skattningarna. En viss osékerhet rader dock i att anpassa en rét linje till
data.

Exempel. 2 I ett annat forsok provades 20 komponenter, och man avsag att
halla pa tills 8 brustit. Livslangdstiderna for dessa 8 komponenter blev

0.96, 1.18, 1.19, 1.32, 1.34, 1.70, 1.80, 1.85

Vi har en censurerad provning med n=20 och r=8. Vi far l6sa (4) numeriskt
och erhaller ¢ = 3.8137. Pa samma sitt som i féregaende exempel erhaller vi
skattningen av b fran (3), b = 0.04817. Det ger a = 2.2151.

Weibullplotten far vi pa samma satt som i exempel 1. Vi skall dock i
detta exempel plotta de observerade livslangderna ovan mot medianranger-
na u§20),u§20), o ,uf(fo). Fran weibullplotten ser vi att skattningarna ges av

a* ~ 2.2 och c* ~ 3.6.



Exempel 1 weibullplott
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Exempel 2 weibullplott
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Weibullplott
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Lat x(1) < 2@y < -+ < x(p) vara ett ordnat stickprov fran en férdelning med

Medianranger

fordelningsfunktion F'. I ett F-férdelningspapper (t.ex. normalfordelningspapper,

weibullférdelningspapper) plottas z(; mot medianrangen u

Virdena ér givna i %.

[

Stickprovsstorlek n

(n)

i tabellen nedan.

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 50.00 29.29 20.63 1591 1294 1091 9.43 8.30 7.41 6.70
2 70.71 50.00 38.57 31.38 26.44 22.85 20.11 17.96 16.23
3 79.37 61.43 50.00 42.14 36.41 32.05 28.62 25.86
4 84.09 68.62 57.86 50.00 44.02 39.31 35.51
5 87.06 73.56 63.59 55.98 50.00 45.17
6 89.09 77.15 67.95 60.69 54.83
7 90.57 79.89 71.38 64.49
8 91.70 82.04 74.14
9 92.59 83.77
10 93.30
Stickprovsstorlek n
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
T 6.11 561 519 483 452 424 400 378 358 341
2 | 14.80 13.60 1258 11.70 10.94 10.27 9.68 9.15 8.68 8.25
3 | 23.58 21.67 20.04 18.65 17.43 16.37 15.42 14.58 13.83 13.15
4 | 32.38 29.76 27.53 25.61 23.94 2247 21.18 20.02 1899 18.05
5| 41.19 37.85 35.02 32.58 30.45 2859 26.94 2547 24.15 22.97
6 | 50.00 45.95 4251 39.54 36.97 34.71 32.70 30.92 29.32 27.88
7 | 58.81 54.05 50.00 46.51 43.48 40.82 38.47 36.37 34.49 32.80
8 | 67.62 62.15 57.49 53.49 50.00 46.94 44.23 41.82 39.66 37.71
9 | 76.42 70.24 64.98 60.46 56.52 53.06 50.00 47.27 44.83 42.63
10 | 85.20 78.33 7247 67.42 63.03 59.18 55.77 52.73 50.00 47.54
11 | 93.89 86.40 79.96 74.39 69.55 65.29 61.53 58.18 55.17 52.46
12 94.39 87.42 81.35 76.06 71.41 67.30 63.63 60.34 57.37
13 94.81 88.30 82.57 77.53 73.06 69.08 65.51 62.29
14 95.17 89.06 83.63 78.82 74.53 70.68 67.20
15 95.48 89.73 84.58 79.98 7585 T72.12
16 95.76  90.32 85.42 81.01 77.03
17 96.00 90.85 86.17 81.95
18 96.22 91.32 86.85
19 96.42 91.75
20 96.59




Stickprovsstorlek n

21 22 23 24 25 30 25 40 45 50

3.25 310 297 285 273 228 196 1.72 153 1.38

78 751 719  6.90 6.62 553 475 416 370 3.33
12.53 1197 1146 1099 1055 881 757 6.63 590 5.31
1721 16.44 1573 15.09 1449 1210 1039 9.10 810 7.29
21.89 2091 20.01 19.19 18.43 1540 13.22 11.58 10.30  9.28
26.57 2538 2430 2330 2238 18.69 16.05 14.06 12.51 11.26
31.26  29.86 28.58 2741 26.32 21.99 1887 16.54 14.71 13.25
35.94 3433 3286 31.51 30.27 2528 21.70 19.01 16.92 15.24
40.63 38.81 37.15 35.62 34.22 2858 2453 2149 19.12 17.22
10 | 45.31 4329 4143 39.73 3816 31.87 27.36 2397 21.33 19.21
11 | 50.00 47.76 45.72 43.84 4211 35.17 30.19 26.45 23.53 21.19
12 | 54.69 52.24 50.00 47.95 46.05 3846 33.02 28.93 25.74 23.18
13 | 59.37 56.71 54.28 52.05 50.00 41.76 35.85 31.41 2794 25.17
14 | 64.06 61.19 5857 56.16 5395 45.06 38.68 33.89 30.15 27.15
15 | 68.74 65.67 62.85 60.27 57.89 4835 4151 36.37 32.35 29.14
16 | 73.43 70.14 67.14 64.38 61.84 51.65 44.34 38.84 3456 31.13
17 | 7811 74.62 7142 68.49 65.78 5494 47.17 41.32 36.77 33.11
18 | 82.79 79.09 7570 7259 69.73 5824 50.00 43.80 3897 35.10
19 | 8747 83.56 79.99 76.70 73.68 61.54 52.83 46.28 41.18 37.09
20 | 92.14 88.03 84.27 80.81 77.62 64.83 55.66 48.76 43.38 39.07
21 | 96.75 9249 88.54 8491 81.57 68.13 5849 51.24 4559 41.06

OO0 UL~ WIN .

22 96.90 92.81 89.01 85.51 71.42 61.32 53.72 47.79 43.05
23 97.03 93.10 89.45 7472 64.15 56.20 50.00 45.03
24 97.15 93.38 78.01 66.98 58.68 52.21 47.02
25 97.27 81.31 69.81 61.16 54.41 49.01
26 84.60 72.64 63.63 56.62 50.99
27 87.90 75.47 66.11 58.82 52.98
28 91.19 78.30 68.59 61.03 54.97
29 94.47 81.13 T71.07 63.23 56.95
30 97.72 83.95 T73.55 65.44 5894
31 86.78 76.03 67.65 60.93
32 89.61 78.51 69.85 6291
33 92.43 80.99 72.06 64.90
34 95.25 83.46 T74.26 66.89
35 98.04 85.94 76.47 68.87
36 88.42 78.67 70.86
37 90.90 80.88 72.85
38 93.37 83.08 74.83
39 95.84 85.29 76.82
40 098.28 87.49 78.81
41 89.70 80.79
42 91.90 82.78
43 94.10 84.76
44 96.30 86.75
45 98.47 88.74
46 90.72
47 92.71
48 94.69
49 96.67
50 98.62
For alla praktiska behov ar approximationen u§”> _ ! +%i tillracklig. Det
n 4+ 0.

absoluta felet ar mindre an 0.00125, dvs 0.125 %.



