i

L,
EZKTHS

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

s

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
ONSDAG 7 JUNI 2023 KL 08.00-13.00

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, tel 08-790 8649.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa ordinarie tentan i mars 2023
och vid omtentamen i juni 2023. Gransen for godkant ar 9 poidng. Mojlighet att komplettera ges
for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar
skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra
datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfillet och vid omtentamen
i juni 2023.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1
For handelserna A och B vet vi att P(A) = 0.40, P(B) = 0.8 och P(A|B) = 0.25.

Berakna sannolikheten att exakt en av handelserna A och B intraffar.

A: 0.2
B: 04
C: 0.6

D: 0.8
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Uppgift 2

Per har 80% chans att klara sin tenta om han &r frisk , men bara 55 % chans om han &r forkyld.
Det visar sig att han klarar tentan. Vad &r sannolikheten att han var férkyld under tentan? Per
ar forkyld i genomsnitt tre av arets 52 veckor.

A: 2.35%
B: 3.96%
C: 4.04%
D: 6.96%

Uppgift 3

En stokastisk variabel X har férdelningsfunktionen

Fx<x> =

Berikna standardavvikelsen D(2X).

A: 0.667
B: 0.943
C: 2

D: 2.83

Uppgift 4

Fran en grupp pa 10 banktjanstemén véljs 3 slumpméssigt ut for att omplaceras for att 6vervaka
nya filialkontor. Om 2 av de 10 banktjdnsteménnen ar kvinnor och 8 dr mén, vad &dr sannolikheten
att minst en av banktjénsteménnen som ska omplaceras ar en kvinna.

A: 0.384
B: 0.467
C: 0.480

D: 0.533
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Uppgift 5

De diskreta stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

pxy (k) | 0 | 1 ] 2
0 0.1]03] 0
1 0 [04]02

Saledes antar X alltsa viardena O eller 1, medan Y antar véirdena 0, 1, eller 2.
Berékna kovariansen C'(2X, —2Y).

A: —0.56
B: —0.28
C: 0.28
D: 0.56

Uppgift 6

Antalet intrangsforsok till en viss dator dr Poissonférdelat med intensiteten 2.8 forsok per minut.
Bestdm approximativt sannolikheten att mer &n 180 intrangsforsok gors under en timme.(Man
kan anta att antalet intrangsforsok under icke 6verlappande tidsintervall &r oberoende.)

A: ungefiar 17%
B: ungefir 28%
C: ungefir 36%
D: ungefir 47%

Uppgift 7
Lat X och Y vara tva oberoende s.v. sadana att X € Bin(nx,p) och Y € Bin(ny, 2p).

2 +y
nx +ny

. 2z y \1
Pobs = | — +— =
nx ny 2

A: Ingen av skattningarna &r véntevardesriktig

* JR—
Pobs =

och

ar tva skattningar av p.

B: Bada skattningarna ar vantevérdesriktiga
C: Endast p,, dr viantevirdesriktig

D: Endast p,s dr vantevardesriktig
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Uppgift 8

X och X, ér oberoende stokastiska variabler. X; € Po(u) och Xy € Po(2u). Vi har fatt utfallen
x1 = 4 och x5 = 13. Bestdm minsta-kvadratskattningen av pu.

A: 4.0
B: 5.8
C: 6.0

D: 8.5

Uppgift 9

Antag att vi vill skatta vantevardet p for en normalférdelning med kénd standardavvikelse o = 3
och déarfor tar ett slumpmaéssigt stickprov xq,xs, ..., z, av storlek n = 9 ur denna fordelning.
Stickprovsmedelvirdet blir = 10. Berédkna ett tvasidigt 95% konfidensintervall fér vantevardet
(. Svara med den 6vre grénsen.

A: 11.83
B: 11.96
C: 12.31
D

: 13.00

Uppgift 10

Man ville uppskatta hur manga forpackningar som skadats i en transport med 5000 forpackningar.
Man valde ut 300 forpackningar pa mafa, och fann att av dessa var 16 skadade. Bestdm nedre
griansen for det tvasidiga konfidensintervallet for det totala antalet skadade férpackningar i trans-
porten. Konfidensintervallet ska ha den approximativa konfidensgraden 95%.

A: ungefar 140
B: ungefar 160
C: ungefar 184
D

: ungefar 206
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Uppgift 11

Lat X € Bin(16,p) och vi testar Hy : p = 1/4. Vi forkastar Hy om = > 8. Bestdm styrkan hos
testet for alternativet Hy : p = 1/2.

A: 0.03
B: 0.40
C: 0.60
D: 0.97

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur forséljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 22 129 | 31 | 35 | 45
Forséljning (kkr) | 103 | 108 | 106 | 110 | 130

Det &r rimligt att tro att det foreligger ett linjart samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

yi:a+/6xi+€ia Z.:]-7"'757

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpmaéssiga fel.

Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna a och 3 blev o, = 73.36 respektive
B = 1.174.

Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forséaljningen &r signifikant,
dvs man testar Hy : § = 0 mot Hy : § # 0. P-vérdet for testet blev 0.023.
Vilken slutsats kan man dra da man fatt det P-vardet?

A: Vi kan forkasta Hy pa risknivan 5% sa effekten dr signifikant pa risknivan 5 %, men vi kan
inte forkasta Hy pa risknivan 1% sa effekten &r inte signifikant pa risknivan 1 %.

B: Vi kan forkasta H, pa risknivan 1% sa effekten ar signifikant pa risknivan 1%, men vi kan
inte forkasta Hy pa risknivan 5% sa effekten &r inte signifikant pa risknivan 5 %.

C: Vi kan inte forkasta Hy pa risknivan 5% sa effekten dr signifikant pa risknivan 5%, men vi
kan forkasta Hy pa risknivan 1% sa effekten &r inte signifikant pa risknivan 1 %.

D: Vi kan inte forkasta Hy pa risknivan 1% sa effekten &r signifikant pa risknivan 1%, men vi
kan forkasta H, pa risknivan 5% sa effekten &r inte signifikant pa risknivan 5 %.
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Del 11

Uppgift 13

I en mindre spelhala erbjuds man att mot avgiften 12 kr kasta tva vanliga symmetriska tarningar
och som utbetald vinst erhalla produkten av det antal prickar som respektive téarning visar.

a) En person A ténker sig att mojligen spela en omgang men gor det endast om sannolikheten att
vinna minst 12 kr &r storre &n 50 %. Berdkna sannnolikheten och ange om A skall spela. (5 p)

b) En person B avser att mojligen spela ett stort antal omgangar och viljer att spela endast om
han gar med vinst i det langa loppet, dvs. om véantevardet av vinsten i ett spel &r minst 12 kr.
Berikna vantevirdet och ange om B skall spela. (5 p)

Uppgift 14

X1, X5, ... X350 ar oberoende stokastiska variabler som alla &r likformigt fordelade pa intervallet
(0,1), dvs. de tillhor alla U(0,1).

Berikna P(X?+4X3+..., X2, < 12). Rimliga och viilmotiverade approximationer &r tillatna. (10 p)

Uppgift 15

En statistiker sysslar med analys av ett visst kosystem. Pa teoretisk viag berdknar hon sannolikhe-
ten for att en kund som anlédnder finner betjaningsstationen fri respektive har 1, 2, eller 3 kunder
framfor sig i kon. Resultatet blev

Antal kunder i kén | Sannolikhet i kon i procent | Intriffade ggr
om modellen stdmmer

0 12 30
1 18 42
2 22 34
3 16 28

Berdkningarna var emellertid mycket komplicerade, varfor hon ville kontrollera att hon inte raknat
fel genom att gora ett simuleringsexperiment. Hon utférde detta experiment 200 ggr varvid de
aktuella fallen intraffade sa manga ganger som framgar av tabellen. Préva pa lampligt sdtt om
resultatet kan anses bekréfta hennes kalkyler eller ej. (10 p)

Uppgift 16

Ett radioaktivt preparat avger impulser(t.ex a-partklar) som dr Po(\ - t)-fordelade. Dessa impul-
ser registreras av en Geigerriknare som dock dessutom registrerar bakgrundsstralningen(t.ex fran
kosmisk stralning och radioaktiva kdrnor i viggar etc.). Dessa registreringar tillhor en Po(u - t)-
fordelning som naturligtvis d&r oberoende av preparatets stralning. For att ta reda pa preparatets
stralning sa gor man pa foljande sétt. Forst méts bakgrundsstralningen under tiden ¢, varvid
man erhaller x; st registreringar. Sedan méts bakgrundsstralning + preparatets stralning under
tiden t, varvid man erhaller x5 st registreringar.

a) Ta fram Maximum-Likelihood-skattningen av A uttryckt i z1, xs,t; och ts. (5 p)

b) Visa att denna skattning &r vantevérdesriktig samt berékna ett approximativt 95%-igt konfi-
densintervall for A om ¢; = 1000 sek, t5 = 100 sek, 21 = 500 och xy = 75. (5 p)
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
Vi séker P(ANB*)+ P(BNA*) = P(A)— P(ANB)+ P(B)— P(ANB) =
[darP(ANB) = P(A|B)P(B)=025-08=02]=04—-0240.8-0.2=0.8
Uppgift 2
Lat hiandelserna vara K-Per klarar tentan, och F-Per ar forkyld. Vi soker

_ P(FNK) P(K|F)P(F) B 0.55 - 2 B
P(FIK) = P(K) — P(K|F)P(F)+ P(K|F*)P(F*) 055-32+08 -2 0404

52

Uppgift 3

Eftersom fy(z) = 2L Fx(x) sd har vi

2 om0<z<2,

fx(z) = {2

0 annars.

Uppgift 4

Lat X vara antalet kvinnor som ska omplaceras. Vi soker P(X = 1) + P(X = 2). Hér har vi
hypergeometrisk férdelning eftersom det rér sig om dragning utan aterldggning utan hénsyn till
ordning.

PX=1)+P(X=2)= (?()1(?)3) + (3()1(?)9 = % + % =0.533




forts tentamen i SF1920/SF1921 2023-06-07 3

Uppgift 5

C(2X,-2Y) =2 (=2)C(X,Y) = —4C(X,Y)
C(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)

E(XY)= Y aypxy(x,y)=1-1-04+1-2-02=08

alla z,y

=) apx(r) =1-(04+02) =06

alla x
=5 upv(y) =1-(0.3+0.4) +2-(0+0.2) =11
alla y

C(X,Y)=08—-06-1.1=0.14 = C(2X,-2Y) = —0.56

Uppgift 6

Eftersom summan av oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler dr Poissonfordelad far vi
att antalet intrangsforsok till en viss dator dr Poissonfordelat med intensiteten 2.8-60 = 168 forsok
per timme. Anta nu att X € Po(168). Eftersom 168 > 10 géller enligt §6 i formelsamlingen att
vi kan géra Normalapproximationen X € N(168,/168). Vi scker nu P(X > 180) = P(X > 181)
eftersom vi har diskret fordelning. Eftersom vi approximerar till en kontinuerlig férdelning &r det
lampligt att gora halvkorrektion och soka P(X > 180.5)

X — 168 < 180.5 — 168
V168 V168

(Om vi inte gor halvkorrektion och réknar ut P(X > 180) eller P(X > 181) sa far vi ungefér 18
procent eller ungefir 16 procent.)

P(X > 180.5) = Vi gor om till N(0,1) =1 — P( )~ 1—®(0.96) ~ 0.17

Uppgift 7
2 2E(X)+ E(Y 2ny - -2
E(p*) = E( Ty ) = (X) + E(Y) _Snx pAnyep 2p # p Alltsa dr skattningen ej vvr.
nx + Ny nx +ny nx + Ny

2X Y \1 2E(X) E(Y).1 2nx - -2p. 1
Ep)=E(—+— )=z =( ( )+ ( ))— = ( Ox P, Ty p)— = 2p # p Alltsa &r skattningen ej vvr.
nx Ny /2 nx ny 2 nx ny 2
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Uppgift 8
se §9.21F.S.

Q- Z = (00,02, = 3 G (= B = (4= )+ (13— 20 =

=1

1 1 16 169 201
= (16 — 8u+ p*) + — (169 — 52u + 4p?) = — — 8+ pu+ — — 26 +2u = — — 34+ 3pu
p 21 U 24 21

dQ)  —201 201 1201
— = 3=0=>—=3=u’ =4/ — = 5.8
d[JJ 2N2 + 2M2 :uobsMK 6

Uppgift 9

Eftersom o ar kiand fas det tvasidiga konfidensintervallet for g till

_ o 3 3
Alltsa &ar 6vre gransen 11.96.
Uppgift 10

Om vi antar att X dr antalet skadade forpackningar i urvalet sa géller att X € Bin(300, p) eftersom
vi antar att sannolikheten dr densamma for Varje férpackning att vara skadad. Vi har fatt utfallet
x = 16. Vi skattar andelen p med p},, = £ = 45 Eftersom npk, (1 — pl,,) = 300(1 — 52) > 10
sa kan vi anse att X och darmed p* ar en approximativt Normalfordelad stokastisk variabel och
dérmed kan vi bilda ett konfidensintervall for andelen p med approximativ konfidensgrad enligt §

12.3.

v(3) = w0 =i -p =1L

n

p(X) - ()

Vi far da det tvasidiga konfidensintervallet till

. Dips - (1 = D%y) 16 31060 (1- 31060)
p = Dobs \/ n 300 300 0.025

16 284
= E + (300 300)> -1.96

R

300 300

Detta ger nedre griansen for andelen skadade forpackningar till ca 0.0533 — 0.0254 = 0.0279
Denna nedre grians for andelen multipliceras sedan med 5000. Detta ger nedre griansen for totala
antalet skadade forpackningar i transporten till ca 140.
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Uppgift 11

Styrkan hos testet ar P(forkastaH,) om H; dr sann.
Dvs. vi ska ta fram P(X > 8) om X € Bin(16,0.5)
P(X>8)=1-P(X <7)= [setab6]=1—0.40 = 0.60.

Uppgift 12

P-viardet ar sannolikheten att forkasta H, under forutséattningen att Hy dr sann utgaende fran det
viarde man fatt pa testvariabeln.

Eftersom P-virdet for testet blev 0.023 som ju dr mindre &n risknivan 5%, sa kan vi forkasta Hy
att S = 0 pa risknivan 5% sa effekten #r signifikant pa risknivan 5%, men vi kan inte forkasta
Hy att 8 = 0 pa risknivan 1% eftersom 0.023 som ju dr storre én risknivan 1%,sa effekten dr inte
signifikant pa risknivan 1%. Alltsa ar alternativet A det ratta.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

antal gynnsamma utfall 17

= — < 50%. = Spela inte!
antal mgjliga utfall 36 & pela inte

b) X; = antal 6gon hos térning i;; = 1,2. Sokt &r E(X;X,) = [oberoende] = E(X;)E(Xs) =
3.52 = 12.25 > 12 = Spela!

Sokt sannolikhet =

Uppgift 14
Satt Z;, = X2
E(Zy) = = [T 2 fx(x)de = fol w?dr = 5
B(27) = < f 4hxm:£#M=é
VI(Zy) =5 - (%) =5

Zr:na ar oberoende, likaférdelade och manga sa vi kan anvinda Centrala GrénsvardesSatsen.
Dvs. W = Z1 + Zs + ... + Z3p ér approximativt Normalfordelad.

W & N(30E(Zy), D(Z) - V30) = N(30 - % V%@) = N(10, \/g)

12 - 10

Sokt sannolikhet = P(W < 12) = @ ~ $(1.22) ~ 0.89

8

3
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Uppgift 15

Vi har n = 200 observationer pa multinomialférdelningen med fem celler. Vi har ju ocksa resultatet
att antalet kunder 1 kon > 4
Vilket ger tabellen

Antal kunder i kon | Sannolikhet i kén i procent | Intriffade ggr
om modellen stdmmer
0 12 30
1 18 42
2 22 34
3 16 28
fler 4n 3 32 66

Hypoteser:
Hy: P(A;) =012, P(Ay)=0.18, P(A;3)=0.22, P(A4) =0.16, P(A;)=0.32.
Hy : Hy ej sann.
Signifikansniva: a = 0.05.

Testvariabel: Testvariabeln .

o (g —npy)?
Qobs - Z T
j=1 J

dr approximativt y*-fordelad med (r — 1) frihetsgrader. Eftersom r = 5 har vi (r — 1) = 4
frihetsgrader. T formelsamlingen hittar vi x2 o5 (4) = 9.49.

Beslutsregel: H forkastas om ) > 9.49.

Resultat: y?-metoden kan anvindas, ty for np; = 200 x 0.12 = 24 > 5 och alla évriga np; ér
storre.
Testvariabeln blir

T

szw

=1 P

(30 —24)% (42 — 36)2
24 * 36 *

(34 — 44)? N (28 — 32)? N (66 — 64)*
44 32 64 a

=15+ 1+ 2273 + 0.5 + 0.0625 = 5.3

5.3 <949

Slutsats: H, forkastas ej pa signifikansnivan 5%. Hennes experiment har inte lyckats motbevisa
teorin.
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Uppgift 16
a) X1 € Po(p-t1), Xo € Po((A p) - t2), X3 och X, &r ober =

(p-t)™ e (At p) - 82)"
xll [IZ’Q!

/\+u)~t2

= L(A\, ) = el

InL(\, ) = xqln(p - t1) + xoln(A+p) - ta) — -ty — (A + ) - ta — Inay! — Inas!

0lnL(,u, )\) — tl t2

=z, et —t,=0
Op Vit T )
InL(p, A
Alsa PN m @ e 1)
o oo (pt+A)
OlnL(u, \) lo
_ T\ e $, =0
E)) A TED Y
. OlnL(pu, \) To
Allt = —ty =0 (ekv 2
sa B TES
ek\72iekvl:>ﬂ—l-tz—lh—152:():>,U2bs:ﬁ
I t
Ty .. .. T2 T2 I
= — sétt kv 2 —l=0= .=\, =— — —
7] L satts 1 1 ekv :>f_11+/\ 2 obs t t
b)
X ) )
E(\*) = E(X,) — E(Xy) = At p) -t _ K b = \. Alltsa ar skattningen vvr.

tg tl t2 tl

Xy 2 N((A+ 1) oy VOV 1) 82) ty (A 10) b & (N + p) -2 = (frém @) =
(2 Ty 75> 15(se §51 F.S)
o 1t

XlzN(,uil,v,uil) tyu-t1%u3b8~t1:(frén a):x1:5002 15 (se §51FS)

X X 1 1
= X =2 — =~ N\ o) dir 0” = () (VO + 1) - 1) + () (Vi ) =
(2 1 t5 51
~ (W) 75+ (10002) 500 Alltsa giller att A* &~ N(\, 0.089)
F.S. §12.3 = I, = A%, = 0.089 - 1.96

Svar: I, = 0.250 & 0.175



