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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
ONSDAG 5 JUNI 2024 KL 08.00-13.00

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, tel 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dorékna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som ér godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa ordinarie tentan i mars 2024
och vid omtentamen i juni 2024. Grénsen for godkint dr 9 podng. Mdjlighet att komplettera ges
for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poang. Del II rittas bara for
studenter som &r godkdanda pa eller far komplettera del I och poédng pa del II kréavs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vél motiverade
att de ar latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar
skall anges med minst tva vérdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkidnda pa den andra
datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfallet och vid omtentamen
i juni 2024.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Del I

Uppgift 1

A och B ér tva oberoende héndelser dar P(A) = 0.5 och P(B) = 0.4. Berdkna den betingade
sannolikheten for att exakt en av héndelserna A och B intriffar, da man vet att minst en av
héndelserna A och B har intréffat.

A: 0.5

B: 0.56
C: 0.625
D: 0.71
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Uppgift 2

En stokastisk variabel X har fordelningsfunktionen

0 om x < 0,
Fx(z)=<} 2 om0<z<1,

1 omxz > 1.

Berékna standardavvikelsen D(2.X).

A: 0.075
B: 0.15
C: 0.274
D: 0.387

Uppgift 3

Ur en vanlig kortlek, som bestar av 52 kort varav 13 i var och en av de 4 olika fargerna, drar man
utan aterldggning 4 kort pa mafa. Berdkna sannolikheten att man da far ett kort i varje farg.

A: 0.03
B: 0.11
C: 0.17

D: 0.20

Uppgift 4

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y’) har den simultana sannolikhetsfunktionen:

0.2 omk=7=0,
0.3 omk=0,5=1,
04 omk=1,7=0,
0.1 omk=j5=1.

Berékna korrelationskoefficienten p(0.5X,2Y")

pX,Y(kvj) =

A: —0.10
B: —0.20
C: —0.41

D: —0.82
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Uppgift 5

X och Y ar oberoende stokastiska variabler.
X € N(2,4) och Y € N(3,3). Dvs. E(X) =2,D(X)=4,E(Y)=3,D(Y) = 3.
Berékna P(X >Y).

A: 0.36
B: 0.39
C: 0.42
D: 0.44

Uppgift 6

Antalet samtal som inkommer till ett kontor anses vara en stokastisk variabel som ar Poisson-
fordelad med intensiteten 0.5 samtal per minut. Berdkna sannolikheten att det inkommer hogst
ett samtal till kontoret under en 5 min period.

A: 0.082
B: 0.205
C: 0.287

D: 0.503

Uppgift 7

Tva undersckningar gjordes i tva olika kommuner fér att se hur manga som ténker postrosta i
det kommande EU-valet. I den ena kommunen svarade 14 av de 50 som svarade att de ténkte
postrosta medan det i den andra kommunen var 36 av de 100 som svarade som uppgav att de téankte
postrosta. Lat p; sta for andelen rostberédttigade i den ena kommunen som téanker postrosta och lat
po sta for andelen rostberéttigade i den andra kommunen som tédnker postrosta. Vi ér intresserade

av parametern p; — py. Bestdm medelfelet for skattningen av py —py om p , —p5 = % — %.

A: 0.0796
B: 0.456
C: 0.657
D: 0.800
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Uppgift 8

En stokastisk variabel X har foljande fordelningsfunktion

Fx(z)={a 0<z<1

z>1

Vi har gjort tre oberoende férsck och fatt utfallen z; = 0.70, x5 = 0.80, och x5 = 0.50.
Bestam Minsta-Kvadrat-skattningen av 6.

A: 0
B:1
C: 2
D: 3

Uppgift 9

Vid tillverkning av skruvar far variationerna hos huvudenas diameter inte vara fér stora. Man har
métt diametern hos 23 skruvar och beridknat stickprovets standardavvikelse s = 0.031 mm. Ange
nedre griansen for det tvasidiga 95% konfidensintervallet for o. Métvirdena pa diametrarna kan
anses normalférdelade.

A: 0.019
B: 0.024
C: 0.0251
D: 0.027

Uppgift 10

Vi vill skatta skillnaden mellan vintevirdena i, och p, for tva okénda fordelningar och tar darfor
tva slumpmaéssiga stickprov xy, zs, ....x,, och y1, ya, ...y, av storlek n = 30. Stickprovsmedelvardena
blir £ = 160 och y = 220, medan stickprovsstandardavvikelserna blir s, = 10 och s, = 15.
Fordelningarna ser ut att vara tillrackligt symmetriska for att vi ska kunna anse att n &r stort.
Ange 6vre gransen for det ensidigt uppat begrénsade konfidensintervallet for j1,, — i, som har den
approximativa konfidensgraden 95%

A: 65.41
B: 65.60

C: 66.45
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D: 66.58

Uppgift 11

Antag att den stokastiska variabeln X &r For-forsta-gangen-fordelad. Dvs X € ffg(p). Vi stéller
upp Hy : p = 0.1. Vi vill testa nollhypotesen Hy mot alternativet H; : p = 0.4 och forkastar Hy
till forman fér mothypotesen H; for sma virden pa x. Bestdm p-véirdet om vi fatt observationen
r = 2.

A: 0.09
B: 0.19
C: 0.24
D: 0.64

Uppgift 12

Foljande tabell ger observationer av elférbrukningen en viss dag i 3 samhéllen.

Elférbrukningen i MWh | 9 | 41 | 100
Invanarantal i tusental | 1] 5 | 12

Observationerna av elférbrukningen uppfattas som utfall av oberoende N(a + [z, o)-fordelade
stokastiska variabler, diar x ar invanarantalet i tusental och «,3,0och o ar okdnda parametrar.
Invanarantalet i ett annat samhélle &r 7000. Satt upp en enkel linjér regressionsmodell for elférbrukningen
som funktion av invanarantalet, skatta o och (3, och skatta den forvintade elférbrukningen i detta
samhélle utifran dina skattningar av a och .

A: 579
B: 58.3
C: 59.8
D: 60.1

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

En héndelse A har sannoliketen p att intréffa i ett forsok. Man utfor forsoket 125 ganger oberoende
av varandra och bildar den stokastiska variabeln
X = (Antalet ganger A intriffar) - (Antalet ganger A inte intréffar).

a) Berdkna F(X) och V(X) som funktion av p (7p)

b) Berikna P(X < —111) da p = 0.048. Lampliga och vélmotiverade approximationer &r

tillatna. (3 p)
Uppgift 14

Vid en ldkarmottagning kallas 25 patienter till ett visst klockslag. Behandlingstiden for en patient
betraktas som ett utfall av en exponentialférdelad stokastisk variabel med vantevéirdet a minuter.
Patienterna behandlas en i taget och olika patienters behandlingstider dr oberoende. Av erfarenhet
vet man att ldkaren 1 gang pa 10 klarar av att behandla de 25 patienterna inom en timme. Tolka
denna uppgift som en sannolikhet och bestdm a. Rimliga och vélmotiverade approximationer ar
tillatna. (10 p)

Uppgift 15

Hos en urmakare har 480 klockor observerats. Nedanstaende tabell visar antalet klockor, vars
timvisare vid en viss tidpunkt star mellan 0 och 1, mellan 1 och 2 o.s.v.

Timvisarens lage | 0-1 | 1-2 | 2-3 | 3-4 | 4-5 | 5-6 | 6-7 | 7-8 | 8-9 | 9-10 | 10-11 | 11-12
Antal klockor 33 | 44 | A1 | 47 | 40 | 32 | 47 | 37 | 40 | 39 32 48

Kan hypotesen om likformig férdelning pa intervallet 0-12 forkastas pa risknivan 5%? Din slutsats

skall givetvis vara ordentligt motiverad. (10 p)
Uppgift 16
Om vi har n st oberoende observationer 1, ...., z, pa en stokastisk variabel X med F(X) = u sa
géller att
17
xr = — T
k=1

ar en rimlig skattning av p. Antag att X € U(0, 2u) och bilda skattningen ;. = a,maz(xy, ..., x,).

a) Bestdm a, sa att u’, . blir en véntevirdesriktig skattning av pu. (5 p)
b) Visa att u’,, med a, valt enligt a), dr en effektivare skattning av p &n vad T &r sa snart

n > 2.
For att du skall kunna fa podng pa b) sa maste a) vara helt rétt. (5p)

Lycka till!



&

B,
EKTHS
oo%_x@c
Avd. Matematisk statistik KTH Matematik
LOSNINGSFORSLAG

TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
ONSDAG 5 JUNI 2024 KL 8.00-13.00.

Del I, Svar
1.D

2.D

10. A
11. B

12. B
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
Vi soker

P((anB(BNAI(a0B) = ST < dsjkia = ST EAE) <

P(A)P(B*) + P(A")P(B) _ 0.5-0.6+05-04 0.5

= oberoende =

P(A)+ P(B)— P(A)P(B)  05+04—05-04 07 0.71

Uppgift 2

En stokastisk variabel X har férdelningsfunktionen

0 om z < 0,
Fx(x)=1< 2® om0<z<1,
1 om z > 1.

och saledes tathetsfunktionen

0 om x < 0,
fx(x) =% 322 om0<x<1,
0 om z > 1.
00 1 3 4 3
E(X) = / rfx(x)dr = / r - 3r’dy = [%]é =1
> ! 32°, 3
E(X? = / 2 fx(z)dr = / - 32%dr = [—|p = =
—00 0 5 5
o 3 32 3 4 :
V(X) = BOX?) = B2(X) = £ = 55 = = = V(2X) = == = D(2X) = |/ = = 0.387
Uppgift 3

Om vi tar hinsyn till ordningen &r antalet mdojliga utfall 52 - 51 - 50 - 49.
Antal gynnsamma utfall & om vi tar hdnsyn till ordningen 52 -39 - 26 - 13
52 -51-50-49
likh for 4 olika f& li =0.11
= Sannolikheten for 4 olika farger blir 55392613 0
Om vi inte tar hinsyn till ordningen far vi ocksa att sannolikheten for 4 olika firger blir

134

(%)
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Uppgift 4

02 omk=j=0,
0.3 omk=0,7=1,
04 omk=1,7=0,
0.1 omk=j=1.

px,y(k,j) =

Berakna korrelationskoefficienten

_C05X,2Y)  05-20(X)Y)
Pl03X.2Y) = 55X p@y) ~ 05 bx)-2. o) PO Y)

x.y) = CEY) _ BRY) - EQOE(E)

D(X)D(Y) D(X)D(Y)
E(XY) = Z’f] pxy(k,j)=0.1
E(X)= Y k- pxy(k.j)=05

allak,j
E(Y) = Z'j pxy(k,j) =04

= C(X,Y)=01-05-04=—0.1

E(X*) = ) k¥ pxy(k,j) =05

allak,j

E(YQ) = Z 5 pxy(k,j) =04
allak,j
V(X) = E(X?) — E*X) =0.5—0.25=0.25
V(Y)=E(Y?) — EXY)=04—0.16 = 0.24
—0.1

Alltsa blir p(0.5X,2Y) = p(X,Y) = ——— = —0.41
Vv 0.25v/0.24

Uppgift 5

X och Y ar oberoende stokastiska variabler.
X €N(2,4) ochY € N(3,3). Dvs. E(X) =2,D(X)=4,E(Y)=3,D(Y) = 3.

P(X>Y)=P(X -Y >0)=P(Z > 0)
E(Z)=2-3=-1
X och Y ér oberoende sa V(Z) =V(X - Y)=V(X)+ (-1)*V(Y)=16+9=25= D(Z) =5

7 € N(~1,5)

Z+1 041

P(Z > 0) = Gor om till N(0,1) = P(Z5— > ~——) = P(W > 0.2) = 1-(0.2) = 1-0.58 = 0.42
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Uppgift 6

Lat X=antalet héndelser under tiden ¢. Da d&r X € Po(At) Tiden méts i minuter, sa t = 5.
Intensiteten per minut ar A\ = % Dérfor géller att X € Po (g)

P(Xg1):P(X:0)+P(X:1):e3+gei = <1+—) eizgeizozs?

Uppgift 7

Vi antar att antalet i den forsta kommunen som svarar att de tanker postrosta dr en stokastisk
variabel X dar X € Bin(50,p;) och att antalet i den andra kommunen som svarar att de tédnker
postrosta dr en stokastisk variabel Y dar X € Bin(100,py). Vi antar ocksa att X och Y &r
oberoende.

Medelfelet av skattningen &r D, (pi — p}) (se F.S. §9.3).

o (X YN (XN o (Y1 1
V(p; pZ)_V(E)O 100) = p.g.a. oberoendet—V(50>+( 1) v<100) = 502V(X)+1002V(Y)

1
= 2201 —p1) +

Da blir medelfelet

. 1 1
100po(1 — p2) = D(p} — p5) = \/50191(1 — 1) + ——pa2(1 — p2)

1002 100

Lo p0+ - p)) =y et (- B + g (i) =
50p1 p1 100]?2 b2 50p10bs D1, 100p20bs D2y, ) =

obs

=4/—0.2 24— 4=
500 8-0.72 + 00036 0.64 = 0.0796
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Uppgift 8

En stokastisk variabel X har foljande fordelningsfunktion

Fx(z)={a 0<z<1

z>1

Vi har gjort tre oberoende férsck och fatt utfallen z; = 0.70, x5 = 0.80, och x5 = 0.50.
Bestam Minsta-Kvadrat-skattningen av 6.

(0+1)m9; 0<z<1

fx(z) =
0; annars
o ! 0+1 0+1
E(X)= — Nlde = 0+211 _
(X) /_Ooxfx(:c)d:c /0 (0 + 1)a"dx [8+2x lo 32
3 2 2 2
0+1 0+1 0+1
_ o 2 _ _ _ _7rT-
Q= E (xj E(X)) <O.7 0+2> + (0.8 0—1—2) + (0.5 8—1—2)

% =2 (0'7_ Zi;) ((9122)2>+2 (0'8_ Zi;) ((0122)2)” <O'5_ Zi;) ((93)2) =0

Detta leder till féljande ekvation:

0+1
0.7+08+05=3 (94_%) = 20 + 4 = 30 + 3 = Minsta-Kvadrat-skatttningen av 6 = 1
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Uppgift 9
Da vi har ett oberoende, normalférdelat stickprov géller enligt §11.1b) att

(n—1)52

= € x*(n—1).

och enligt §12.4 att

£ et

For att skapa det efterfragade konfidensintervallet, kombinera §12.4 och §11.b.
Da fas konfidensintervallet for o

\/ (n—1) \/ (n—1)
X§o25(n — 1) Xgors(n—1) )

Vilket med insatta numeriska véirden ger

/ 22 / 22
0.0314 | ——==,0.031 | == | = (0.024,0.044)
( X3.025(22) X%.975(22)>

Uppgift 10

Vi ska bilda ett konfidensintervall for skillnaden mellan tva stickprovs véntevirden da vi inte
vet vilka fordelningar vi har. Vi kan da ta hjilp av §12.3 och bilda ett konfidensintervall med
approximativ konfidensgrad eftersom vi kan anta att observationerna i varje stickprov &r utfall
fran stokastiska variabler som dr oberoende, likaférdelade och manga. Centrala Grinsvardessatsen
ger da att vi har ett 0* = py — py = Y — X som #r approximativt Normalférdelad och §12.3 kan
da anvéndas.

Vi behover nu medelfelet DY, . = D% (0%)

o

2
V(0*) = V(Y — X) = oberoende = V(Y) + V(X) = ﬁ + 2

82
D)= /% + % o pr(97) =
30 +'30 = Dol 30 "

o2 02
Ty = — T+ As y
pype =Y T 30 T30

Men nu ska vi ha ett ensidigt uppat begriansat konfidensintervall och da far vi

o o2 o
]/J‘y_:ufx - —00, y -z + AO‘ 30 + 30
Eftersom vi ska ha konfidensgrad 95% fas A\, = A\g.g5 = 1.6449

102 152
= Ly, = | 00,220 = 160 + L6449y [ S + o | = (—00,65.41)
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Uppgift 11

P-virdet dr P(forkasta Hy) om Hy &r sann utgaende fran de observationer eller den obsevation
man fatt. I vart fall blir detta P(X < 2) om X € ffg(0.1)
Da blir P-vérdet px(1) + px(2) = 0.1 +0.9-0.1 = 0.19

Uppgift 12
3 7 = 3 __
— — -3
se § 13.1: gy, = 2 DD _ o qy55 _ 2 e
> ket (Tp — ) Y ey Xy — 372
gt = 1-9+5-414+12-100-3-6-50 514 257
obs 12+ 524122 — 362 62 " 31
« e 257 8
ay, = se §13.1 :y—ﬁobsx:50_3_1.6:3_1
Den sokta elférbrukningen for x = 7 blir da
8 257
— 4+ - -7=583

31 31
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13
Sétt Y = antalet ganger A intraffar. Y € Bin(125,p).

Sambandet mellan X och Y ér: X =Y — (125 - Y) = 2Y — 125.
a) E(Y)=125p, V(Y) = 125p(1 — p)
BE(X) =2B(Y) — 125 = 250p — 125

V(X) = 22V (Y) = 500p(1 — p)
b) P(X < —111) = P(2Y — 125 < —111) = P(Y < 7)

Men Y € Bin(125,p),dar p = 0.048 < 0.1.
Alltsa géller att Y ar approximativt Poissonfordelad: Po(125 - 0.048) = Po(6)

Tabell 51 F.S ger da P(X < 7) =0.744
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Uppgift 14

Lat for k = 1,...25 den stokastiska variabeln X} beteckna behandlingstiden i minuter fér patient

nr k.
25

Satt Y = Z X = den sammanlagda behandligstiden
k=1

Det dr givet att X, ..., Xo5 dr oberoende och att alla Xy € Fxp(1/a).

Detta ger E(X;) = a,V (X)) =a® for k=1,...25

E(Y) = i E(X)) = 25a

k=1

25
V(Y) = oberoende = Z V(Xy) =250 = D(Y) = 5a
k=1
Vi har 25 st oberoende likaférdelade stokastiska variabler som kan betraktas som manga sa Cen-
trala Gransvérdessatsen ger att Y € N(25a,5a) approximativt. Att ldkaren 1 gang pa 10 klarar
av att behandla 25 patienter inom en timme tolkar vi sa att P(Y < 60) = 0.1
Vi gor om till N(0,1)

P(Y—25a<60—25a) :0.1:>P(Yg25a>25a—60> 01

Sa T oa a da
25a — 60
= a5— = Ao.10 = 25a — 60 = Barg.19 = (25 — 5)\010)@ = 60
a

60 N
25 —5-1.2816

3.23
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Uppgift 15

Héar har vi test av given férdelning med nollhypotesen Hy : p; = %7 D2 = %, ..... , P12 = 1—12

Se § 14.3

Om np; > 5 for alla i giller att Q ~ y>-fordelad, dér

Q Z np )

Hér géller att np; = 480 - % =40 > 5 for alla i.

(33— 40)% (44 — 40)? (48 —40)2 366
S AT S AR 2 22 915
@ 0 a0 T T 40

Vi ska jamféra Q med x2(r — 1) dér r = 12 i vart fall och o = 0.05.
X205 (11) = 19.7.

Om Q < x%(r — 1) sa forkastas inte Hy pa risknivan . Alltsa kan H, inte forkastas pa risknivan
5% i detta fall.
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Uppgift 16
a) Vi ska bestimma a,, sa att uf,, blir en vintevirdesriktig skattning av p.
Dvs. vi ska bestamma a,, sa att E(u*) = u
Séatt Y, = max(Xy, ..., X,)
Fy (y)=P(X; <ynX, <yn...NnX, <y)= [oberoende| = (Fyx,(y))"
X, €U(0,2u) = fx,(y) = i om 0 <y < 2p och 0 annars
Fx(y)= [0 <y <24 = [ 5,do =

Detta leder till:

0 om y < 0,
Fy,(y) = (3;)" om0 <y<2,
1 om y > 2.

n n—1
_ @Y om 0 <y < 2u,
Jr () {0 annars
mn 2 n— n
E(Y) =g o v " " dy = 2n55y
E(p) = Ean - Yy,) = ap - 2”#—1

E(u*)zﬂjan:ng_ﬁ

3

1

k=1

Eftersom E(X) =

SRS

sa dr T en vantevirdesriktig punktskattning av u. I uppgift a) har vi bestdmt a,,, sa att dven
[y Ar vantevardesriktig.

Nu skall vi berdikna V(X) och V(u*) och jimfora dessa med varandra.

_ 1 n 1 (2’u . 0)2 ’uz
V(X) = oberoende = — Z V(X)) = Semet = B



forts kompletteringstentamen i SF1920 2024-06-18 12

V() = Vian - Yy) = (”;1) V(Y)
502 = e [ o= e [ 5] =0

V(X - 2
Om n > 2 giller att ( ): 3n _nr >1lomn > 2

Alltsa géller att V(p*) < V(X) om n > 2, vilket betyder att p*, . ar en effektivare skattning
an T.



