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SAMT TENTAMEN I SF1935 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK MED TILLAMPNING
INOM MASKININLARNING

MANDAG 26 MAJ 2025 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkinda pa kontrollskrivningen behover ej besva-
ra uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges da ordet
”Bonus”). Studenter som dr godkinda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift
12, utan far tillgodoridkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges da ordet ”Bonus”). Dessa
tillgodordknanden géller for den hér tentamen och vid omtentamen i augusti 2025. Gransen for
godként dr 9 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som #r godkidnda pa eller far komplettera del I och poang pa del II krdavs for hogre
betyg én E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vél motiverade
att de ar latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar
ska anges med minst fyra vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa den andra
datorlaborationen far dessutom tre bonuspoang pa del II. Dessa bonuspodng géller for den hér
tentamen och vid omtentamen i augusti 2025.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1
For handelserna A och B giller att ett av de fyra pastaendena nedan &r felaktigt. Vilket?

A: P(B|A) = 1 — P(B*|A)

B: P(AN B) = P(B)- P(A|B)

C: P(A*UB*)=1—-P(A)— P(B)+ P(ANB)
D: P(BNA*) =1— P(A) — P(A* N B)
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Uppgift 2
En stokastisk variabel (X,Y") har tdthetsfunktionen

cr, v2>20,y>0,z+y<1,
fX,Y(xay) =
0, annars.
Bestam konstanten c.
A: 6
B: 5
C: 3
D: 2

Uppgift 3

Lat X och Y vara stokastiska variabler sadana att V(X) =2, V(Y) = 2, och V(X +3Y) = 8.
Beriikna korrelationskoefficienten p(X,Y').

A: 0

B: —%
C: -1
D: -2

Uppgift 4

Den stokastiska variabeln ¢ tillhor Exponentialfordelningen med véntevardet 200 timmar. Bestdm
fordelningens median.

A: 921
B: 100
C: 139

D: 184
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Uppgift 5

Lat X; och X, vara oberoende stokastiska variabler sadana att X; € N(2,1) och Xy € N(0,2),
dvs. E(X;) =2, V(Xy) =1, E(Xy) =0, V(Xy3) = 4. Lat Y = X; — X,. Bestdm a sa att
P(Y > a) = 0.905.

A: ca 4.93

ca 4.27

ca —0.27

o a =

ca —0.93

Uppgift 6

Sannolikheten for vinst i ett visst spel édr 0.25. Resultaten (dvs vinst/forlust) i successiva spel &r
oberoende av varandra. Lat X vara det antal spel som krévs tills tva vinster har erhallits. Beréikna
sannolikheten P(X > 4).

A: 0.895
B: 0.844
C: 0.738

D: 0.105

Uppgift 7
En diskret stokastisk variabel X; uppfyller

2 2 1
P(Xi=1)=%—2, P(Xi=2)=c+a PXi=3)=c+q

diar ¢ = 1,2,3. Lat z1 = 2, z5 = 2 och x3 = 3 vara observationer pa de oberoende stokastiska
variablerna X, X5, och Xj3. Bestim minsta-kvadrat-skattningen av a utgaende fran dessa tre
observationer.

A: 2/45
B: 1/9
C: 2/15
D: 8/45
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Uppgift 8

Lat X; € Bin(ny,p) och Xy € Bin(ng,p) vara tva oberoende stokastiska variabler. Parametern p
ar okdnd. Vi betraktar tva punktskattningar av p : pf,. och pops som ges av stickprovsvariablerna

X1+ X . ¢ X
:¥respektlvep:—l+—2

p*
n1 + no 2n1 27’L2

Vilket pastaende &r sant givet att n; = 25 och ny = 507

A: p¥, . dr den effektivaste skattningen av p.

oY

Dobs ar den effektivaste skattningen av p.

Q

Béagge skattningarna ar lika effektiva.

<

Man kan inte avgora vilken av skattningarna som é&r effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.

Uppgift 9

Lat X;ma vara oberoende stokastiska variabler sadana att X; € N(u,0). E(X;) = p, D(X;) =
o,déar p och o ar okénda.

Vi har ett stickprov med 25 observationer dér vi fatt £ = 10. Dessutom har vi fatt ett ensidigt
uppat begrinsat konfidensintervall med konfidensgrad 95% for o vars évre grins ér 15.65.

Vad blir 6vre griansen for det ensidigt uppat begriansade konfidensintervallet for 1 som har konfi-
densgrad 95%?7

A: 10.69
B: 11.03
C: 11.35
D

. 11.63

Uppgift 10

Antag att X € Po(u). Vi vill testa Hy : 1 = 5 mot alternativet H; : p = 2. Vi forkastar Hy till
forman for H; om vi far ett utfall x < 3. Vi far en observation: x = 1.
Bestam testets styrka.

A: 0.040
B: 0.265
C: 0.406
D: 0.857
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Uppgift 11

Lat T = 137.0, § = 208.0, s = 92.5, ,s; = 163.0, n, = 5 och n, = 5 vara givet och antag att
X; € N(pg,0) ochY; € N(pu,,0) samt att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende. Ange 6vre
gransen for det 95%-iga ensidigt uppat begrénsade konfidensintervallet 1, .

A: -50.2
B: -57.0
C: -57.7
D: -59.2

Uppgift 12

Dataméngden 40, 60 anses vara utfall av stokastiska variabler X;:7 = 1,2, dar X;:na antas vara
Poissonférdelade med véntevérde p. D.v.s. varje X; € Po(u).

Dataméngden 90, 90, 130 anses vara utfall av stokastiska variabler Yj; j = 1,2, 3, dér Yj:na antas
vara Poissonférdelade med véntevérde 2p. D.v.s. varje Y; € Po(2pu).

Alla stokastiska variablerna antas vara oberoende.

Vi skattar p med ), = %

Bilda ett dubbelsidigt konfidensintervall med den approximativa konfidensgraden 90% for p utgaende
fran skattningen ovan och ange 6vre gréinsen.

A: 55.3
B: 58.9
C: 62.9
D: 66.3

Var god vénd!
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Del 11

Uppgift 13
X1, Xo, ..., X, n > 2, ar oberoende s.v. som alla ar N(0,1). Lat
LD S AN ) oS
i ’ i
(a) Berikna E(Y)). (5 p)
(b) Berékna E(Y3) och ange g(n) sadan att E (Y1) = g(n) - E(Y3). (5 p)
Uppgift 14

Livslangden for en viss slags elkomponent antas vara exponentialférdelad med véntevirdet p
timmar. Av n komponenter som kopplades in samtidigt visade det sig att k stycken fortfarande
fungerade efter T timmar.

Bestdm Maximum-Likelihood-skattningen av o da n = 100,k = 90 och T' = 1000. (10 p)

Uppgift 15

Man ville underscka om det finns en skillnad i opinion i en viss fraga bland sverigedemokrater
(SD), moderater (M) och socialdemokrater (S). Man stéllde darfor en fraga till 40 (SD), 50 (M)
och 50 (S) som de besvarade med ”JA” eller "NEJ”.

Resultatet blev att 26 (SD) svarade ”JA”, 21 (M) svarade ”JA” och 27 (S) svarade "JA”. Ovriga
(sammanlagt alltsa 66 stycken) svarade ”Nej”.

Avgor om man med felrisken 5% kan sidga att det foreligger en skillnad i opinion mellan de tre
partiernas sympatisorer. (10 p)

Uppgift 16

(Fortsdttning pa Uppgift 6) Sannolikheten for vinst i ett visst spel dr p. Resultaten (dvs vinst /forlust)
i successiva spel ar oberoende av varandra.

(a) Lat X vara det antal spel som kréavs tills tva vinster har erhallits. Bestdm sannolikhetsfunk-
tionen for den stokastiska variabeln X. (5 p)

(b) Lat Y vara det antal spel som krévs tills tre vinster har erhallits. Bestam sannolikhetsfunk-
tionen for den stokastiska variabeln Y. (5 p)

Ledm’ng:1+2+3+...—|—(n—1)+n:@.

Lycka till!
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Del I, Svar.

10. D
11. C

12. A
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1
Pastaende A och B ér korrekta, enl definitioner. Det felaktiga pastaendet star i C
(rita Venn-diagram for C' och D, for att se att det som star i D ar ett korrekt pastaende, och det
som star i C' - ett felaktigt pastaende).

Svaret ar C.

Uppgift 2
Vi har:

1= / fX,Y(xay)dxdy =
]R2

1 12 1 2 g8
= [ dx / cxdy)z/cx(l—x dr=c| — — —
/o ( 0 0 ) ( 2 3

vilket ger alternativ A.

rita integrations area: © > 0,y >0, r +y <1 ‘ =

Uppgift 3
Vi har:
8=V(X+3Y)=V(X)+9V(Y)+2C(X,3Y) =2+ 18 +6C(X,Y).

Dvs.

C(X,Y)=-12/6 = -2
Déarmed,

XY -2
p(X,¥) = XX =1

Svaret ar C.

Vi soker M sadan att:

eller
e MM =05,

Nér vi loser denna ekvation m.a.p. pa M far vi:
M = —(1/A)In(0.5) = |A = 1/200| = (—200) In(0.5) ~ 138.63 ~ 139

Svaret ar C.
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Uppgift 5

Det dr kind att X; € N(2,1) och Xy € N(0,2) &r oberoende.
Foljaktligen, s.v. Y = X; — X5 € N(2,V/5),

dvs puy = px, — pix, =2 —0=2, ochay:,/aX +UX2 V12 422 = /5.

Darfor, s.v. Z = € N(0,1).

f
Vidare, engligt Tabell 1 har vi for Z € N(0, 1):

P(Z < 1.31) = 0.9049 ~ 0.905.
Detta, enligt symmetrin, leder till

P(Z > —1.31) ~ 0.905.

("

( —131f)~0905

Dirmed den sokta a = 2 — 1.31v/5 ~ —0.93.

_ Y2 o ; .
Eftersom Z = N far vi nu:

)N0905

eller

Svaret ar D.

Uppgift 6

Lat s.v. & vara det antal spel som krévs tills en vinst har erhallits, dvs & € ffg(0.25). Lat & vara
en annan s.v. som ar oberoende av &; och som har samma fordelning som &, dvs & € ffg(0.25)
ocksa.

Vi har: X =& + &. Vidare,

P(X >4)=1- (P(X =2)+ P(X =3)).
For P(X = 2), erholls
P(X =2)=P(& + & =2) = P({& =1} n{& = 1}) = |oberoendet| =

=P(& =1)-P(&=1) = (0.25)(0.25) = 0.25”
For P(X = 3), erholls

P(X=3)=P&+&=3)=P({& =11n{&=2}) +P({& =2} n{& = 1}) = |oberoendet| =
=P(& =1)-P(&=2)+P(& =2)-P(& = 1) = (0.25)(0.25:0.75)+(0.25-0.75)(0.25) = 2-0.25*(0.75)..
Dérmed, P(X > 4) = 1—(P(X = 2)+P(X =3)) = 1—(0.252+2-(0.75)-0.25%) = 0.84375 ~ 0.844

Svaret ar B.
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Uppgift 7

2 2 1
P(Xi=1)=-20, P(X;i=2)=;+a, P(X;=3)=:+q

3
2 4 3 9
E(X)= ' )=—-—2a+—-+2a+-+3a=-+3
(X) jzlij(j) = a+5—|— a—|—5+a 5+a
MK- skattningen av a ar det a som minimerar ) i § 9.2 1 F.S.

Q="(e; = B = (2~ (2 +30) + (2~ (3 +3a) + (3~ (2 +3a))

=1

d@ 9 9 9
— =-22—(=4+3a))3—-2(2—(=+3a))3——-2(3—(=+3a))3=0
da ( (5+ a)) ( (5+ a)) ( (5+ a))
18 9 o7 g
4— = — _ 2 . _i _ 8
= 5 6a + 3 5 3a=0=7 5 a=a T
S N = —
var: a T
Uppgift 8
X1+X2 . . Xl X2
bx ny + no FOSpERbve b 214 + 2N
X1+X2 ]_ 1
(p ) (n1+n2> n1+n2( ( 1) ( 2)) n1+n2(n1p n2p) D
5 X1 X5 mp  nop
(p) <2n1) + <2n2) o, + oy P

Saledes ar bade p* och p vintevirdesriktiga skattningar av p.

o (XX 1 L oy = P D)
V(p)—V(n1+n2) = <n1+n2)2(v(xl)+v(x2))— (n1+n2)2< p(1=p)nzp(l=p)) = L=

V) =v () ey () cmelon) o) _plon) (L]

2n, 2, (4n2) (4n2) 4 ‘ng  omy

Med n; = 25 och ny = 50 fas

o p(1—=p) 3p(1-p) . pl-=p,1 1. 3p(l-p)
V) === =705 oMV =G+ 5) = "0

V(px) < V(p) Alltsa géller att p’,, ar en effektivare skattning av p &n peps.
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Uppgift 9
Det ensidigt uppat begrinsade konfidensintervallet for o2 fas m.h.a. § 12.4 och § 11.1b till

(n—1)s? ) ( 245* ) ( 2452>
l2=0,————=)=(0,——=—= | =10,—= | = enl uppg. = (0,15.65
( ool —1) Baa29) 138 (0. 1565)

Detta ger att s = 3.
Med hjélp av §12.2 och §11.1d fas 6vre gransen till det ensidigt uppat begréinsade konfidensinter-
vallet for p till

s 3
I, =72+ —t,(n—1) =10+ —t 24) =10+0.6-1.71 =11.03
p =T+ \/ﬁ (n ) + \/% 0_05( ) +
Uppgift 10

Styrkan hos testet &r sannolikheten att férkasta nollhypotesen om mothypotesen dr sann. Dvs.

P( Forkasta Hy) om Hy dr sann = P(X < 3) om pu = 2.

Vi tittar i tab 5 som ger P(X < 3) om X € Po(2) och far svaret 0.857

Uppgift 11
Lat = 137.0, y = 208.0, s2 = 92.5, , 52 = 163.0, n, = 5 och n, = 5

) 2y
Ett ensidigt uppat bgrédnsat konfidensintervall fér skillnaden mellan tva stickprovs vantevérden

dér vi antar att stickproven har samma okénda varians fas m.h.a. §12.2 och § 11.2 till

[1 1
quﬂy:<—oo,f—§+s- n—+n—-ta(nx+ny—2)>
T Yy

=182+ (n,—1)-s2 5—1)-925+(5—1)-163.0
g M Vesit (=), (5-1)-925+(5-1) — 127.75
Ng + Ny — 2 5+5—-2

dar

Den 6vre gréansen i konfidensintervallet kan nu skrivas

1 2
Lyo—p, = 137.0—208.0+v127.75- + —t0.05(8) = —71+\/127.75\/;1.86 = —T71413.3 = =57.7

1
5 5

Vilket ger att 6vre gréansen blir —57.7.
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Uppgift 12

Vi har Poisson-fordelade data och alla utfall &r har storre dn 15 sa déarfor kan vi enligt §5 1 F.S.

gora Normalapproximation. Da kan vi bilda ett konfidesintervall med approximativ konfidensgrad
m.h.a. §12.3 1 F.S.
IH = ,Ust + Dst(M*))\%

» Tty
Hops = 3
X+Y - 1. - _ 1 [V(X,) V(Y
V(u*):V( ;— ):—V(X—i-Y)z ober :§[V(X)+V(Y)]:ober:§[ (2 )—i— (3]))}
1[p 2 1 T T . \/m*b \/7 T+
= — —_ _— = — e — = — D fr— A: _
j:40+60:5Oochy‘:90+90+130:@:I—i_y—@

2

3 3 3 9
. « v % 460 | 7 460 460 [ 7 460
Nu fas IN = Hops + Dobs(/J“ ))\% = ? + 5—4(7)/\0.05 = ? + 52(7)16449

Ovre grinsen blir da 55.3




forts tentamen i SF1923/SF1924/SF1935 2025-05-26
Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13
(a) Vi har:

1 n
E(Yy) = |linjaritet| = — E E(]X;]) = [samma fordelning av X;| = E(|X1]).
n
i=1
Vidare, eftersom X; € N(0,1),

1 *° y> 2 ° o>
EY)) = E(lXq]) = — e 2 dy = |symmetri| = — e 2dy =
00) = B(X) = <= [~ lole Sy = symmensi| = —= [ yeFay
2 [ 2 2 2 21 2
:\ﬁ/ Ea(L) - _.{_62] e
T Jo 2 s 0 T

(b) Vi soker E(Ys) = E|13°"  X;| = E|X|, dir X = 13" | X
Eftersom alla X; € N(0,1), i =1,2,...,n och oberoende, har vi:

XeN(O,%)

Déarmed,

= \/ﬁ/oo _n,2 . 2\/%/00 _n,2
EYs)=FX|=—"— e 2¥ dy = |[symmetri| = — e 2 dy =
(Y2) = E|X| Nor _Oo\y! y = |sy | N y

_ 2\/n ooengd(nZﬂ) _

nv 2T 0 2
_ Qﬁ.{_e—gzﬂ} _ 21
nv 2w 0 T \/n
B
g(n)’

dar g(n) = /n.
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Uppgift 14

Lat den stokastiska variabeln X vara det antal komponenter som har en livslangd > T
Da giller att X € Bin(n,p).
Lat den stokastiska Y vara livsldngden hos en enskild komponent.
Da giller att Y € Eap(\) = Ewp(l%)
p=PY>T)= [T ie_idt —e
: n n— n —Z —Z n—
se §9.11 F.S. L(p) = px (k) = (1)p"(L —p)" % = (})(e ¥)* (1 —e w)"*
Maximum for L(p) finns dar maximum for InL(p) finns.

InL(p) = In(}) + ln(ef%)k +in(1 — ef%)”’k) =mn(}) =2+ (n—k)In(1 - 67%)

m

r T
d kT —3e *
—InL(p) = — + (n—k)—+ =0
dp (k) G ( )1—6—%
ék:(n—k’)e;fz(n—k)a
1—e l—a
F - :k—ak:an—ak:k:an:azéze_%
n—k 1—a n
k T T 1000
In(=) = —— = topsrix = v = = 9491.2 timmar
)= T e = ) (1)
Uppgift 15

JA NEJ | Totalt
SD 26 14 40

M 21 29 50

S 27 23 50
Totalt | 74 66 140

Homogenitetstest med r = 2 (antal kategorier) och s = 3 (antal serier). Vi far enligt FS 14.3
teststorheten
(zij — =)
n;m;
N

Q=

3 2

1
diir ny = 40, ny = 50, ny = 50, my = 26 + 21 + 27 = 74, my = 66, N = 140, v, = 26,
T12 = 40 — 26 = 14, T2l = 21, Tog = 29, T31 = 27, T3 = 23.

% 1

1Mo B 40 - 66
N 140

Detta ger Q = 4.76 som ér utfall av approximativ x?((r —1)(s — 1)) = x?(2)-férdelning. Eftersom
Xe05(2) = 5.99 kan Hj : 'samma andel i alla tre partierna’ ej forkastas ty Q@ = 4.76 < 5.99 =
X3.05(2). Ingen skillnad alltsa visad!

nims

> 5 sa da ar alla > 5 och da #r det okej med y>-test.



forts tentamen i SF1923/SF1924/SF1935 2025-05-26 9

Uppgift 16
(Fortsdttning pa Uppgift 6) Lat p vara sannolikheten for vinst i ett visst spel.

(a) Lat s.v. & vara det antal spel som krévs tills en vinst har erhallits, dvs & € ffg(p):

Pe(j) =P =4)=p(l—p) ', j=1,23,....

Lat & vara en annan s.v. som ar oberoende av & och som har samma fordelning som &;, dvs
& € ffg(p) ocksa: |

pe(j)=P&=7)=p(l-p)’" j=1,23....
Vi har: X = 51 + §2.

Faltningsformeln for oberoende diskreta s.v. & och & ger oss sannolikhetsfunktionen for s.v.
X = 61 + 62, dvs.

px(b) = POX=8) = Y pa (Gpes(h ),

dar k = 2,3,4,... och begransningen k — 1 i summan kommer fran det vilkoret att £ — 7 > 1 dvs
j <k — 1. Vidare, har vi eftersom & och & &r oberoende och bade f fg(p)-fordelade:

??‘

-1

Zp& I)pe(k = 7) = (P(l - p)”) (p(l —p)k”‘j‘1> =

7j=1

b
H

N

-1

= 3 P21 = p)2 = |ej beror av j| = (k — 1)p*(1 — p)
1

k—2

<.
Il

Alltsa, sannolikhetsfunktinen for s.v. X ar
pX(k):P(X:k):(k_l)p2<1_p)k72> k:273747""

OBS! Man kan nu dubbelkolla mha px (k) att svaret i Uppgift 6 stdmmer.
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(b) Lat en annan s.v. {3 vara ocksa det antal spel som krévs tills en vinst har erhallits, dvs

& € f19lp) |
Pe(j) = P(&s=4)=p(l—p) ', j=1,2,3,....

Lat &3 vara oberoende av & och & fran (a).

Vi har isf att s.v. Y &r:
Y=+ +8G=X+E3.
Eftersom alla tre & &r oberoende stokastiska variabler, sa ar oberoende aven s.v. X = & +&; och &.

Vidare, pa samma sitt som i (a), faltningsformeln for oberoende diskreta s.v. X och &3 ger oss
sannolikhetsfunktionen for s.v. Y, dvs.

k—1
py(k) = P(Y =k) =Y px(i)pe, (k — j),
=2
déir k = 3,4,5,... och begrinsningar £ — 1 i summan kommer fran det vilkoret att £ — j > 1 dvs

j <k—1,samt j > 2 kommer fran att px(j) ar definierad fr.o.m. j = 2.
Dérmed, har vi enl faltningen:

k—1

N
—_

pr(k) =Y px(pe (k=) = 3 (6= VP =p)7*) (p(1 =)' 77) =
=r(1 —p>’“‘3_§_:(j D=l 1=ml =P )Y m =

= | enl Ledning | =

_ (k — 2)2(k _ 1) p3 (1 _p)k—?)‘

Alltsa, sannolikhetsfunktinen for s.v. Y ar

py(k) = P(Y = k) = (k_2)2(k_1)p3(1—p)k_3, k=345,




