i

L,
ZKTHS

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

s

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1923 OCH SF1924 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK, SAMT TEN-
TAMEN I SF1935 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK MED TILLAMPNING INOM
MASKININLARNING. ONSDAG 13 AUGUSTI 2025 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjialpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkinda pa kontrollskrivningen behover ej besva-
ra uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges da ordet
”Bonus”). Studenter som dr godkinda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift
12, utan far tillgodoridkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges da ordet ”Bonus”). Dessa
tillgodordknanden géller fér ordinarietentamen i maj 2025 och vid omtentamen i augusti 2025.
Grénsen for godként dr 9 podang pa del I. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéing
pa del L.

Del IT bestar av uppgifterna 1316 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
ldtta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst fyra vardesiffrors noggrannhet. Studenter som ér godkénda pa den andra datorlaborationen
far dessutom tre bonuspoéng pa del II. Dessa bonuspoéang géller for ordinarietentamen i maj 2025
och vid omtentamen i augusti 2025.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

I ett stort bostadsomrade &r % av ldgenheterna ettor, % tvaor, % treor och % fyror. Under en

10-arsperiod anses risken for vattenskada for en etta vara 10% , for en tvaa 5%, for en trea 8 %
och for en fyra 15%. Anta att en vattenskada intréffat. Vad dr da sannolikheten att det ar en tvaa
som har drabbats?

A: 0.010
B: 0.069
C: 0.095
D: 0.207
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Uppgift 2
En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

L 0<z<2
fx(x) =43, 4<2<8
0, annars.
Bestdm standardavvikelsen D(X).
A: 1.29
B: 1.73
C: 2.66
D: 3.46
Uppgift 3

De stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

pxy(x,y) | X=1]X=2]X=3
Y =0 0.1 0.2 0.2
Y =1 0.1 0.1 0.3

Saledes antar X vérdena 1, 2 och 3, medan Y antar virdena 0 och 1.
Beréikna V(X 4+ Y).

A: 0.86
B: 0.96
C: 2.40
D: 4.20

Uppgift 4

En elektronisk komponents livslangd &r exponentialférdelad med véntevirdet fyra timmar. Efter
tre timmars gangtid fungerar fortfarande komponenten. Berdkna sannolikheten att komponenten
fungerar atminstone tva timmar till.

A: 3.35-107%
B: 0.18
C: 0.29

D: 0.61
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Uppgift 5

De stokastiska variablerna X och Y &r oberoende, X &r Bin(10,0.1) och Y &r Bin(5,0.1). Sétt
Z = X +2Y. Berdkna P(Z = 2).

A: 1.50-1073
0.0254
0.229

o Q =

0.285

Uppgift 6

Vid en statistisk kvalitetskontroll tas 250 enheter ut for kontroll. Antalet fel pa en enhet &r
poissonfordelat med véntevirde p och antalet fel pa olika enheter ér oberoende av varandra.
Antag att = 0.3.

Sammanlagda antalet fel pa de 250 enheterna beriknas (s.k. felantalskontroll). Partiet accepteras
om hogst 90 fel finns. Vad ar den approximativa sannolikheten att partiet accepteras?

A: 0.58
B: 0.69
C: 0.80
D: 0.96

Uppgift 7

Antag att en prelimindr undersokning av vad man tycker om att fa installera solcellspaneler hos
sig har gjorts och att av n = 1000 tillfragade svarade = = 600 att de vill installera solcellspaneler.
Man skattar dérfor andelen p som vill gora det med p,, = 600/1000 = 0.6.

Bestdm medelfelet for p*, dvs bestam d(p*).

A: 04
B: 0.0245
C: 0.0155
D: 0.49
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Uppgift 8

Kundserviceavdelningen hos ett visst foretag overvéger att anstélla fler personer for att svara i
telefon nér deras kunder ringer i olika drenden. Det dr darfér av intresse att modellera antalet
inkommande samtal under en arbetsdag, vilket antas félja en Poissonférdelning med okénd para-
meter pu. For att skatta p har avdelningen rédknat det totala antalet samtal under 25 dagar och ser
da att 307 olika samtal har registrerats under den perioden. Bestdm ett approximativt tvasidigt
konfidensintervall med konfidensgrad 95% for p. Vad dr den undre griansen for detta intervall?

A: 1091

oY

11.13

Q

5.41

<

6.52

Uppgift 9

En forskare har gjort tio forsok som anses vara oberoende av varandra dér sannolikheten for
lyckat forsok ar p. Lat X sta for antalet lyckade forsok. Forskaren énskar prova Hy : p = 1/2 mot
Hy : p =4/5 och forkastar Hy till forman fér H; om man far fler &n sju lyckade forsok. Resultatet
av de tio forsoken var nio lyckade forsok. Berdkna P-véirdet!

A: 0.001
B: 0.0107
C: 0.0547
D: 0.6778

Uppgift 10

Biverkningseffekter av tva typer av medicin, bendmnda Typ 1 och Typ 2, har studerats i en grupp
om 570 personer. Resultatet sammanfattas i tabellen nedan.

Medicin av Typ 1 | Placebo | Medicin av Typ 2
Antal som upplevde biverkningar 100 30 20
Antal som inte upplevde biverkningar 300 50 70

For att testa nollhypotesen Hj : Det finns ingen skillnad mellan grupperna, berdknar man test-
storheten () och far () = 6.296. Vilken slutsats kan man dra da man fatt denna teststorhet?

A: Hj kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 5%

¥

Hj kan forkastas pa bade risknivan 1% och risknivan 5%

Q

Hy kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%

<

H, kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%
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Uppgift 11

Antag att Xy, ..., X, utgor ett stickprov pa N (u, o), dir o &r okénd. Ebba 6nskar testa nollhy-
potesen Hy : p = 2 mot H;y : > 2 med hjélp av ett lampligt konfidensintervall for .

Vilket av nedanstaende konfidensintervall for p skall viljas for att testets signifikansniva skall
bli a?

Uppgift 12

I ett avancerat vixthus utfors ett experiment for att avgora om méngden belysning paverkar hur
mycket jordgubbar vixer. Belysningen méts med hjélp av ett belysningsindex och jordgubbarnas
vikt méts i gram. De forsta fyra erhallna observationerna foljer nedan

Belysningsindex | 5 | 10 | 10 | 15
Jordgubbsvikt (g) | 20 | 26 | 34 | 40

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjéar regressionsmodell

Yi = a+ Br; + ¢,

dar y; =jordgubbsvikt (g) beror av x; = belysningsindex och ¢; betecknar slumpmiéssiga fel,
© = 1,...,4. Minsta-kvadrat skattningarna av regressionskoefficienterna « och  blev o, . = 10
respektive 3% = 2.

Vilket av de fyra svarsalternativen nedan motsvarar ett 90 % tvasidigt konfidensintervall fér den
effekt som belysningsindex har pa jordgubbsvikten, dvs Ig = 15(0.9), om man vet att effekten i
fraga ar signifikant pa 10 % niva.

A: [~0.35, 3.35]
B: [0.35, 3.65]
C: [—0.43, 4.43]
D: [0.35, 4.65]

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13
1

[ ett stort bostadsomrade &r § av ligenheterna ettor, % tvaor, % treor och 1—10 fyror. Bestdm
sannolikheten (approximativt) att 60 slumpvis utvalda ldgenheter tillsammans har minst 135

rum. (10 p)

Uppgift 14

Ett litet delsystem i ett tekniskt system bestar av tre parallellkopplade identiska komponenter.
Komponenternas livslangder kan betraktas som oberoende stokastiska variabler X, X5 resp. Xs,
var och en med téthetsfunktionen

=4 for o> 0:
) = P} ) )
/(@) {O, for x < 0.

Lat Y beteckna den forsta tidpunkt da nagon av komponenterna slutar att fungera, och Z delsy-
stemets livsldngd, d.v.s. den tidpunkt da alla komponenterna har slutat att fungera.

a) Berdkna P(Z < 2). (5 p)
b) Beridkna P(Z < 4]Y > 2). (5 p)
Uppgift 15
Ett visst méatinstrument ger slumpmaéssiga fel. Métfelen vid 16 upprepade méatningar kan betrkatas
som oberoende obervationer x1, s, ...,z fran en normalfordelning N(u, o), dir p dr okdnd och

o0 = 1 (enhet: mm). Man vill veta om p = 0, eller om instrumentet i genomsnitt ger ett métfel
som &r storre dn noll. Man vill darfér ha ett test av Hy : p =0 mot Hy : p > 0.

(a) Anna anvénder medelviardet Z som testvariabel och forkastar Hy om T > ¢, dir ¢ &r en
konstant. Vilket virde pa ¢ gor att testet far 1% signifikansniva ? (5 p)

(b) Stefan avser att testa samma hypotes med en annan signifikansniva. Hans beslutsregel &r:

Forkasta Hy om x > 0.683. Berdkna styrkan for Stefans test i punkten pu = 0.9. (5p)
Uppgift 16
Lat x1, xs, ..., x, vara observationer av de oberoende stokastiska variablerna X, X, ..., X, vilka

alla ar likformig fordelade U (0, b), dér b dr okdnd. Man kan visa att den korrigerade ML-skattningen
av b, som ar en véintevirdesriktig skattning, ges av

b*. =c(n) max z
obs ()1§k§n k>

x9 = 9.5 och x3 = 4.4. (10 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

Héar har vi Bayes sats.
Lat A, B,C, D beteckna hiandelserna att en ldgenhet har ett, tva, tre resp. fyra rum.
Lat V beteckna héandelsen att en vattenskada intraffat. Da blir

psy) ~ PBOY) P(V|B)P(B)

P(V) — P(V|A)P(A)+ P(V|B)P(B) + P(V|C)P(C)+ P(V|D)P(D)

0.05 - 1 50
- 1 1 2 1 = — 0207
0.10- 1400524008 2+0.15- & 241

Svar: Sannolikheten ar 20.7% att det dr en tvaa som har drabbats.

Uppgift 2
2 8 272 218
T T T T 1 7
E(X) = —d —dr = | — | =Z44—-1==
(X) /04”/483“” {8]0+[16]4 2" 2

2 .2 8 .2 372 378
§ 512 64
E(x? = [ Zd /I_d:l‘_ ) L A i
()/04:”4856 2, 2, 27 " :
16 512 64 49170
24 24 24 4 24

1
D(X) = ,/% = 2.66

Uppgift 3
Satt Z = X + Y. Da far vi foljande sannolikhetsfunktion fér Z.

V(X) = E(X?) = B*(X)

0.1, z=1
0.3, 2=2

Z) =
Pelx) =Y 03 o3
0.3, z=4

4
E[Z)=> k-pz(k) =01+0.6+09+12=28
k=1

4
E[Z%) =) K -pz(k) =01+12+27+48 =88
k=1

V(X)=E(X?) - E*X)=88-28"=0.96
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Uppgift 4
For komponentens livslingd X giller P(X < ) =1 —e~®/% > 0. Den sokta sannolikheten blir

P(X >3+42|X>3)=P(X >5)/P(X >3)=e 4/ = V/2 =061
Uppgift 5

P(Z=2)=P(X=2NY=0)+P(X=0NY =1)

10 5 10 5
= (2 >0.12 . 0.98 (0)0.10 20.9° + (0 >0.10 : 0.910(1) 0.1-0.9* =0.9" = 0.23.

Uppgift 6

Sétt X=totala antalet fel i urvalet. X &r Po(250 - 0.3)=Po(75) eftersom summan av oberoende
poissonfordelade stokastiska variabler sjilv ér poissonférdelad. Men Po(75)~N(75,4/75) ty 75 > 15
varfor vi erhaller

9015,
V75

Uppgift 7

Lat stokastisk variabel X € Bin(n,p), dir p &r okdnd. Vi vet att av n = 1000 tillfragade svarade
x = 600 att dom vill installera solcellpaneler, dvs = &r en observation pa s.v. X. Man skattar p
med p* = X/n. Darfor har vi:

n

P(X <90) ~ &

~ $(1.732) ~ 0.958 ~ 0.96

Medelfelet blir

1 — obs 1 — FPobs
d(p) = (D)), = ( W) _ ,/w = [Pops = 600/1000 = 0.6, n = 1000| =
obs
[0.6(1 — 0.6)
=4/ ——— =0.0155
1000

Svaret ar C.
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Uppgift 8

Vi har:
1307/25
I, =1,0095) = (307/25 + 1.96 2/ ),
dér den undre griansen &r lika med
2
307/25 — 1.96 307/25 ~ 10.91
25

Svaret dr A.

Uppgift 9

Vi har:
1
P-viardet = P (X > 9|Hj sann) = 1 — P (X < 8|H sann) = [Tabell 6 dér n = 10,p = 51 =

=1-0.98926 = 0.0107

Svaret ar B.

Uppgift 10

Vihar (r—1)(c—1) = (2—1)(3—1) = 2 frihetsgarder. Eftersom teststorheten @) = 6.296 > 5.99 =
X2 .05(2) (se Tabell 4, for x?(2)-fordelning), sa dirfor Hy kan forkastas pa risknivan 5%. Dock inte
pa nivan 1% (eftersom @ = 6.296 < 9.21 = x2,,(2)).

Svaret darfor ar D.

Uppgift 11
Eftersom signifikansnivan skall vara « sa kan varken alternativ C eller alternativ D vara réatt svar.
P.g.a mothypotesen H; maste da det riatta svaret vara alternativ B.

Uppgift 12

1) Konfidensintervallet Is maste innehalla 8} = 2, eftersom intervallet Ig = 13(0.9) &r
symmetriskt runt 8% = 2.

2) Konfidensintervallet I3 ska inte innehalla noll, eftersom effekten som belysningsindex har pa
jordgubbsvikten &r signifikant.

Det finns bara ett intervall (ndmligen, i svarsalternativ B) som uppfyller de tva kraven (dvs kraven
1) och 2)) ovan.

Svaret ar B.
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Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13

Lat X; vara den stokastiska variabeln antal rum for en pa mafa observerad lédgenhet. Vi far da

11 1 146
=S hepx (k) =1 422 432 44— =~ ~24
2; P (k) =15+ 3‘+35 10~ 60 33

och
oc=DX;) =VV(X))
dar
2 2 2 146,
V(X) = B(X?) - BX(X)) = B(X?) — ()
och
1 2 ! 402

Detta medfor att
402 146 2804

V(X;)=——(— ~ 0.779
(Xi) 60 ( 60 )= 3600
Vilket ger att
2804
=D(X;)=1/—— ~ 0.883
7= DIX) =/ 3500

Lat nu

60
y’::}{j)g
=1

Vi antar nu att X;:na dr manga och oberoende. Eftersom de dessutom ér likafordelade géller da
enligt Centrala Grénsvirdessatsen C.G.S. att

146 2804 2804
Y ~N V60) = N(6 \/ N(14 —
P(Y > 135) = 135—146 Y—146 N(O,l)]:P(22135_146):

2804 2804 2804 2804
60 60 60 60
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135 — 14 —11 11
- pz< 2186 )= 1—[1— &

- 2804 2804 2804
60 60 60

Svar: Sannolikheten att antalet rum ar minst 135 ar ungefir 94.6%

)] ~ ®(1.61) ~ 0.946

Uppgift 14

Vi observerar att Y = min{ Xy, X, X3} och Z = max{X;, Xy, X3}.

a)
P(Z<2)=P(X;<2NX,<2NX3<2)=P(X, <2)°

2
_ (/ gewmdm)?’ = (1— 1) = 0.2526.
0

P(Z<4’Y>2)_P(Z§4QY>2)_P(2<X1§4ﬂ2<X2§4ﬂ2<X3§4)
- B P(Y > 2) B P(X;>2NX;>2NX3 > 2)

44 2 3 _ _
P2 <X, < 4)3 ~ (fg se /4dx) _ (e 1_¢ 4)3 _ - 6_3)3 — 0.8580.
P(X1>2  ([Xze-/idy)’ e

Uppgift 15

(a) Eftersom H; : p > 0, forakstar man Hy : = 0 pa signifikansnivan 1% om

z—0

— > A
o/ /n 0.01
dér n =16, 0 = 1 och A\gg; = 2.3263 enl Tabell 2. Da har vi efter omskrivningen:
o
T > Aol —=
x 0.01 \/ﬁ’
och darfor 5 3963
o )
C= Nol —= = = 0.581575
Svar: ¢ = 0.5816
(b) Vi har: )
h(0.9) = P(forkasta Hy|H; dr sann) = P(X > 0.683|px = 0.9) =
_ _ 0.683 — 0.9
— P(X > 0.683|X € N(0.9,0/\/n :1-@(—)2
( X € N(0.9.0/V) TS

=1—®(—0.868) = ©(0.868) ~ (0.87) = 0.8078,
enligt Tabell 1.

Svar: h(0.9) = 0.8078
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Uppgift 16

Vi vet att
b*

s = €(n) max xy,

1<k<n

dér ¢(n) = (n + 1)/n, &r en vantevirdesriktig skattning av b. DVS,|

E(b*) = c¢(n)E( max X;) =b.

1<k<n

Foljaktligen:

k) *\2) *\) 2 _ (n + 1)2 < )2 12
V(b*) = E((b")?) — (E®))" = . E lrélgank b” .
Vidare, fordelningsfunktionen for stokastisk variabel max;<j<, X} blir:

Flnaxy cpen Xi (y) = P( max X < y) = P( alla X, < y) = |oberoendet| =

1<k<n

= H P(Xy <vy) = |lika fordelning| = (FX1 (y))n,
k=1
och dérmed blir tathetsfunktionen for s.v. max;<x<,, X lika med:

dFmaXlSksn X, (¥) n—1 ny n-l y
fmax1§k§n X}, (y) = dy = n(FXl (y)) fx (y) = Z (g) =n m

diar 0 <y <, ty X; € U(0,b). Darfor har vi:

2 b ynfl n
E(félz?g}% Xk> = /o yin o dy = |enkla berdkningar| = ) b2,

och dédrmed,

. _(n—i—l)2 2 4 (n+1)%*n B _ 1 )
V() = T B Xa) 0= (1) == B

Da z1 = 2.0, 2 = 9.5 och z3 = 4.4, blir medelfelet d(b*) for b* lika med:

i) = (VI = by iy = (04 1) (s ) o=

= |n = 3| = (4/3) (9.5) \/1/15 = 3.27.

Och sjélva korrigerade ML-skattningen b3, av b ar:

b = ((n+1)/n) max x, = (4/3)(9.5) = 12.67.



