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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
FREDAG 5 JUNI 2026 KL 8.00-13.00.

Examinator: Mykola Shykula, 076-830 08 01

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges 1 form av val av ett av de mojliga svarsalternativen pa de uppgifter dar svarsalternativ finns,
annars skall svaret ges som ett numeriskt varde med minst fyra vérdesiffrors noggrannhet! Svaren
ska anges pa svarsblanketten (utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkdnda pa kontroll-
skrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svars-
blanketten anges da ordet ”Bonus”). Studenter som #r godkénda pa den andra datorlaborationen
behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges
da ordet ”Bonus”). Dessa tillgodordknanden och bonuspoéng géller endast for den hér tentamen.
Grénsen for godként dr 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som ar godkédnda pa eller far komplettera del I och poédng pa del II krdavs for hogre
betyg dn E. Pa denna del ska resonemang och utrédkningar vara sa utfoérliga och vil motiverade
att de ar latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar
ska anges med minst fyra virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra
datorlaborationen far dessutom tre bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Om en person har en viss sjukdom sa visar ett test for sjukdomen positivt med sannolikhet
0.98. Om personen inte har sjukdomen visar testet negativt med sannolikheten 0.97. Antag att
forekomsten &r 4 pa 1000 att nagon i populationen har sjukdomen. Antag att testet visar positivt.
Vad &r da sannolikheten att personen inte har sjukdomen?
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

_J z/4 om 0<az <8,
fX(x) - { 0 annars.

En ny stokastisk variabel Y bildas genom Y = X? — 2X + 1.

Bestam P(Y <1).

Uppgift 3

De tva diskreta stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

pxy(z,y) |y=0|y=1]|y=2
T=0 01 | 02 | 01
r=1 0.1 0.2 a
T =2 01 | 02 0

Beriéikna D(X +Y).

A: 3.7
B: 1.92
C: 09

D: 0.81

Uppgift 4
Lat X € Exp(0.2), dvs E(X) = 5. Bestam P(X > 10 ‘ X >5).
A: ca 0.368
B: ca 0.233
C: ca 0.135
D: 0.5
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Uppgift 5

Lat X; € U(0,2), Xy € U(0,3) och X3 € U(0,4). X3, X5 och X3 ér oberoende. Lat
Y = min(Xl,Xg,Xg).

Bestam P(Y > 1).

A:

Xl

NI= W=

B
C:
D

PN

Uppgift 6

Sara ska veckohandla i en stor affar och gora ett inkop pa 48 artiklar. Antag att alla belopp
avrundas vart och ett till hela kronor. Avrundningsfelen X, Xs,..., X3 antas vara oberoende
stokastiska variabler som ér likformig fordelade U(—0.5,0.5). Saras totala avrundningsfel beteck-
nasX:X1+X2+...+X48.

Bestdm a > 0 sadan att P(|X| < a) = 0.95. Anvénd tillaten approximation.

A: 0.58
B: 1.96
C: 3.92
D: 7.84

Uppgift 7

Vid en kvalitetskotroll plockar man slumpméssigt ut 1000 enheter fran produktionen och antar att
varje enhet man undersoker har samma sannolikhet att vara felaktig. Antal felaktiga enheter som
man hittar kan ses som en stokastisk variabel X. Anta att 50 av de 1000 undersdkta enheterna
ar felaktiga och vi ddrmed skattar andelen felaktiga i produktionen till 0.05. Ange medelfelet for
denna skattning.

A: 0.007
B: 0.033
C: 0.048
D: 0.218
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Uppgift 8

Lat X € N(ux,o0) och'Y € N(uy,o). Vi gor 10 observationer pa X och far att £ = 19.5 och
sx = 2.01494. Vi gor dven 10 observationer pa Y och far att y = 13.9 och sy = 1.8655. Vi antar
att alla observationer dr utfall av stokastiska variabler som &r oberoende. Ta fram ett tvasidigt
konfidensintervall for skillnaden pux — gy som har konfidensgrad 90%, och ange nedre gréinsen.

A: ca 5.6
B: cad4
C: cadl
D: ca 0.0

Uppgift 9

Antag att X € ffg(p). Vi vill testa Hy : p = 0.5 mot alternativet H; : p = 0.2. Vi forkastar H,
till forman for H; om vi far ett utfall x > 4. Vi far en observation: z = 5.
Bestam testets styrka.

A: 0.640
B: 0.512
C: 0.4096
D

: ca 0.33

Uppgift 10

En térning kastades 96 ganger, och foljande frekvenser av ettor, tvaor, etc. erhdlls: 16, 6, 12, 20,
24, 18. Man vill testa nollhypotesen att térningen #r viilbalanserad, och x2-test av given férdelning
kan anvédndas eftersom urvalet &r tillrackligt stort. Vi berdknar teststorheten (). Risknivan har
valts till 5%. Vilket av foljande pastaenden ar sant?

A: Teststorheten (Q = 12.5, och vi darfoér havdar pa nivan 5% att tarningen inte ér véilbalanserad.
B: Teststorheten @ = 12.5, och vi darfér hiavdar pa nivan 5% att tarningen ar vélbalanserad.
C: Teststorheten (Q = 3.54, och vi darfor havdar pa nivan 5% att tarningen inte ar vilbalanserad.

D: Teststorheten @ = 3.54, och vi dirfor hiavdar pa nivan 5% att tidrningen dr vilbalanserad.
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Uppgift 11

Lat X; och X, vara oberoende stokastiska variabler med fordelningar Po(2)) och Po(3)),
respektive. Berdkna maximum-likelihood-skattningen for A givet utfallen z; = 2 och zo = 8.

Al
B: 2
C: 3
D

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur forsédljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 28 1 39 | 45 | 33 | B9 | 62 | 64
Forséljning (kkr) | 315 | 335 | 340 | 350 | 352 | 343 | 345

Utifran datamaterialet ovan skattas foljande regressionsmodell (dvs modell med bade linjar och
kvadratisk term):

yi=a+ oty e, i=1,...,7,

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpmaéssiga fel.
Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna a, 8 och 7 blev o, = 213.2,

s = 4.809 respektive v, = —0.0429.
95%-iga konfidensintervall 15(0.95) och 1,(0.95) har berdknats, 15(0.95) = (2.156, 7.463), samt
1,(0.95) = (—0.0711, —0.0147).
Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forséljningen &r signifikant,
dvs man testar Hy g : =0 mot Hy5: 8 # 0 samt Hy, : v =0mot H;, : v # 0. Vidare beréknas

tva P-varden for de tva testen. Vilken slutsats kan man dra?

A: Bada P-vérdena dr mindre &n 0.05, och dérfor &r ingen av de tva termerna (dvs den linjara
eller den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.

B: Bada P-vérdena dr mindre &n 0.05, och déarfor &r bada termerna (dvs den linjara och den
kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 5 %.

C: Bada P-virdena é&r storre dn 0.05, och darfor dr ingen av de tva termerna (dvs den linjéra
eller den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.

D: Bada P-vérdena ar storre dn 0.05, och dérfor dr bada termerna (dvs den linjira och den
kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 5 %.

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

En stad utgors av fyra dar — vi kan kalla dom A, B, C' och D — vilka dr sammanbundna med
broar enligt féljande: en bro mellan A och B, en bro mellan B och C, en bro mellan C' och D,
samt tva broar mellan A och C. Samtliga fem broar &r 6ppnade oberoende av varandra (OBS!!!
Oppen=firdbar, dvs att man kan ta sig vidare via den bron). Antag att sannolikheten &r p = 0.6
att en pa mafa vald bro ar 6ppen.

(a) Vad ar sannolikheten att precis tva broar ar 6ppna? (2 p)

(b) Hur stor &r chansen att man ta sig fran én A til 6n B, givet att det &r precis tva broar
oppna. (4 p)

(c¢) Antag att du befiner dig pa 6n A. Vad ar sannolikheten att broarna &r 6ppna pa ett sitt sa
att du kan ta dig fran 6n A till 6n D. (4 p)

Uppgift 14

Om tva oberoende exponentialféredelade stokastiska variabler med parameter a > 0 adderas far
man en s.k. Erlangfordelning, efter en dansk teleingenjor. Denna férdelning har viktiga tekniska
tillampningar: t.ex. 4r summan av véantetid och betjaningstid i ett kosystem ofta Erlangfordelad, ef-
tersom man antar att savil vantetid som betjéningstid &r exponentialfordelade. Erlangfordelningen
har tdthetsfunktionen

alre ™ x>0,
fx(z) =
0, x < 0.
Bestam MK-skattningen av parametern a baserad pa oberoende obersvationerna x1, T, ..., x, av
den Erlangfordelade stokastiska variabeln X. (10 p)

Uppgift 15

Forsokpersoners reaktionstider i sekunder vid ett visst psykologiskt test kan antas vara nor-
malférdelade med véntevérde p och den kiinda standardavvikelsen o = 2. For att testa Hy : u = 25
mot Hy : p < 25 gor man n st observationer och far medelvérdet z.

(a) Stall upp det villkor, uttryckt i & och n, som skall gélla for att H, skall forkastas
pa 5%-nivan. (5 p)

(b) Bestam testets styrka for alternativet p = 24 da n = 257 (5p)
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Uppgift 16
Lat X € N(0,1) och Y € N(0,1) vara tva oberoende stokastiska variabler.

(a) Lat n = X2 Bestim tithetsfunktionen fér den stokastiska variabeln 7.

(b) Lat £ = X2 + Y?2. Bestdm téthetsfunktionen fér den stokastiska variabeln &.

Ledning: fol e __ —

v z(l—z)

Lycka till!
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Del I, Svar.

1. 0.884

10. A
11. B

12. B

Del 11, Svar.

13. (a) 0.2304 = ()p*(1 —p); (b) 0.6 = % (c) 0.53856 = 2p* — 2p* + PP

4. ajrg ops = 2/x

15. (a) # < 25 — 22 (b) 0.8051

16. () fy(y) = A= e ¥/2, y 2 0; (b) felz) = Le™/%,2 > 0, dvs, € € Eap(1/2)
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

Lat S = sjuk, F' = frisk,
DS = testet for sjukdomen visar positivt,
DF = testet for sjukdomen visar negativt.

Vi har:
P(S) = 0.004, P(F) = 0.996, och P(DS|S) = 0.98, P(DF|F) = 0.97.
Vi soker: P(F|DS) = |Den betingade sannolikheten| =
P(DS|F)P(F) P(DS|F)P(F) B
P(DS) P(DS|F)P(F)+ P(DS|S)P(S)

B (1 — 0.97)(0.996)
~ (1=0.97)(0.996) + (0.98)(0.004)

= |LTS| =

= 0.884

Uppgift 2
Vi har:
PY<1)=P(X?-2X+1<1)=P((X-1*<1)=P(-1<(X-1)<1) =
217 4 1
=P0<X<2)=[2<V8|= /—dx:{§]0:§:§
Uppgift 3
Forst,

a=1-—(4(0.1) +3(0.2)) = 0.
Enligt definitionen, D(X +Y) = /V(X +Y) och

VX +Y)=EX+Y)?— (E(X+Y))™

Vi har:

E(X)=1(0.3) +2(0.3) = 0.9,
E(Y)=1(0.6) +2(0.1) = 0.8,

(X?) = 12(0 3) +2%(0.3) = 1.5,
E(Y?) =1%(0.6) + 22(0.1) = 1.0, och
E(XY)=1(1)(0.2) + 1(2)(0.2) = 0.6

E(X+Y)?=EX*)+EY?)+2B(XY)=15+1+2(0.6) =3.7

DX +Y)=/V(X+Y)=137-(09+08)2=+0.81=0.9
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Uppgift 4

Enligt minnesloshetsegenskap hos exponentialférdelningen:
P(X >10|X >5)=P(X >10—-5) = P(X > b).
Eftersom X € Exp(0.2), har vi:
P(X>5)=1-P(X<5)=1—-Fx(b) =|X € Exp(0.2)| =

—1—(1—e D) =¢1 ~0.368

Uppgift 5
X, €U(0,2), Xo € U(0,3) och X3 € U(0,4). Xy, X5 och X3 dr oberoende.

P(Y > 1) = P(min(Xy, X, X3) > 1) = P{X, > 11N {X, > 1} N {X3 > 1}) =

= |oberoendet| = P(X; > 1)P(Xy > 1)P(X3>1) =

= (12-3)(3-v5)(1-17) = (1-3)(2-5) (- 5) =3

Uppgift 6
Eftersom X; € U(—0.5, 0.5), har vi enl CGS:

X =X+ ...+ X5 ~ N(48(0), 0/48),

2
dir o, = LG [

Och, dérmed,

1
X=X +...+Xg~ N(o,,/E -V/48) ~ N(0,vV4) ~ N(0,2),
dvs pux = 0 och ox = 2. Slutligen, enligt 2-o regel:
a =~ Q(UX) =4,

dvs svaret ar C.

Uppgift 7

pobs pobs 1000 B M
= 0.00689
—V \/ 1000
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Uppgift 8

Eftersom ox = oy = o, beréknar vi den nedre grénsen av k.i. 1, _,, (0.9) till

nx — 1)s% + (ny — 1)s2 1 1
x—y—ta/g(nx—l-ny—Q)\/(X Jox+ v =Dsy J1 1

nx +ny — 2 nx Ny

=|la=1-09=0.1,nx =ny = 10| =

10 — 1)(2.01494)% + (10 — 1)(1.8655)2 [1 1
—=19.5—13.9 — t0,05(18)\/( ) )? + ) )

18 10 ' 10

(10 — 1)(2.01494)2 + (10 — 1)(1.8655)2 /1 1
=19.5-13.9—-1. —+— =
9.5—-13.9 73\/ 13 0 + 0
~ 4.0977788
Uppgift 9

h(0.2) = P(forkasta Hy|p=0.2) = P(X > 4| X ~ ffg(0.2)) =
=1-P(X <3|X ~ ffg(0.2)) =1— (0.2+ (0.8)(0.2) + (0.8*)(0.2)) = 0.512

Uppgift 10

a = 0.05. Under nollhypotesen, dvs att tdrningen dr valbalanserad, &r frekvenser av ettor, tvaor
etc ar 96/6 = 16, 16,..., 16, 16. Vi berdknar teststorheten Q:

(z;— E)*  (16-16)> (6 —16)2 (24-16)2 (18— 16)?
Qobs = Y = Tttt =128

i

Fran Tabell 4, x2(r — 1) = x2,5(6 — 1) = 11.1, och vi har:
Qobs = 12.5 > 11.1 = x7 45(5).

Déarmed, kan nollhypotesen forkastas, och darfor havdar vi pa 5% att tdarningen inte dr vilbalanserad.
Dvs, svaret ar A.

Uppgift 11
X1 ~ PO(2)\), X2 ~ PO(3)\)
Likelihood-funktionen:
CVRE g

5(71!1‘2!

L(\) = L(\; 21, 29) =
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Ekvationen W = 0 blir:
d(In(L()N))) ( T To
D (22.3) (35.9) 50
\ o 2T igy3) o=
och darmed ois
>‘}k\4Lobs:x1_‘_x2 :2222 2 =2
' 5 5 5
Uppgift 12

Eftersom noll inte ingar i nagon av de tva k.i. 15(0.95) och I,(0.95), sa kan man forkasta bada Hy g
och Hy ., och dérfor &r de bada P-virdena mindre &n 0.05. Dvs, faller C' och D. Och eftersom
vi kan forkasta bada Hgypz och Hy,, &r bada termerna (dvs den linjara och den kvadratiska) i
regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 5%. Svaret ar B alltsa.

Del 11, Lésningsforslag.

Uppgift 13

(a) Antal broar som &r 6ppna #dr Bin(5,p)-fordelat, vilket ger att sannolikheten att exakt tva
broar dr Oppna &r
5
<2>p2(1 —p)? =10-0.6*(1 — 0.6)* = 0.2304
(b) Lat E vara héndelsen att exakt tva broar dr 6ppna och F' héindelsen att det gar att ta sig fran
A till B. Vi soker P(F|E) som per definition ges av

P(FNE)
P(E)

Det finns (g) olika sétt for tva exakt broar att vara 6ppna och dessa utgor hindelsen E. Handelsen
F N E bestar da av fallen, bland de tio, dér det ocksa gar att ta sig fran A till B. Det finns totalt
sex uppséattningar med tva broar som ger en sadan vig: fyra mojliga kombinationer som innehaller
bron mellan A och B samt tva som inte innehaller den bron. Varje specifik kombination av tva
oppna broar har samma sannolikhet, p?(1 — p?). Tillsammans ger det att

P(FNE) (44 2)p*(1—p?) 6

P(F|E) = -

= — =0.6, dvs ca60% chans.
PE) ~ OG-pr

(c) Om det ska ga att na 6n D maste bron C'D vara 6ppen samt minst en av foljande gélla: (i)
minst en av de tva broarna mellan A och C &ar &ppen, eller (i7) broarna mellan A och B samt
mellan B och C &r biagge 6ppna. Da far vi att den sokta i uppgiften sannolikjheten &r

pP((3) U (id) = p(P(i) + P(ii) = P)P(id) ).

ty samtliga fem broar &r 6ppnade oberoende av varandra.
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Sammantaget har dessa alternativ da sannolikheten
pP((3) U (i0) = p(P(i) + P(ii) — P())P(ii) ) =

=p<(1 —(1=p?)+p-p*(1-(1 —p)2)> =
=p(l—1+2p—p* +p* —p* +p* =20 +p') =
=2p” - 2p" +p° =
— |p = 0.6] = 0.53856

Uppgift 14

a > 0. Forst, kan man anta att 07 = 02 = ... = 02, ty de samtliga n observationerna kommer
fran samma férdelning. Vi har:

déar - -
u=E(X) —/ xfx(x)dx —/ ratve “dr =
0 0
= a/ :E2<ae ‘””)da: = |Y ~ Exp(a)| = aE(Y?) =
0
—a(V(Y) + (B(V))*) = a(i + (3)2) — =
a? a a
Vi har nu:
9\ 2
05 (o)
a
=1
Nu deriverar vi funktionen ) map a och stéller 16ser ekvationen
dQ u 2 1
X _9 (i_—)—2 —1)— =0,
=22 ()2 g =0
och vi far
o 2
r,—n—=20
a

=1

Detta ger oss slutligen att den sokta MK-skattningen av den okénda parametern a &r:

* % _ =
Aops = a’MK,obs - 2/‘2j .
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Uppgift 15
(a) Enligt Tabell 2, forkastar vi Hy pa sign.nivan 5% om

x—25
obs = ———— < —1.645.

Tobs =75 /\/n

Med en omskrivning leder detta till féljande vilkoret, uttryckt i  och n, som skall géilla for att
Hy skall forkastas:

o
T < 25 —1.645 —
z N

3.29
Vi

(b) Testets styrka for alternativet u = 24 da n = 25 riknas till:

eller, med tanke pa att o = 2,

T < 25—

h(24) =
= P(forkasta Hy| Hy &r sann) = |fran (a)| =

=P(X < 25——|X N(24,2/v/25))

25 — 329 _ 94
- cp(—) —
2/5

= ®(0.855) = |Tabell 1| = 0.8051

Uppgift 16
(a) Vi har att fordelningsfunktionen for n ges av

Wy) = Pn<y)=PX*<y)=P(—/y<X <)
= {kontinuerlig férdelning} = P(—/y < X < \/y)
— P(X < i)~ P(X < i) = Fx(y) — Fx(~ 5.

Hér kréavs uppenbarligen att y > 0.
Genom att derivera far vi tathetsfunktionen for 7 som

A = SoR0) = 7 IFx(V) = Fx(=VA)
- - ;%—m - (-57)
= S+ 5 V)

for y > 0. Ur formelsamlingen hamtar man att tdthetsfunktionen for en standard normalférdelning
ges av
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Insatt i uttrycket for fy(y) ger detta att
IR O N O L D

fn(y)—§ﬁﬁe 2\/@\/%6 o

for y > 0.

(b) Lat ¢ = Y2. D& har vi:
§=n+¢.
Eftersom X och Y #r oberoende sa dr dven n = X? och ¢ = Y? ocksa det. Detta innebér att

tathetsfunktionen for s.v. £ kan vi ta fram mha faltningsformeln och resultat fran (a).
Vi har enligt faltningsformeln:

fs(Z)ZAfc(z—x)fn(w)dxz £ >0,z —2>0, dvs # < 2| = |(a)| =

? 1 1
_ - - ()2 —w/2d _
= e e T =
/0 V27 (z — ) 2rx
B 6—2/2 /z dx
2t Jo /(z—a)x '

Vi gor nu en integrations byte: x = zy, dr = zdy, och far da:

B m,

enlig Ledningen. Darmed, fe(2) = S~ 7 = “5— = %e*Z/Q, da z > 0, och 0 annars.
Dvs, & ~ Exp(%)




