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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1503 STATISTIK MED FORSOKSPLANERING FOR K OCH B
MANDAGEN DEN 23 AUGUSTI 2004 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Gunnar Englund, 790 7416. Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i
Statistik med forsoksplanering. Kalkylator.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 podng sa maximalpodngen blir 50 poang. For godkéint
kravs 20 podng. Resultatet anslas senast mandagen den 13 september 2004 pa matematisk
statistiks anslagstavla i entréplanet, Lindstedtsvigen 25.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och ridkningar skall vara
sa utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors
noggrannhet.

Lycka till!

Uppgift 1

For en viss kassa kan betjaningstiden per kund betraktas som en exponentialférdelad sto-
kastisk variabel med vantevidrde m minuter. Olika kunders betjidningstider &r oberoende och
sa snart en kund ar betjénad sa paborjas betjaningen av nédsta kund. Av erfarenhet vet man
att kassan 1 gang pa 10 kan betjana 25 eller fler kunder inom 60 minuter.

Tolka denna uppgift som en sannolikhet och bestdm m. Lampliga och valmotiverade approxi-
mationer &r tillatna. (10 p)

Uppgift 2

For att undersoka effekten av ett rostskyddsmedel goér en person 20 métningar. Dessa
métningar uppfattas som utfall av oberoende N (m, o)-fordelade stokastiska variabler dér m
och o ér okénda. Personen gor, efter konstens alla regler, ett exakt 95%-igt konfidensintervall
for m och erhaller intervallet I,,, = (30.24, 31.96). Tyvérr har de ursprungliga métresultaten
kommit bort nar personen far i uppdrag att dven berikna ett konfidensintervall for o. Han
vill inte erkdnna sitt slarv, utan ber sin statistiskt kunnige vén teknologen (dvs Dig) om
hjélp. Ge honom den hjilpen, dvs berikna ett exakt 95% konfidensintervall for o. (10 p)



forts tentamen 1 5B1503 04-08-23 2

Uppgift 3

Man har undersokt sambandet mellan halten av en viss fibertyp (x) och kvalitén av produce-
rat papper (y). Foljande 13 par av (lampligt transformerade) observationer (z;,v;) (=(halt
fibrer, kvalité)) har erhallits:

xz 5 10 70 75 70 90 95 140 170 190 192 210 230
vy 0 2 9 6 4 8 6 3 13 12 14 17 18

Vi antar att (z1,v1),..., (213,%13) kan beskrivas av en enkel linjir regressionsmodell dvs.
som oberoende utfall av (z1,Y7), ..., (214, Y13), dédr varje Y; &r normalférdelad N(a + fz;, 0)

Réknehjélp (grafisk 16sning godtages ej):

13 13

D a=1547 > gy =112

=1 =1

13 13

>yl =1368 ) af = 251139
=1 i=1

13

=1

Skatta forviantad kvalité vid fiberhalten x=100 samt medelfelet for denna skattning. (10 p)

Uppgift 4

Vid ett s.k. ringtest skulle man jamfora fyra laboratorier (B, By, By och By) med varandra.
De fick méta halten av ett visst enzym i tre stycken prover (A, Ay, och Asz). Data ( ilamplig
enhet):

B, By By B Yi.

Ay ] 643 736 T7.03 6.22 6.76

Ay | 9.35 986 9.08 9.27 9.39

As | 6.03 6.90 6.69 6.50 6.53
y; | 727 804 760 733 | y.="7.56

DD yg; = 707.6222.
Man antar att det kan finnas systematiska skillnader mellan laboratorierna, men att dessa
skillnader i sa fall &r desamma oberoende av prov. Foljande kvadratsummor beriknades

Mellan prov 20.1992
Mellan laboratorier 1.1070
Totalt 21.7790
a) Testa hypotesen att laboratorierna ej skiljer sig at. 5 % signifikansniva. (5 p)

b) Testa med konfidensmetoden pa 5% niva om det foreligger nagon skillnad mellan labora-
torium Bj och laboratorium Bj. (5 p)

Bade i a) och b)-delarna skall slutsatserna klart framga.



forts tentamen 1 5B1503 04-08-23 3

Uppgift 5

I ett forsok for att utrona tillforlitligheten hos kullager bedomdes tre faktorer vara visentliga;
viarmebehandling av innerringen (A), ytterringens s.k. oskulation (B) samt hallarkonstruktionen
(C). De tre faktorerna undersoktes vid standardutseende (—) och vid modifierad konstruktion
(+)-

Resultaten fran livsldngdstestet ( tva observationer (y) for varje konstruktion):

Forsoknr (i) A B C yag vy Medelviirde y;, Varians s?

1 - - - 16 18 17 2
2 + - - 21 31 26 50
3 -+ - 20 30 25 50
4 + + - 96 88 92 32
) - - + 19 19 19 0
6 + - 4+ 13 19 16 18
7 - + 4+ 18 24 21 18
8 + + + 99 93 96 18

> >y — §.)* =16 508
Som raknehjalp ges att med

11 1 1 1 1 1 1 312
M = 1 -1 1 1 -1 -1 1 1| 5= erhalles My = 156
-1 -1 -1 -1 1 1 1 1 9

dar y dr medelvardeskolumnen ovan.
a) Stéll upp en lamplig modell samt testa vilka effekter som &r signifikanta (niva 5%). (6 p)

b) Reducera modellen for de icke-signifikanta effekterna i a). Berdkna i denna reducerade
modell en ny o-skattning samt ange hur manga frihetsgrader den har. (4 p)
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LOSNINGAR TILL TENTAMEN I 5B1503 STATISTIK MED FORSOKSPLANERING
FOR K MANDAGEN DEN 23 AUGUSTI 2004 KL 14.00-19.00

Uppgift 1

Lat X vara betjdningstiden (i minuter) for kund k. Sétt

Y = X1 4+ X5 + -+ + Xo5 = betjéningstiden for 25 kunder.

Enligt uppgiften dr P(Y < 60) = 0.1.

Enligt centrala grinsvirdessatsen giller att Y ér approximativt N (25m, m+/25)-fordelad ty
E(Y)=moch V(Y) =m?

Detta ger
Y —2 —2 —2 2 —
0.9 = P(Y > 60) = P 5m>60 5m ~1_ @ 60 5m _ 5m — 60 ,
om om om 5m
dvs. o5 60
o Moo~ 128 eller  ma3.23.
5m
Uppgift 2
Konfidensintervallet for m var T+t go5(20 — 1)\/%_0 som ger (eftersom ¢ 25(19) =~ 2.09 enligt
tabell 3)
s s
T —2.09—— =~ 30.24 och 7 + 2.09—— =~ 31.96
V20 V20
1
dvs 7 ~ 5(30.24 + 31.96) = 31.10 och
20
5 = m(’ — 30.24) ~ 1.84. Konfidensintervallet for o blir

(20 — 1) (20-1) ) _
(\/ Gom(19) \/ x3.975<19>> ~ (140,209

(Man kan dven ténka sig ett enkelsidigt konfidensintervall dér man da har undre grinsen 0
och har x7 o5(19) i stéllet for x3 975(19) i ndmnaren i vre gréinsen.)

Uppgift 3
Man har att

13
1 1
T=— =119, y=— . = 8.61538.
T Zx 9, 7 13;% 8.61538
Enligt formelsamlingen fas
S imy— 13-y 17978 — 13- 119 - 8.61538
B o22-13.72 251139 — 13- 1192

=11

B = = (0.069364.
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Minstakvadratskattningarna &r:
of =7 — [T = 8.61538 — 0.069364 - 119 = 0.361064, och 5* = 0.0694.
Den skattade regressionslinjen &r med andra ord
y(r) = o™ + [*r = 0.361064 + 0.0694 -

Med zy = 100 ser vi att vi skattar forvintad papperskvalité med o + 3* - 100 ~ 7.297 ~ 7.3.

For att skatta s beridknas residualkvadratsumman (). Enligt formelsamlingen géller att
13 13
Qo= vl =137 = (5")°(Q_ai — 137°) =
i=1 i=1

= 1368 — 13 - 8.61538% — 0.0694% (251139 — 13 - 119*) = 80.1603.

Dirmed skattas o2 av
o Qo 80.1603

T 13-2 11

s = 7.2873.

a* 4+ 4*-100 = Y + 3*(100 — Z) ser vi har variansen (Y och 3* dr ju oberoende)

_ o2 02 1 (100 — 119)?
V(Y)+ (100 —2)*V(5*) = — + (100 — 119)? —g2 | =+ _
(Y)+( V() = 3+ ) ST )2 3750

1 192
R ~ 0?-0.0823
7 (13+251139—13~1192> 7

och vi far alltsa att medelfelet ar s1/0.0823 = 1/7.2873 - 0.0823 ~ 0.774.
Svar: Skattningen ar 7.3 med medelfelet 0.78.

Uppgift 4

Vi har hér en tva-sidig variansanalys med en replikation/cell och vi har en additiv modell
dvs Yi; = p+ oy + B; + €;; dér Y;j=resultatet for prov nr ¢ vid laboratorium j, 1 = 1,2,3, j =
1,2,3,4. Vi far enligt formelsamlingen avsnitt 14.2 foljande variansanalystabell dar p =
3, ¢ = 4 och déar kvs for residualen fas med subtraktion till 21.7790 — 20.1992 — 1.1070 =
0.4728.

Killa fr.gr. kvs mkvs
Mellan prov 3-1=2 | 20.1992 10.0996
Mellan laboratorier 4-1=3 1.1070 0.3690
Residual (3-1)(4-1)=6 0.4728 | 0.0788=02
Totalt 12-1=11 | 21.7790

a) Test av om laboratorier &r lika. Hy : 5; = 0,1 = 1,2,3,4.. Testkvot for test av Hy ar

0.3690
00788~ 4.6827 < Fy5(3,6) &~ 4.76 och saledes kan ej Hy forkastas pa nivan 5%. b) 81 — (4

skattas med 7, — J, = 7.27 — 7.33 = —0.06. Vidare &r V(3 — By) = V(Y1 - Y,4) =
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2 2 2

— — 2 ~ = 2
(oberoende) = V(Y 1 +Y 4) = % + % = % och alltsa ar D(f, — f4) = a\/; och vi far
ett 95%-igt konfidensintervall for 3; — 3, till

> >
—0.06 + t0,025(6)8\[§ ~ —0.06 + 2.45\/0.0788\[g ~ —0.06 + 0.56

Eftersom 0 tillhor konfidensintervallet kan Hy : 8, = 3, e] forkastas pa nivan 5%.

Uppgift 5

Vi har hdr en 23-modell med tva observationer per forsdkspunkt. Vi far med hjilp av led-

. 312 ~ 148 ~ 156 ~ =8 e
ningen att u = 5= 39, A = 5= 18.5, B = =5 = 19.5, C' = 5 = —1, Vi far vidare

med hjélp av teckenschemat fran formelsamlingen avsnitt 15.2 att

—

1
AB:§(17—26—25+92+19—16—21+96):17

— 1
AC:§(17—26+25—92—19+16—21—|—96):—0.5

—

1
BC = (17426~ 25— 92 — 19— 16 + 21 + 96) = 1

— 1
ABC = g(—17+26+25—92+19—16—21+96) =25
Vi far vidare

N 1 188
02:g(sf+s§+s§+si+s§+s§+s§+s§):?:23.50

som &r baserad pa 8 frihetsgrader (0 = v/23.50 ~ 4.85). De enskilda effektskattningarna har

alla variansen

o? o?

23.2 16

1
vilket gor att vi far konfidensintervallen effektskattning it0'025(8)0\/_1_6 = skattn. £ 2.80.

Alltsa &ar de effektskattningar som &r till beloppet storre &n 2.80 signifikanta, vilket innebér
A, B, AB forutom p. b) Vi bildar en ny kvadratsumma genom att till residualkvadratsumman

(Inom celler) ldgga
2% .2(C? + AC" + BC” + ABC)

Alltsa far vi den nya o-skattningen till
1 1
5 (8-3%+16 ((—1)* + (0.5 + 1 + (2.5)%)) = E(188 +16 - 8.5) = 27

dvs den nya o-skattningen blir v/27 ~ 5.20 och denna skattning ar baserad pa 8 +4 = 12
frihetsgrader.

For évrigt kan man inse denna nya reducerade modell faktiskt innebér ett fullstindigt 22-
forsok med 4 observationer per férsokspunkt, dér man alltsa bortser fran faktorn C.



