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Matematiska institutionen
avd matematisk statistik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E3
LORDAGEN DEN 13 APRIL 2002 KL 08.00-13.00.

Ezxaminator: Lars Holst, tel. 790 8649, e-post: lholst@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathe-
matics Handbook. Réknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrédkningar
skall vara sa utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Grénsen for godként
ar maximalt 24 poédng.

Resultatet anslas senast fredagen den 3 maj 2002 pa Matematisk statistiks anslags-
tavla i entréplanet, Lindstedtsvéigen 25, rakt fram innanfér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skriv-
ningstillfallet.

LyckA TILL!

Uppgift 1

Oberoende observationer genereras en och en i taget fran samma kontinuerliga san-
nolikhetsfordelning, t ex den likformiga pa enhetsintervallet. Vi séger att ett rekord
intraffar vid den (i ordning) j:te observationen om alla tidigare observationer &r
mindre dn denna den j:te. Sétt i sa fall X; = 1, annars sétts X; =0, for j = 2,3,...
(X, sédtts till 1). Lat Y, beteckna antalet rekord bland de n forsta observationerna.
Beridkna

a) P(Xy=1), (2 p)

b) E(X5), (3 p)

) E(Ys). (5 p)
Uppgift 2

En komponent bestar av tva delar med livslingder som kan uppfattas som expo-
nentialfordelade med véntevirden 6 manader respektive 3 manader. Komponenten
fungerar sa linge som bada delarna fungerar. For att hoja livslingden parallellkopp-
las tva sadana komponenter till ett system som fungerar sa linge som minst en av
komponenterna fungerar. Alla de 4 delarnas livsldngder ar oberoende.

Berdkna sannolikheten att systemet fungerar atminstone tva manader. (10 p)
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Uppgift 3

Lat x; vara observation av en normalférdelning med véntevérdet k-m och standard-
avvikelsen k - 0.1. Vid ett tillfidlle har foljande tre oberoende observationer erhallits
r = 11, Ty = 2.4 och T3 = 3.9.

a) Héarled maximum-likelihood skattningen av m och berédkna den numeriskt. (5 p)

b) Berikna ett konfidensintervall for m med den exakta konfidensgraden 95 %. (5 p)

Uppgift 4

Man har vid 10 olika tillfidllen forsokt att uppskatta andelen fortkorare genom
att rdkna antalet passerande bilar till och med den forsta fortkéraren. Man erholl
foljande observationsserie: 3 1 3 9 2 6 5 1 3 7.

Lat p vara sannolikheten for att foraren av en godtyckligt vald bil skall vara fortko-
rare. Antag att olika bilars hastighet &r oberoende och likaférdelade.

Hérled minsta-kvadrat skattningen av p och berédkna den numeriskt. (10 p)

Uppgift 5

Ett linjart filter ar givet av foljande samband mellan in- och utsignal:

1
olt) = / vt —w)du, teR.
0

En stationdr Gaussisk (normal) process med véntevirdet 0 och med konstant spekt-
raltiathet lika med 4 (vitt brus) ar insignal till filtret.

Berikna sannolikheten att utsignalens varde vid tiden 6 &r storre &n 3. (10 p)
Anm. Man kan eventuellt ha nytta av [*_(1 — cosz)/2? do = .

Uppgift 6

Vid en undersokning erhalls forst tva preliminédra resultat x;,xs och en tid senare
ett definitivt resultat y. Man kan uppfatta (x, 22, y) som en observation av en tredi-
mensionell stokastisk variabel (X7, X5,Y). Av erfarenhet vet man att en god modell
ar att vektorn (X, X»,Y) dr normalférdelad med E(X;) = E(X,) = E(Y) = 80.0,
V(Xy) =V(Xy) =25.0, V(Y) =9.0, X1, X5 okorrelerade och korrelationskoefficien-
ten 0.50 mellan X; och Y for ¢ = 1,2. Vid ett tillfille har vardet (zy + 22)/2 = 85.0
erhallits, men &nnu inte det definitiva resultatet y.

Prediktera y sa bra som méjligt i minsta-kvadrat-mening. (10 p)
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Uppgift 1

a) Xy = 1 betyder att den andra observationen &r storre én den forsta. Av symmetri
foljer att P(Xo=1) =1/2.

b) X5 = 1 betyder att den femte observationen &r storst bland de fem forsta. Av
symmetri dr sannolikheten for detta 1/5. Hérav foljer att P(X5; = 1) = 1/5 och
P(X5=0) =4/5, vilket ger E(X5) =1-1/5+0-4/5=1/5.

c) Vi har Y5 = 3°7_, X} och déirmed E(Ys) =37 E(Xy) =S ,_, 1/k =~ 2.3.

Uppgift 2

Lat X beteckna en komponents livslingd. Oberoende och exponentialférdelning ger
P(X > 2) = P(komponentens bada delar haller 2 manader) = e=2/¢. ¢72/3 = ¢=1,
Oberoende och parallellkopplingen ger for systemet

P(systemet fungerar minst 2 manader) =
= 1— P(ingen av systemets komponenter haller 2 manader) = 1—(1—e™1)? ~ 0.60.

Uppgift 3
a) Likelihood-funktionen blir

1 > (1, — k- m)?
I — : N MR T M )
(m) = G 010203 P < ; 2120.12 )

3

k — 2
= konstant - exp (— Z %) ,

k=1

som (derivera!) maximeras av m* = %Zizl xr/k = 1.2, vilket ger ML-skattningen
1.2.

b) Observera att zy/k dr observation av N(m,0.1). Detta ger konfidensintervallet
1.241.96-0.1/v/3 = (1.1,1.3).

Uppgift 4

Observationerna 1, . . ., 19 ar utfall av (oberoende) stokastiska variabler Xy, ..., X
dar X; betecknar antalet bilar till och med forsta fortkoraren vid mattillfalle nr 7.
Da géller

px.(k) = P[X; =kl = (1—p)*'p
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dir (1 — p)*! &r sannolikheten fér att de forsta k — 1 bilarna ej kor for fort och p
ar sannolikheten for att bil nr k kor for fort, dvs en ffg-férdelning (for forsta gangen
fordelning). Detta eftersom de olika bilarnas hastigheter antogs vara oberoende av
varandra. For ffg-fordelningen géller (enligt formelsamlingen) E(X;) = 1/p. MK-
skattningen av p minimerar

10

Qp) = Y (= 1/p)*.

i=1

Minimum ges ur @’'(p) = 0 och blir

1 10
A:—: = 25
P s+ 47 ==
Uppgift 5

Med insignalen z;,(t) = ™! erhalls utsignalen

1
T (t) = / ey = ™t . (e —1)/iw,
0

vilket ger frekvenssvaret H(w) = (¢™ — 1) /iw. Filtersatsen ger variansen for utpro-

r(0) = (27)"! /_oo A 1(€% = 1) fiw]? dw = (27)"" /_Oo 4-2(1 — cosw) fw? dw = 4.

Vantevardet blir

B(Xou(t)) = /01 B(Xon(t — u)) du — /01 0du =0,

Gaussisk inprocess ger Gaussisk utprocess for linjira filter. Stationaritet ger att
utprocessens virde vid en bestdmd tidpunkt dr N(0,2). Den sokta sannolikheten
blir 1 — ®(1.5) ~ 0.07.

Uppgift 6

Satt Z = (X1+X2)/2. Minsta-kvadrat-prediktorn ér y* = E(Y|Z = 85.0). Den givna
normalfordelningen ger att (Y, Z) ar tvadimensionellt normal med E(Y) = E(Z) =
80.0, V(Y) =9, V(Z) = (25 + 25)/4 = 12.5, O(Y, Z) = (C(Y, X1) + O(Y, X)) /2 =
(0.5-3-540.5-3-5)/2 =7.5. Prediktorn &r linjir och ges ur regressionslinjen

y*—80.0 7.5  85.0—80.0
V9 V9-125 125




