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Examinator: Lars Holst tel. 790 8649

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathe-
matics Handbook. Réknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar
skall vara sa utforliga att de &r lidtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger
10 podng. Gréansen for godként ar preliminért 24 podng.

Resultatet anslas senast torsdagen den 15 maj 2003 pa Matematisk statistiks an-
slagstavla i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfoér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skriv-

ningstillfallet.

Lycka TILL!

Uppgift 1
Héndelserna A och B har sannolikheterna 0.1 respektive 0.2. Sannolikheten att ingen
av handelserna intraffar ar 0.75.

a) Berdkna sannolikheten att exakt en av hdndelserna A och B intréffar. (5 p)

b) Berdkna sannolikheten att hdndelsen A intriffar betingat av att exakt en av hian-
delserna A och B intriffat. (5p)

Uppgift 2

Vid utbyggnad av ett elektriskt nét skall 120 km kabel ldggas ut. Av erfarenhet tror
man sig veta, att vad som hinns med olika dagar kan uppfattas som oberoende obser-
vationer av en stokastisk variabel med vantevirdet 5.0 km och standardavvikelsen
1.2 km.

Berékna med lamplig (véilmotiverad) approximation sannolikheten att det tar lingre
tid dn 25 dagar att ldgga ut kabeln. (10 p)
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Uppgift 3

For bestdmning av tva okédnda konstanter b och ¢ har vid ett férsok foljande métvéar-
den erhallits: —0.9,1.2, —1.1,1.0. Dessa kan i ndmnd ordning uppfattas som obser-
vationer av oberoende normalfordelade stokastiska variabler med samma varians och
med vanteviardena —b — ¢, —b + ¢, b — ¢, b + ¢ respektive.

Hérled skattningar av b och ¢ med maximum-likelihoodmetoden. (10 p)

Uppgift 4

Funktionen g uppfyller 0 < g(z) < 1 for 0 < z < 1. For givna 0 < z,y < 1 dr det
enkelt att konstatera om y < g(z), trots att det &r komplicerat att berdkna g(z).
Man onskar berdkna integralen fol g(z)dz genom foljande variant av Monte-Carlo-
metoden: En punkt P = (X,Y) viljs pa mafa i enhetskvadraten, dvs X och Y
dr oberoende stokastiska variabler likformigt fordelade 6ver enhetsintervallet (0,1).
Man noterar om héndelsen A = {Y < ¢(X)} intraffar eller ej (Rital). Vid 100
oberoende upprepningar av detta forfarande har A intraffat 36 ganger.

Berékna ett konfidensintervall for fol g(x)dx med konfidensgrad c:a 95%. (10 p)

Uppgift 5

Lat Uy, Us, ... vara oberoende normalférdelade stokastiska variabler alla med vénte-
vardet 0 och variansen 1. Bilda

Xy =X 1/24 U, n=12...,

dér Xy &r normalférdelad med vintevirdet 0 och varians 4/3, dessutom ar X, obe-
roende av Uy, Us, . ...

a) Visa att Xy, X1, X, ... har samma sannolikhetsfordelning. Vilken? (5 p)

b) Hur dr den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, X,,_1) fordelad? (5 p)

Uppgift 6
For analys av en viss signal har féljande linjéra filter anvants

Tu(t) = / e 2l (t — u)du.

o0

For att undersoka ett signal-brusforhallande behéver man berdkna variansen for
utsignalen om insignalen &r vitt brus med vintevirdet 0 och den konstanta spektral-
tatheten 3. Gor dettal (10 p)

ANMARKNING: Med t ex residukalkyl kan visas (detta behover inte utforas) att

*  dx e dzx
/0 14 a2 /2, /0 (14 22)? ™/
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Uppgift 1

a) Genom att t ex rita en figur ser man att sannolikheten att ingen av A och B
intraffar kan skrivas

0.75=PA*NB*")=1—(P(A)+P(B)—P(ANB))=1-01-02+ P(ANB),
vilket ger P(A N B) = 0.05. Sokt sannolikhet blir
P(ANB*)+ P(A*NB) = P(AUB) — P(AN B) = 0.25 — 0.05 = 0.2.

b) Ovanstaende ger P(AN B*) = P(A) — P(AN B) = 0.1 — 0.05 = 0.05 och den
sokta sannolikheten blir

P(ANB*|(AN B*)U (A" N B)) = 0.05/0.2 = 0.25,

Uppgift 2

Lat de oberoende likaférdelade stokastiska variablerna X;, ¢ = 1,2,3,..., med
E(X;) = 5.0 och D(X;) = 1.2 beteckna vad som hinns med olika dagar. Pa 25
dagar hinns med X; + X5 4+ -+ + Xg5, som enligt Centrala Grénsvardessatsen ar
approximativt N(5.0 - 25,1.2y/25) dvs N(125,6). Den sokta sannolikheten blir

P(X1 + Xy + -+ + Xo5 < 120) ~ ®((120 — 125)/6) = 0.20.

Uppgift 3
Bilda likelihoodfunktionen

L(b,c,0) = (2nc?) =42 o~ Qb,0) /202
dar
Qb,0) = (=09 +b+¢)’ +(1.2+b—c)’ + (=11 —=b+0)*+ (1.0—b—0).

For varje 0 > 0 maximeras L genom att vélja b, ¢ sa () minimeras. Derivering och
forenkling ger ekvationerna

0Q
ab

2Q

0= Oc

=2(04+4b), 0=—5=2(—4.2+4c).
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Hérav erhalls att b = —0.1 och ¢ = 1.05 minimerar Q(b, ¢). Darmed ges de sokta
maximum-likelihoodskattningarna av b och ¢ av —0.1 respektive 1.05. (Detta &r
ocksa minsta-kvadratskattningarna av b och c.)

Uppgift 4

Eftersom punkten P tas pa mafa i enhetskvadraten sa géller att

p=P(A) = PV <9(X) = [ gla)iz

Rita figur och ténk pa tolkningen av integralen som en area!
Eftersom den 100 upprepningarna dr oberoende av varandra sa blir 36 observation
av Bin(100, p). Déarmed ges konfidensintervallet for p av

36 36 36\ 1
2 41.964/ — (1—- =) = =0.36 +0.10 = (0.26,0.46).
100 96\/100( 100) Top — 036 £0.10 = (0.26,0.46)

Uppgift 5

a) Eftersom Xj och U; ar oberoende och normala sa fas X; € N(0,/(4/3)/4+1) =

N(0,+/4/3). Alltsa har X, och X; samma fordelning. Argumentet upprepas for
X17X2 etc.

b) X, och X,,_; kan uttryckas linjért i de oberoende normalvariablerna X, Uy, . .., U,.
Dérav foljer att (X,,, X,,_1) ar tvadimensionellt normalfordelad. Enligt a) ar E(X,,) =
E(X,-1) =0o0ch V(X,) =V(X,_1) = 4/3. Eftersom X,,_; &r oberoende av U, sa

4 2
C(XnaXn—l) = C<Xn—1/2+Una Xn—l) = O(Xn—la Xn—l)/2+O(Un7Xn—1) = 6"’0 = §

Déarmed &r alla parametrar i fordelningen preciserade.

Uppgift 6

Genom att anvinda x;,(t) = ' ser man att det linjéra filtrets frekvenssvarsfunk-
tion blir

0 o0

Hw) = / ezueiw(_“)du+/ e ey = 1/(2—iw)+1/(2+iw) = 4/(4+w?).
—00 0

Ur detta och filtersatsen fas att utsignalen till det vita bruset har variansen

1 o0 42 3 [ 1 3
— [ ——3dw=" ———_—dz=".
or ) (Ata2) " w/m<1+x2>2 T3



