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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
LORDAGEN DEN 28 AUGUSTI 2004 KL 8.00-13.00

FExaminator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara
sa utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Grénsen for godként &r preliminért 20 podng.

Resultatet anslas senast fredagen den 17 september 2004 pa Matematisk statistiks anslags-
tavla i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfér porten och tentamen kommer
att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

a) Den stokastiska variabeln X kan endast anta virdena 0,1,2,3 och 4. Virdena 0, 1 respektive
2 antas med sannolikheterna 0.2, 0.3 respektive 0.1. Vidare géller att X har véntevirde 1.8.
Bestdm sannolikhetsfunktionen foér X samt variansen for X. (5 p)

b) Volymen v av sfiriska bubblor kan berdknas genom att méta bubblornas diameter d
pa en fotografisk plat och tillimpa formeln v = 7d®/6. Antag att bestdimningen av d &r
behéftad med slumpfel sa att den kan betraktas som en stokastisk variabel med véantevéarde
d och standardavvikelse 0.02 mm. Bestdm med l&mplig approximation volymsbestdmningens
precision (standardavvikelse) nir den uppmétta diametern i verkligheten &r 1.80 mm. (5 p)

Uppgift 2

I ett foretag tillverkas rektanguldra komponenter som senare i produktionen placeras 5 och
51irad ien produkt. Lingden av en komponent dr en stokastisk variabel X dar X &r N(1,0)
(cm), och langderna av olika komponenter &r oberoende. o ar ett matt pa tillverkningspre-
cisionen. Toleranskravet &r att den sammanlagda lingden av de 5 komponenterna ligger i
intervallet 5 4= 0.05 med 99.9% sannolikhet.

a) Hur stort far o hogst vara for att detta krav skall vara uppfyllt? (5 p)
b) Aven om X inte antas vara normalfordelad sa kan man med en "kind” olikhet (dvs som

aterfinns i formelsamlingen) ge en 6vre grans for hur stor standardavvikelsen o for X kan
vara for att toleranskravet skall vara uppfyllt oavsett vilken fordelning X &n har, om bara

E(X)=1o0ch D(X) = 0. Bestdm en sadan &vre gréns. (5 p)
Uppgift 3
I ett kemiskt forsok avser man att méata méangden kol i n prover som har vikterna uy, us, ..., u,

(kdnda positiva tal). De exakta kolméngderna i de n proverna ar fuy, fug, ..., [u, dir
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ar ett oként tal. Med den analysmetod man anvénder sa kan man anta att de uppmétta
kolméangderna ¥y, v2,..., y, i de n proverna &r utfall av oberoende stokastiska variabler
Y1, Yo,..., Y, dar Y; & N(fu;, wu;), i =1, 2,..., n. Hir dr w ett ként positivt tal.

a) Pa intuitiva grunder kom man pa skattningen

_IN Y
b _n;uz

av 3. Undersdk om denna ér vantevardesriktig samt berdkna dess varians. (4 p)
b) Bestdm maximum-likelihood-skattningen av f. (6 p)
Uppgift 4

Livsldngden av en viss sorts komponenter kan anses vara log-normal-férdelade(m, o), dvs
om X é&r livslangden sa dr Y = In X normalférdelad N(m, o). For att skatta m undersoktes
livslangden hos 10 komponenter med f6ljande resultat (i timmar):

112161 91 111 115 63 122 153 58 99

a) Berikna ett 95%-igt konfidensintervall for m. (7 p)

b) En intressant storhet i detta sammanhang dr a = e™t7*/2 Ge en punktskattning av

a. (3 p)
Uppgift 5

Vid tillverkning av en typ av komponenter géller att tva egenskaper varierar som en tvadimensionell
stokastisk variabel X som &r Ny (m,C') dér

10 1 05
m= (15) och ¢'= (0.5 4 )

Bestdam den betingade fordelningen for X; givet X; + X5 = 30
samt berdkna P(X; > 10|X; + X, = 30). (10 p)

Uppgift 6

Tva oberoende signaler matas in i en multiplicerande krets. De bagge signalerna kan beskri-
vas av tva oberoende stationira stokastiska processer (X (t); t € R) och (Y (t); t € R) med
vanteviarden myx = 3 och my = 2 och med spektraltdtheten

Sx(w) = Sy(w)=e*", weR.

Utprocessen (Z(t); t € R) blir alltsa Z(t) = X (t)Y (t). Berdka véintevérdet my och spektraltéitheten
Sz(w), w € R for denna utprocess. (10 p)
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Uppgift 1
Lat px(3) = a och px(4) = b dér vi forst séker a och b. Eftersom totala sannolikhetsmas-
san=1 sa far vi

0o 4

L= Y px(k) =) px(k)=02+03+01+a+b

k=—o00 k=0

dvs a4+ b = 0.4. Vidare &r enligt texten E(X) = 1.8 som ger

18 =Y kpx(k) =0.5+3a+4b

k=—0oc0

dvs 3a + 4b = 1.3. Dessa tva samband ger a = 0.3 och b = 0.1. Vidare ar

4
E(X?) =Y Kpx(k)=0?-02+1-03+22-0.1 +3-03+4%-0.1 = 5.0
k=0

Detta ger V(X) = E(X?) — (E(X))?=5.0 — 1.8 = 1.76.

b) Lat var métning av d vara X. Enligt texten dr E(X) = d och D(X) = 0.02. Bestdmningen
av v blir da Y = ¢(X) dér g(z) = m2®/6. Gauss’ approximationsformler ger nu eftersom
g (x)=mx?/2 att V(YV) =~ V(X)(¢'(E(X)))? = 0.02%(71.80%/2)% som ger D(Y) = /V (V) ~
0.102.

Uppgift 2

a) Lat X; vara lingden av komponent i, i = 1,2,3,4,5. Enligt texten dr X; da N(1,0)
och sammanlagda ldngden S5 = Zle X; blir da ocksa normalfordelad eftersom X;-na var
normalférdelade och oberoende.

E(S5) = E(Z X;) = (linjériteten) = Z E(X)) =5
V(S;5) = V(i X;) = (oberoendet) = i V(X;) = 5o?

och alltsa #r S5 N (5,0v/5)-fordelad. Vi vill bestdmma o sa att P(|Ss — 5| < 0.05) > 0.999

dvs att g . 0.05
P( b :

< > (0.999.
ov5 |~ 0\/5) -
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Eftersom (S5 — 5)/0v/5 dr N(0, 1) ger detta att

095 5 o< 0900068,
o5 V5 - 3.2905

b) E(Ss) = 5 och D(Ss) = o+/5 giller fortfarande. Enligt formelsamlingen avsnitt 6 ger
Tjebyshovs olikhet att for varje k > 0 géller att

1
P (185 = 5| > ko/5) < =
Vilj nu k = 0.05/0+/5 sa far vi
502
0.052

Kravet dr alltsa uppfyllt sa linge 502/0.05% < 0.001 dvs da o < 0.05? - 0.0002 som ger
o < 0.00071.

P (|85 — 5| > 0.05) <

Uppgift 3

a) Betrakta stickprovsvariabeln svarande mot 3*, dvs

Vi har

n

o m[ImYi) I EY) I =Bui I~

dvs B* ar vantevirdesriktig. Pa liknande sétt fas

n 2,2 2

. 1 < Y; 1 < Var(y;) 1 wiup w
Var(5) = 5 S ovar(1) = ST Ly
i=1 ’ i=1 -

7 i=1 i
b) Eftersom

1 ,;(Lﬁw)Q
in(y):\/%WU'e A

Sa fas likelihoodfunktionen

Detta ger

vilket medf{or att
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Satter vi

n n
Yi 1 Yi
& — = 1 (= & = — —.
=1 =1 =1
Eftersom man léatt visar att extremvérdet dr ett maximum sa géller att maximum-likelihood-
skattningen av [ ar

6 - R
n U;
=1
dvs skattningen i a-delen.
Uppgift 4

De logaritmerade data y; = Inz; ar alltsa observationer fran oberoende N (m,o)-fordelade
stokastiska variabler. De logaritmerade data blir

4.718 5.081 4.511 4.710 4.745 4.143 4.804 5.030 4.060 4.595

och hérav far y = 4.640 och 812/ = 0.1108. Ett 95%-igt konfidensintervall med t-metoden ges
av ¥ % to.025(9)s, /v 10 vilket blir 4.640 £ 0.238.

b) a skattas med a* = e775/2. Detta ger a* = ¢+640+0-1108/2 v 19 44, Anm: Man kan visa

att a = E(X). En annan men sémre skattning &ér alltsa @ = z = 108.5.

Uppgift 5

Vi bestdmmer forst fordelningen for
Yi\ X (1 0\ [ X,y
Y., \Xi+Xe) \1 1)\X,

N (Bm, BCB") = N, <(;(5)> ’ (1%5 165))

Fordelningen for Y7 givet Y, = 30 ges av

I
Sy
~~
als
N

som blir

2
N+ E2(30 — mo), fen — S22 | = N(11.25,/0.625)

C22 C22

som ger att

~ 0.9429.

10 — 11.25
P(X;>10[X, 4+ X, =30)=1—® <—)

Vv 0.625
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Uppgift 6

mz = FE(X(t)Y(t)) = (oberoendet) = E (X (t)) E(Y(t)) =3-2=6.

w

For att berikna Sy (w) berdiknar vi forst 74 (7). Sx(w) = e~ ger att

1 —T2/4

rx (1) =ry(r) = —m\/ﬁe

och vi far vidare att
r7(r) = E(Z(t+71)Z(t)) —my = E(X(t+ 7)Y (t+7)X ()Y (t)) — 6® = (oberoendet) =

EX(t+n)X®)EYE+7)Y(t)—36= (rx(r) +m¥%) (ry(r) + m}) — 36 =

2 7_2

2-2

1 2 1 2 1 -—— 1
—72/4 2 —712/4 2 _ . __
e +3 e +2°) —36= e 1413 e
<\/27r\/§ ) (\/27r\/§ ) 22127 V22

Inverstranformering ger nu att




