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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
TISDAGEN DEN 14 DECEMBER 2004 KL 8.00-13.00

Examinator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Gransen for godként &r preliminért 20 poéng.
Resultatet anslas senast tisdagen den 11 januari pa Matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfér porten och tentamen kommer att finnas
tillgénglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

a) Vi gor ett ”"dubbelkast” med tva tarningar, dvs kastar tva vanliga symmetriska sexsidiga
tdrningar markerade med siffrorna 1,2,3,4,5,6. Beridkna sannolikheten att podngsumman blir

9. (3 p)

b) Man gor nu 500 sadana dubbelkast”. Berdkna med vél motiverade approximationer san-

nolikheten att man minst 50 ganger far poangsumman 9. (7p)
Uppgift 2

I en undersokning av Sveriges dlgstam var man intresserad av férekomsten av en viss gen,
som antingen saknas, finns i enkel uppséttning eller finns i dubbel uppséttning hos de olika
dlgarna. Man kontrollerade 1000 pa mafa valda &lgar och konstaterade att 11 st hade genen
i dubbel uppséttning, 187 st hade den i enkel uppsattning och att de ovriga 802 dlgarna
saknade genen. Som teoretisk modell antog man att antalet gener av den aktuella typen
hos en dlg ar Bin(2, p)-fordelad och att de olika undersokta dlgarnas gener var oberoende av
varandra.

a) Berdkna Maximum Likelihood-skattningen av p baserad pa ovanstaende data. (5 p)

b) Teknologen Osquarulda kénner inte till ML-metoden, men kom pa intuitiva grunder fram

2
till att p borde skattas med p* = % dar x; = antalet dlgar (av de 1000 undersokta) som

hade genen i enkel uppséttning och x5 = antalet dlgar som hade genen i dubbel uppséttning.
Undersok om p* &r en véntevardesriktig skattning av p. (2 p)

¢) Osquarulda vill dessutom rékna ut ett approximativt 95%-igt konfidensintervall for p
baserad pa sin skattning. Din uppgift ar att utfora detta! Ledning och varning: x; och x4 ar
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e]j utfall av oberoende stokastiska variabler. Fundera i stéllet 6ver tolkningen av x; + 225 néar
Du loser c-delen. (3 p)

Uppgift 3

For att jamfora tva godselmedel 14t man 5 lantbrukare godsla hélften av sin veteareal med
medel A och den andra hélften med medel B. Man fick foljande skérdar per hektar:

Lantbrukare ‘ 1 2 3 4 5

Medel A 115.8 123.0 122.8 209.8 226.3
Medel B 121.2 1221 128.0 2149 229.2

For att fa en enkel statistisk modell antog man att samtliga skordeutfall kan ses som utfall
av oberoende normalférdelade stokastiska variabler med samma varians. Observera dock att
lantbrukarna har gardar med lite olika odlingsférutsattningar for vete.

a) Beridkna ett lampligt 95%-igt konfidensintervall for skillnaden i forvintad skord mellan

arealer som godslats med A respektive B. (7 p)

b) Testa hypotesen att godselmedlen &r lika bra mot alternativet att de skiljer sig at. Niva

5%. Slutsatsen skall klart framga. (3 p)
Uppgift 4

(X (t);t e R) ar en svagt stationdr normalprocess med de okénda vantevirdet m och med
kovariansfunktionen
rx(r) =32 reR.

Lat
— 1 [T
= —/ X()dt, T > 0.
T Jo
a) Visa att X7 #r en vintevirdesriktig skattning av m for alla virden pa T > 0. (3 p)
b) Berikna V (X7). (6 p)
¢) Visa att skattningen X dr konsistent (da 7' — o0). (1 p)

Uppgift 5

Lat (X (¢); t € R) vara en svagt stationér normalprocess med E (X (t)) = 1 och spektraltéthet

w2

Sx(w) = A+ w)

—00 < w < Q.

Beriikna P (X (3) < X(5) + 2). (10 p)
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Uppgift 1

a) Det finns 36 mojligheter av resultat pa de tva tarningarna som vi betraktar som lika
sannolika. Vi kan t ex beteckna dessa med (i, j), 7,7 = 1,2,---,6. Av dessa innebér (3,6),
(4,5), (5,4) och (6,3) att podngsumman blir 9. Sannolikheten att fa podngsumma 9 &r alltsa

4/36=1/9.
b) Lat X="antalet ganger podngsumman ar 9’. Vi har hér typsituation fér binomialférdelning
och inser att X #r Bin(500,1/9). Vi soker P(X > 50).

1 1
Eftersom 500 - 5(1 — 5) = 4000/81 ~ 49.3827 > 10 kan vi gbra normalapproximation av

binomialférdelningen och har alltsa

Bin(500, 1/9) ~ N (500/9, \/500 ’ %(1 - %))

dvs Bin(500, 1/9) ~ N(500/9,v/49.3827 ~ N(55.56,7.0273). Vi far

P(X > 50) :P(X—55.56 S 50—55.56) ~1_ @ (—5.56) _

7.0273 —  7.0273 7.0273
= $(5.56/7.0273) ~ (0.7906) ~ 0.7854

Uppgift 2

Lat U; = antalet av genen som alg nr ¢ har, i = 1,2,--- ,1000. Uy, Us, - - - , Uyggo ar oberoende
och &r alla Bin(2, p)-fordelade, dvs

PU;=0)=(1-p)? PU =1)=2p(1—-p), P(U;=2)=p"

Vi observerar att xo st (=11) U;n ar 2, x; st (=187) U;mn &r 1 och att 1000 — x; — x5 st
(=802) st U;:n ér 0. Likelihoodfunktionen blir da

1000

L) = J] P =) = 07 @plL =) (1= )™ ™" =

2xro+x1 (1 x1+2000—2x9—221 2121 I1+2x2(1 _ 2000—2x2—x1 2:(:1

=p -p) =p )

som ger
In L(p) = (z1 + 2x2) Inp + (2000 — 229 — 1) In(1 — p) + 21 In 2.
Vi far
din L(p) 1+ 2x9 2000 — 229 — 24

dp D 1-p
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dln L(p)
dp

=0 ger
_m 42w, 187+2-11
2000 2000

*

0.1045.

b) x; ar ett utfall av X; som ar Bin(1000,2p(1 — p)) och vidare &r x5 ett utfall av Xy som
Ar Bin(1000, p?). Vi far

X1+ 2X,

1 1
E(p*) = FE = E(X 2F(X5)) = —— (1000 - 2p(1 — 2-1000p?) =
) = £ () = g (EC0) + 2E0X)) = 55 (10002901~ ) + 2 10005%) =

dvs p* ar en vantevérdesriktig skattning av p.

¢) Vi noterar att x; + 2z, ar antalet ”genpositioner” som &r besatta av genen. Eftersom
U; var Bin(2,p) och de &r oberoende, dr det ”oberoende lottningar” vid varje genposition.
Alltsa géller att X; 4+ 2X, dr Bin(2000, p).

Eftersom vidare np(1 — p) ~ 2000p*(1 — p*)=2000 - 0.1045(1 — 0.1045)=187.1595 > 10 &r

normalapproximation tillaten, dvs X;42X5 dr approximativt NV <2000p, 2000p(1 — p)> och

p(1—p)
2000

for p blir alltsa med approximativa metoden (FS 11.3)

p* ar alltsa approximativt N | p, . Ett approximativt 95%-igt konfidensintervall

) (1 —p*) \/0.1045(1 —0.1045)
+ A ———~ =10.1045 4+ 1.9600 =0.1045 +0.0134.
P 2005 o000 2000
Uppgift 3
a) Observationer i par! Bilda nya data som medel A — medel B. Nya data blir 21, 29, . .., 25

dvs. nya data blir —5.4,0.9, —5.2, —5.1, —2.9 och vi far

1
7= o(-54+09-52-51-29)=-35

5
1 1
2= _— ?—52%) = =(54°40.9°+5.2°+5.1+2.9° — 5 3.54%) = 7.192, s, = 2.68.
52 5—1@121:21 58%) = 2(5.4+0.97 527+ 5,12+ 2.97 — 5 3.54%) = 7192, 5, = 268

Vi far med t-metoden konfidensintervallet

. 2.68
4 tooos(4) 2 = —3.54 £ 27850 — —3.54 + 3.33.

V5 V5

b) Eftersom 0 ej tillhor konfidensintervallet forkastas hypotesen att medlen &r likvirdiga.
Statistisk sékerstélld skillnad alltsa (niva 5%).

Uppgift 4
E(X7) = E(%/OTX(t)dt) = %/OTE(X(t))dt = %/ondt =m

dvs Xp &r en vintevirdesriktig skattning av m.
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V(XT):C()?T,)?T):C(%/ Ddt, & /X \ds) :ﬁ/ /OTC(X(t),X(s))dsdt:

T 2 T s
/ / rx(s —t)dsdt = T2/ /0 3e A5 dsdt = T2 i </0 36_2(S_t)dt) ds =

6 [T 1 3 1 1
—2s 2t . —2s [ = 1— 2s —_ T -2 - .
T2 i e (/0 dt)) ds = 7 e (2( e )) ds T2 ( + 5¢ 2)

¢) Eftersom V(X7) — 0da T — oo sa dr X1 en konsistent skattning ty den #r vintevirdesriktig.

Uppgift 5

Vi far med formelsamlingens hjilp att rx (1) = e~ |T|( — | 7 ]) vilket ger att (X (3), (5))
ar tvadimensionellt normalfordelad med E(X(3)) = 1 och E(X(5)) = 1. Vidare &r V(X (3)) =
V((X(5) =7x(0) =1/4, och C(X(3),X(5)) =rx(2) = —1e 2 som ger att X(3) — X(5)

4
ar

1
N (0,v/rx(0) + 7x(0) = 2rx(2)) = N (0, S0+ 62)> ,
och detta ger
2
P(X(33)—X(5)<2)=¢ | ——— | =~ 0.99598
(1+e2)



