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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2937 (f d 5B1537) TILLFORLITLIGHETSTEORI
TISDAGEN DEN 15 JANUARI 2008 KL 08.00-13.00.
FEzraminator: Gunnar Englund, tel. 7907416, e-postadress: gunnare@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik grundkurs for D2 och F2,
formelblad i tillforlitlighetsteori. Minirdknare.

Resultatet rapporteras till Ladok senast tisdagen den 5 februari 2008 och finns dérefter tillgéing-
ligt via ”Mina sidor”. Den som vill fa sitt resultat meddelat via e-post, kan skicka ett e-brev till
gunnare@math.kth.se med begéran om detta.

Inférda beteckningar skall definieras. Resonemang och genomférande av utrdkningar skall vara sa
utforliga att de dr liatta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Gréansen for godként &dr 24 podng. Komplettering till godkint betyg medges for de med 22-23
poang.

Uppgift 1
En Markovkedja {X,,; n=0,1,2,---} pa £ = {1,2,3,4,5,6} har 6vergangsmatrisen
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a) Angiv de slutna irreducibla delklasserna. Klassificera tillstanden och avgér om kedjan &r ergo-
disk. (3 p)

b) Kedjan startar med férdelningen p(® = (0.1,0.2,0,0.3,0,0.4). Underssk om grinsvirdena a; =
P(X, =1), i=1,2,---,6 existerar och beriikna i sa fall dessa. (7 p)

Uppgift 2

Ett foretag ville uppskatta tillforlitligheten hos en produkt som det tillverkar. Déarfor undersokte
man hur 100 av deras produkter fungerat under garantitiden som var ett ar. 92 av dem hade
fungerat under hela garantitiden men de aterstaende 8 hade brustit efter 21, 36, 164, 176, 198, 253,
259 respektive 304 dagar. Felintensiteten antas vara konstant.

a) Beridkna en lamplig skattning av férvéintad livsldngd. (4 p)

b) Ge ett approximativt 95 % konfidensintervall fér sannolikheten att produkten fungerar garanti-
tiden ut, dvs ett ar. (6 p)
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Uppgift 3
I ett system med komponenterna {1,2,3,4} dr de minimala viigarna {1,2}, {1,3} och {2,3,4}.

a) Bestdm de minimala brotten. (4 p)

b) Komponenterna har funktionssannolikheterna p; = 0.9, po = 0.95, pg = 0.97 samt py = 0.99.
Bestdm (bra) 6vre och undre génser for funktionssannolikheten f6r systemet om komponenterna ar
associerade. (6 p)

Uppgift 4

Moderna bilar har tva oberoende (fot-)bromssystem. Om bromstrycket forsvinner for ett system,
dvs bromsverkan for detta bortfaller, sa visar en varningslampa rott. Anta att detta intraffar med
intensitet A per h (h=timmar kortid) for vart och ett av systemen. Féraren antas da forsiktigt
ta bilen till ndrmaste verkstad, dar bada bromssystemen inspekteras och repareras till fullgott
skick. Kortiden till verkstad antas exponentialférdelad med véntevirde 1/« (enhet h). Varnings-
lampan kan ocksa ga sonder, vilket gor att foraren inte far nagon forvarning om att ett bromssy-
stem brustit. Felintensiteten for varninglampan &r p per h. Bortse fran ( i verkligheten viktiga)
aldringsfenomen. Bestdm forvéintad tid tills foraren kommer att kora bilen utan nagot fungerande
bromssystem. (10 p)

Uppgift 5

Berikna Vesely-Fussels tillforlitlighetsmatt IVF for komponent 1 vid tidpunkten 100 timmar i
nedanstaende system. Felintensiteterna #r for alla komponenter A\ = 1073 h~! och de fungerar
oberoende av varandra. (10 p)

Uppgift 6

I ett system finns 20 komponenter. Gar en komponent sénder byts den genast ut mot en ny.
Livslangden i timmar av en komponent har tdthetsfunktionen

flx) = We_x/loo for z > 0.

och komponenterna fungerar oberoende av varandra. I lager och fran borjan i systemet finns totalt
900 komponenter. Vad dr approximativt sannolikheten att lagret inte racker for minst ett ars drift
av systemet. (10 p)

Riknehjilp: [ 2" “dz = n!
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Uppgift 1
a)

Vi far 6vergangsgrafen

W s

och ur denna ser man att tillstanden 1,2 och 3 &r genomgangstillstand. {4,5} &r en sluten irredu-
cibel delklass. 6 &r ett absorberande tillstand och utgor alltsa ocksa en sluten irreducibel delklass.
Tillstanden 1,4,5,6 har perioden 1 och tillstand 2 och 3 har perioden 2.

Eftersom kedjan har tva slutna irreducibla delklasser &r den inte ergodisk.

b) Upptriadandet efter lang tid &r att kedjan antingen hamnar i 6:an eller i den slutna irreducibla
delklassen {4,5}. I denna delklass har vi 6vergangsmatrisen

0 1
P= <0.5 0.5)

och den utgor alltsa en ergodisk delklass eftersom den &r dndlig, irreducibel (4 — 5 — 4) och
aperiodisk ty pss = 0.5 > 0. Vi har pa denna delklass den asymptotiska fordelningen som ges av
(w4, 75) = (74, 75) P och my+m5 = 1. Detta ger m4 = 1/3 och w5 = 2/3. Detta visar att «;:na existerar
och vi har a1 = as = a3 = 0. For att erhalla de 6vriga beridknar vi sannolikheten att absorberas i
tillstand 6 och later ¢; =sannolikheten att absorberas i 6:an givet start i tillstand i. Vi erhaller alltsa
g1 = q5 = 0 och g = 1. Aterstar att fa fram q1, g2 och g3 och vi far ¢; = 0 + 0.2¢; + 0.4 + 0.4¢5.
Vidare go = 0.3 4+ 0.4¢g3 samt g3 = 0.5 4+ 0.5¢. Sétts uttrycket for g3 in i uttrycket for go erhalls
g2 = 5/8 som ger g3 = 13/16 och dessa ger ¢; = 23/32.
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Eftersom vi startar med fordelningen p(® ser vi att sannolikheten att hamna i 6:an efter lang tid
ar
6
ag = P(absorberas i 6:an) = Z P(abs i 6:an|start i ¢)P(start i i) =
1

23 )
= 0.1q1 + 0.2g2 + Og3 + 0.3g4 + Ogs + 0.4g¢ = 0.1 - 32 +0.2- 3 + 0.4 = 191/320 =~ 0.5969.

Alltsa #r sannolikheten 1 — 191/320 = 129/320 att hamna i delklassen {4,5} nér vi startar med
fordelningen p(®. Niir man vil hamnat i den delklassen &r sannolikheten att ligga i 4 respektive 5
efter lang tid 74 respektive 75 eftersom delkedjan pa {4,5} var ergodisk. Vi far alltsa

129 11 _ B o13m

MTT 390 T 37320 320

och 120 2 129 86
— = —-.— = — ~ (.2688.
320 ~ 3 320 320 ° V2088

Svar: a1 = g = a3 =0, ag ~ 0.1344, a5 ~ 0.2688, ag ~ 0.5969

a5 = Ty -

Uppgift 2

a) Det dr uppenbart fraga om censurerat stickprov Typ I (fixerad tid). ML-skattningen &r m* = T'/r
dar T ar total testtid och r antalet komponenter som brustit. Vi far att 7= 21+ 36 + --- 4+ 304 +
92 - 365 = 34991 och r = 8. Hérav m* = 4374.

b) Vi berdknar forst ett approximativt 95 % konfidensintervall for felintensiteten . Den blir pa
sedvanligt sétt

6.91 288

 X3.975(16)  x3.025(16) (
69982’ 69982

_(2-34991’ 2-34991)

(X(%.975(27“) X%.025(27“))
°T ' 2T
(0.0000987,0.0004115) .

Sannolikheten att produkten fungerar minst ett ar dr e 3% varfor ett 95 % konfidensintervall ges
av

(6_0'0004115'365, 6—0.0000987-365) — (0.8605, 0‘9646)

Uppgift 3

a) Man far brott genom att vilja minst en komponent fran varje minimal vig, vilket man kan inse
genom att se strukturen som uppbyggd av parallellkoppling av de minimala vigarna. Dérefter ser
man till att viilja brotten sa att de dr minimala. Vi far alltsd de minimala brotten {1,2}, {1,3},
{1,4} och {2,3}.

b) Vi far [[,c s, Pi for de tre minimala végarna till
p1p2 = 0.9 -0.95 = 0.8550,

pip3 = 0.9-0.97 = 0.8730 och

pap3ps = 0.95-0.97 - 0.99 = 0.9123.

Vi far [, K, Pi for de fyra minimala brotten till
p1+p2 —p1p2 =0.940.95 - 0.9 -0.95 = 0.9950,
p1+p3—pip3s =0.940.97 —-0.9-0.97 = 0.9970,
p1+p4—p1pa = 0.940.99 — 0.9 - 0.99 = 0.9990 och
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P2+ p3 — pap3 = 0.95 +0.97 — 0.95 - 0.97 = 0.9985,
vilket ger grinserna 0.9123 < P(systemfunktion) < 0.9950.

Uppgift 4

Markovmodell! Infor tillstanden

FEy =Bromssystemen OK, lampa OK,
FEq1 =Bromssystemen OK, lampa trasig,
FEs =Ett bromssytem trasigt, upptéackt
FE5 =Ett bromssytem trasigt, oupptéckt

E4 =Bada bromssystemen trasiga

Vi far intensitetsmatrisen

—2A+p) 2\ 0 0
0 =2 0 22 0
Q= a 0 —(A+a) 0 A
0 0 0 -2 A
0 0 0 0 O
Lat t;=forvantad tid till absorbtion i E4 vid start i F;. Vi far
o= ot et o
L) W W) W
1
t1=—+t¢
1= 5y + 13
bm Yy
" Xta  Ata’
fo = 1
ST

Vi soker ty och erhaller eftersom t; = 3/2A

1 p 3 2 1 o
to + + + to

:2)\+u 2)\—1—,u'ﬁ 22+ p\A+a A4«
som ger
t_4V+QM%HMA+&m
0~ 22X + 1)
Uppgift 5

Minimala brott: {1,2}, {1,3}, {4,5}, {4,6} och {5,6}. Det ger strukturfunktion i grundform ®(x) =
(1 + zox3 — x122w3) (X425 + T4x6 + X526 — 2x42576). Systemsannolikheten far genom att ersétta
alla z; med R(t) = e,

Rs(t) = (R(t) + R(t)* = R(t)*)(3R(t)* — 2R(t)°).

Sannolikheten att alla komponenter felar i ett minimalt brott dédr 1 ingar &r

P({1,2 felar} U {1,3 felar}) = P(1 felar)P(2 eller 3 felar) =
P(1 felar)(1 — P(2 och 3 hela)) = (1 — R(t))(1 — R(t)?).
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Detta ger
: (1 - R(t)(1 = R(t)%)
1 — Rs(t)

Med R(t) = e M = ¢=1077100 — =01 g5¢ JVF (1) = (.4082

IVF(l) —

Uppgift 6
Lat m och o2 vara vintevirdet respektive variansen for livslingden T for en komponent. Vi far

1

m=FE(T) = 1002 22710y — ( gbr subst. /100 = t) = 100/ t2e~tdt = 200
0 0
och ) o -
E(T?) = — [ 23 /"% = 1002 / t3etdt = 60000
1002 0 0

som ger 02 = E(T?) — (E(T))? = 60000 — 200% = 20000.

Vi tédnker oss att komponenterna ér placerade pa 20 platser. Lat antalet utbyten pa plats ¢ under
t tidsenheter vara N;(t). Da &r enligt fornyelseteorin V;(t) approximativt (dér t=1 ar=8760 h)

N(t/m,/to? /m3) ~ N(43.8,1/21.9).
Med Y =antalet utbyten som krdvs under 1 ar &r Y = N;(8760) + - - - + N2o(8760) och vi ser att ¥

ar approximativt N (20 - 43.8,1/20 - 21.9) ~ N (876, /438). Vi far

900 — 876
P(Y >900) ~ 1 —® <7> ~1— ®(1.15) ~ 0.13.

V438



