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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2937 (f d 5B1537) TILLFORLITLIGHETSTEORI
TORSDAGEN DEN 8 JANUARI 2009 KL 08.00-13.00.

FEzaminator: Gunnar Englund, tel. 7907416, e-postadress: gunnare@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik grundkurs for D2 och F2,
formelblad i tillforlitlighetsteori. Minirdknare.

Resultatet rapporteras till Ladok senast torsdagen den 29 januari 2009 och finns déarefter tillgéing-
ligt via ”Mina sidor”. Den som vill fa sitt resultat meddelat via e-post, kan skicka ett e-brev till
gunnare@math.kth.se med begéran om detta.

Inférda beteckningar skall definieras. Resonemang och genomférande av utrdkningar skall vara sa
utforliga att de dr lidtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Gréansen for godként &dr 24 podng. Komplettering till godként betyg medges for de med 22-23
poang.

Uppgift 1

En standardkomponent bestar av en seriekoppling av tva delkomponenter som var och en har
felintensitet A och fungerar oberoende av varandra. For att skatta A satte man 100 standardkom-
ponenter under provning (utan aterliggning) och avsag att avbryta provningen nir 15 av dem
brustit. De 15 komponenterna brast vid tidpunkterna

0.13.43.56.77.813.6 14.2 16.7 20 20.7 23.2 27.2 27.8 27.9 31.1

Summan av observationerna ovan ar 243.9.
a) Ge ett 95 % konfidensintervall for A. (5 p)

b) Anta att man fortsétter provningen. Ge i sa fall ett 95 % konfidensintervall f6r den forvéntade
tiden tills den 16:e standardkomponenten brustit, dvs tiden mellan det 15:e och 16:e brottet. (5 p)

Uppgift 2

Ett system bestar av tva parallellkopplade komponenter A och B som bada har felintensitet A\. Da
en av komponenterna gar sonder tillkallas en reparator. Tiden tills reparatéren kommer pa plats ar
exponentialfordelad med vintevirde 1/v och dérefter dr reparationsintensiteten p. Om ytterligare
en komponent gar sonder medan han haller pa med en reparation, paborjar han omedelbart repa-
ration av den andra da den forsta fiardigreparerats. A = 1072, y = 10- 1073 och v = 20-1073(h 1)

Bestdm asymptotisk tillgédnglighet. (1p)o

Uppgift 3

Osquar utfor en slumpvandring pa en (odndligt lang) bro byggd av sex parallella plankor i brons
léingdriktning. For varje steg framat flyttar han sig dessutom 1 planka at hoger, 1 planka at vinster
eller fortsédtter pa samma planka med sannolikhet 1/3 vardera. Bron &r lyckligtvis utrustad med
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skyddsriicken sa att da Osquar befinner sig pa en ytterplanka och forsoker fortsitta utat studsas
han tillbaka till den n&st yttersta plankan.

a) Infor en ldmplig modell och visa att det finns en asymptotisk férdelning for vilken planka Osquar
befinner sig pa efter lang tid, samt berdkna hur stor andel av tiden Osquar befinner sig vid nagon

av ytterplankorna (i jimviktstillstandet). (5 p)

b) Osquar startar pa nagon av mittenplankorna. Berdkna forvéntat antal steg innan han for forsta

gangen stoter i skyddsricket. (5 p)
Uppgift 4

I ett system ingar en komponent vars livslangd X (ar) har tathetsfunktionen

15

f(t):m, t>0.

a) Visa att fordelningen har avtagande felintensitet och &r NWU (New Worse than Used) dvs att
PX>zx+4+y|X>z)>PX >y), zy>0.
(3 p)

b) Da komponenten brister byts den ut mot en ny likadan (utbytestiden &r forsumbar). Kostnaden
for ett byte &dr 200 kr. Beridkna approximativt vinteviarde och standardavvikelse fér byteskostnaden
under 5 ar. (4 p)

c¢) Berikna sannolikheten att totala utbyteskostnaden under 5 ar dverstiger 12000 kr. (3 p)

Uppgift 5

Vi har 5 stycken identiska enheter som oberoende av varandra fungerar (med sannolikhet ) eller
inte fungerar (med sannolikhet 1 — 6).
0 ar ett utfall av en stokastisk variabel ® som har a-priori-tdtheten

fg(e):{ze om0<6<1

0 for 6vrigt

Beridkna a-posteriori-fordelningen for © om vi observerar att precis 2 av de 5 enheterna funge-

rar. (I p)o
Ledning: Det giller att [; ™ (1 — )" dt min!
eaning: € aller a — =
ZECHAR: T 8 0 (n+m+1)!
Uppgift 6

a) Berékna Vesely-Fussels tillforlitlighetsmatt for komponent 1 i nedanstaende system. Funktions-
sannolikheterna &r
p1 = 0.2,p5 =0.6,p3 = 0.8,p4 = 0.5 och p5s = 0.9
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1 4
(6 2 —
5
3 -
(5 p)
. . L . . 5, Oh(p) .
b) Birnbaums tillférlitlighetsmatt definieras ju som den partiella derivatan 1” (i) = 5p; Visa att

7
for ett system av oberoende komponenter I2(i) = h(1;,p) — h(0;,p), dér h(1;,p) och h(0;,p) &r
funktionssannolikheterna for systemet med komponent 7 utbytt mot sidker forbindelse respektive
brott. (5 p)
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Uppgift 1
a) Standardkomponenterna har felintensitet 2\. Ett konfidenintervall fér denna intensitet fas av
(X0.02z(1%' 15), XO'Q?E‘;; : 15)) dér T ar total testtid. Denna &r T' = 243.9 + 85 - 31.1 = 2887.4. Med
hjilp av tabell erhaller vi s& intervallet (2.91,8.14)1073. Ett 95 % konfidensintervall for \ fas da
som (1.45,4.07)1073.

b) Efter 15 brottet befinner sig 85 komponenter under provning. Tiden tills den foérsta av dessa
brister &r Exp(1/(85 - 2))). Ett konfidensintervall fér 1/(85 - 2)) erhalls som (1/(85 -2 - 4.07 -
1073),1/(85 - 2- 1.45 - 1073) vilket ger intervallet (1.45,4.06).

Uppgift 2
Markovmodell! Infor tillstanden:
FEp= bada komponenterna fungerar
F1= en fungerar, vintan pa reparator
E5= en fungerar, reparation pagar
FE53= ingen fungerar, vintan pa reparator
E4= ingen fungerar, reparation pagar
Vi har intensitetsmatrisen
—2)\ 2\ 0 0 O -2 2 0 0 0
0 —(w+2A v A0 0 —-21 20 1 0
Q=1 u 0 —(p+XA) 0 X[|=103[10 0 -11 o0 1
0 0 0 -V v 0 0 0 —-20 20
0 0 7 0 —u 0 0 10 0 -—10
Asymptotisk férdelning uppfyller 7@ = 0 vilket ger
(0= —2m + 10m,
0= 271'0 - 2171‘1
0= 20m — 11lmo + 10my
0= ™ — 207‘(’3
0= 7T2+207T3—107T4
\1: o+ 7 + 7o+ 73+ My
som ger
) 271‘0 1 ™0 Uy 1 1
= — = — = — = — = — 2 e JR— -
TR T T T o1 M T T 7T°<50+105>

Insatt i normeringsekvationen ger detta

S C TR I S SRS I N R
0 21 "5 " 210 ' 50 ' 105/
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dvs mp &~ 0.7521 som i sin tur ger 7 ~ (0.7521,0.0716, 0.1504, 0.0036, 0.0222) och eftersom systemet
fungerar i tillstanden Ey, Eq, E5 blir asymptotiska tillgingligheten A(oo) = mg 4 w1 + mo &~ 0.9742

Uppgift 3

Vi later E = {1,2,3,4,5,6} och X,, =Osquars ldge efter n steg, n = 0,1,2,--- dér 1 och 6 &r de
tva ytterplankorna. Da utgor (X,; n=0,1,2,---) en Markovkedja i diskret tid. Av symmetriskl
kan vi lata E' = {1,2,3} dér 1 ar ytterplankan och kedjan far da évergangsmatrisen

1/3 2/3 0
P=|1/3 1/3 1/3
0 1/3 2/3

Denna kedja ér irreducibel ty 1 — 2 — 3 — 2 — 1 och aperiodisk (ty p11 > 0 t ex) och alltsa &r den
ergodisk eftersom den dr dndlig. Alltsa existerar en unik asymptotisk fordelning # = (71, w2, 73)
oavsett starttillstand och 7w I6ser ekvationssytemet 1 =« - P samt w1 + mo + w3 = 1. Vi far alltsa

™1 = %7‘(1 + %7‘(2
T2 = 3T+ §7T2 + %7@.
T2 = §7T2 + §7T3

Forsta ekvationen ger mo = 271 och tredje ekvationen ger my = w3 och detta insatt i normerings-
ekvationen ger 1 = m;(1 +2+2) dvs m; =1/5, my = w3 =2/5. Andelen av tiden som Osquar
befinner sig pa ytterplankan &r 7 = 1/5.

b) Tillfoga ett absorberande tillstand 0 som innebér krock med skyddsricket. Vi far da en A-kedja
med A = {0} och G = {1,2,3} och 6vergangsmatrisen

1 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0

0 1/3 1/3 1/3
0 0 1/3 2/3

pP=

I enlighet med formelsamlingen infor vi ¢; = E(tid till absorption | start i tillstand i) och dér vi
soker t3. Vihar dat; =1+ 3, pist; vilket ger

ts = 1 + %tz + %tg
o= 1 4 gt 4 g 4 3t3
th = 1 + 3ti + 3l

Forsta ekvationen ger to = t3—3 och 3:e ekvationen ger 2t; = 34ty = 3+(t3—3) = t3. Andra ekvatio-
nen ger 2to = 3+t1+t3 och om vi sétter in de tidigare resultaten far vi 2(t3—3) = 3+ %tg +t3 som ger
t3 = 18. Uppgift 4

a) Man far att fordelningsfunktionen blir

Y R TR D A 1
F(t)_/o (5t+1)4_15[ -3-5 ]0_1_(5t+1)3

och héarav fas att ) 5
t
At) = =
(*) 1-F(t) (5t+1)

vilken uppenbarligen dr avtagande i ¢t. Vidare inses att

PX>z+y)  [((Gz+1)6By+1)\ [5x4+ 5y+1+25zy o
P(X > 2)P(X >y) S5x+y)+1 ) 57 + 5y + 1 ’

for x,y > 0
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vilket ger att livslingdsfordelningen 4r NWU.

b) Satt N(t) = antalet byten fram till tiden ¢. (N(¢); ¢t > 0) &r en férnyelseprocess med
E(N(5)) ~ 5/m dar

< 15t  3(5¢+1) — 3 ° S
=FX) = ———dt = —————dt =3 ———=dt — 3 ——dt =
m (X) /0 (5t +1)4 /0 (5t 4+ 1)* /0 (5t + 1) /0 (5t + 1)

_9q00 _3q00
_g (BT G BEE DTN 3 3 oy
-2-5 |, -3-5 |, 10 15
Alltsa &r E (N (t)) ~ 50. Sétt Y = kostnaden= 200N (¢). Da ar E(Y") ~ 10000 kr.

V(N(t)) =~ % och

E(X2):/OooztR(t)dt:/000215(1—F(t))dt:/0°°( 2t

mdt = (som ovan) = 0.04

vilket ger V(X) = 0.04 — 0.12 = 0.03 och alltsa &r V (N(5)) ~ 0.03 - 5- 1000 = 150 och D(Y) ~
200 - D (N(5)) ~ 200v/150 ~ 2449.5 kr.

¢) Y dr approximativt N(10000, 2449.5) och saledes far vi

Y —10000 _ 12000 — 10000 2000
P(Y>12000):P< >~1—<1>< >~

24405 ~ 24495

Uppgift 5
Om X=antalet fungerande enheter sa géller att X|0© = 6 ar Bin(5,0) dvs att

P(X = 20 = §) = (2) 67(1— 6, 2 =0,1,2,3,4,5.

Vi soker den betingade foérdelningen for ©|X = 2 och far

5
B B 2p 6%(1 — 0)3
folx—2(0) = f@(")i_fg{ = 22|)@ =6 _ %?X g x°1- 0

Eftersom enligt ledningen fol 03(1 — 0)3do = (3!3!)/7! = 1/140 sa giller alltsa att
folx=2(0) = 1400*(1 — 0)*>, 0 <O < 1.
Denna fordelning kallas for ovrigt Beta(4,4)-férdelningen - se avsnittet 17.2 i Beta.

Uppgift 6

a) De minimala brott dér 1 ingar &r {1,2} och {1,3}. Sannolikheten att komponenterna i nagot
av dessa brott felar &r P(1 felar)P(2 eller 3 felar)=q; (g2 + g3 — ¢2¢q3) = 0.416 dér ¢; = 1 — p; ar
sannolikheten att komponent ¢ felar. Sannolikheten att systemet felar ar

P(2 av 3 kopplingen felar eller 4 och 5 felar)=

P(2 av 3 kopplingen felar)+P(4 och 5 felar)-P(2 av 3 kopplingen felar)P(4 och 5 felar)=

(0192 + 193 + @203 — 2q192G3) + quq5 — (9192 + G143 + G243 — 291G2q3)qaqs = 0.4604.

Vi erhaller siledes IV (1) = &8 = 0.904

b) Se kursboken sida 199.




