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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2937 (f d 5B1537) TILLFORLITLIGHETSTEORI
TORSDAGEN DEN 14 JANUARI 2010 KL 08.00-13.00.

Eraminator: Gunnar Englund, tel. 7907416, e-postadress: gunnare@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik grundkurs for D2 och F2,
formelblad i tillforlitlighetsteori. Miniréknare.

Resultatet rapporteras till Ladok senast torsdagen den 4 februari 2010 och finns dérefter tillgéng-
ligt via ”Mina sidor”. Den som vill fa sitt resultat meddelat via e-post, kan skicka ett e-brev till
gunnare@math.kth.se med begéiran om detta.

Inférda beteckningar skall definieras. Resonemang och genomférande av utrdkningar skall vara sa
utforliga att de dr latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Gréansen for godkant &r 24 podng. Komplettering till godként betyg medges fér de med 22-23
poang.

Uppgift 1

En partikel placeras ut i mittpunkten i nedanstaende figur. Den utfér sedan en slumpvandring sa
att vid varje steg var och en av de angrénsande punkterna (till hoger, vinster, uppat, nedat eller
diagonalt) véljes med lika stor sannolikhet. Detta betyder att partikeln aldrig stannar kvar i en
punkt.

a) Bestdm sannolikheten att partikeln befinner sig i mitten efter lang tid och motivera ocksa
existensen av en asymptotisk fordelning. (5 p)

b) Berékna forvéintat antal steg innan partikeln ater dr i mitten. (5 p)



forts tentamen i SF2937 10-01-14 2

Uppgift 2

a) Tio komponenter sétts i provning och provningen avbryts da tre av dem brustit. De brustna
komponenterna ersattes ej och de brast vi tidpunkterna 984, 1365 och 2850 timmar. Komponenterna
antogs ha en konstant felintensitet A. Berdkna ett 90% konfidensintervall for A. (5 p)

b) Vid vissa provningar kan man inte observera vid vilka tidpunkter komponenterna brister utan
enbart konstatera hur manga som brustit vid provningens slut. Antag att tio komponenter sitts
under provning och att man efter 3000 timmar konstaterar att tre av dem brustit. Komponenterna
antas ha konstant felintensitet A. Beréikna maximum-likelihood-skattningen av A genom att betrakta
den stokastiska variabeln X, antal komponenter som brister inom 3000 timmar. (5 p)

Uppgift 3

a) I foljande system

fungerar komponenterna oberoende av varandra och komponenterna 1, 2 och 3 har den konstanta
felintensiteten 10~4, medan komponenterna 4 och 5 har felintensiteten 3-1075y/% (per timme, h=1).
Efter 1000 timmar brister systemet. Berédkna en lamplig felsokningsordning. (5 p)

b) Betrakta ett godtyckligt system om n oberoende komponenter. Komponenent 1 har vid en viss
tidpunkt funktionssannolikheten p; = 0.8 och Birnbaums tillforlitlighetsmatt for komponenten &r
IB(1) = 0.87.

En redundans sétts in vid komponent 1 genom att den ersétts med en parallellkoppling av tva
komponenter, som fungerar oberoende av varandra och bada med sannolikheten p; = 0.8. Berékna
Birnbaums tillférlitlighetsmatt for var och en av dessa komponenter. (5 p)

Uppgift 4

Tva identiska pumpar finns i ett parallellsystem. Nir en pump ar trasig dr den andra mer belastad.
Pumparna har konstanta felintensiteteter: Ay = 1,5 - 107#(h™!) vardera da bada fungerar och
Ar = 3,5-10"4(h~1) d& bara en fungerar. Dessutom kan bada pumparna ga sénder genom en yttre
belastning (common cause failure) och denna har en konstant intensitet Ay = 3-1075(h™!) och dessa
yttre ”chocker” paverkar bada pumparna oavsett hur manga av dem som fungerar. Reparationer
tar exponentialfordelade tider med véintevirde 10 h och tva reparationer kan paga samtidigt.

a) Berdkna asymptotiska tillgéingligheten A(o0). (5 p)

b) Berdkna MTTF, dvs forvintad tid till forsta systemfel om systemet fran borjan bestar av tva
hela pumpar. (5 p)
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Uppgift 5

Det kan upplevas som en stor praktisk och teoretisk begrinsning att man i samband med Markov-
modeller méaste anta att livslingder dr exponentialfordelade, med det finns faktiskt mojlighet att
erhalla andra livslingdsfordelningar genom att pa ett listigt sdtt kombinera exponentialférdelningar.
Denna uppgift handlar om en sadan teknik.

I ett parallell-system enligt figuren har de ingaende komponenterna I'(2, \)-fordelade livslangder.
Nér nagon av dessa komponenter brister ersitts de med en ny likadan och utbytestiden &r expo-
nentialférdelad med véntevirde 1/u. Flera parallella utbyten kan ske.

r(2,A)

F(2,A)

Som bekant dr I'(2, \)-férdelningen den fordelning man far om man ldgger ihop tva oberoende
exponentialférdelade variabler som har felintensiteten A. Detta betyder att en komponent med
I'(2, A)-fordelad livslingd kan ses som genererad av f6ljande figur, dér alltsa delkomponent b kopplas
in efter det att delkomponent a brustit och att delkomponent b har vilofelintensitet 0 medan
belastade delkomponenter har felintensitet A.

S

a) Stall upp det ekvationssystem som (om det 16stes) skulle ge den asymptotiska tillgédngligheten
A(oco) for systemet av tva parallellkopplade komponenter med I'(2, A)-fordelade livsldngder. (5 p)

b) Stéll upp det ekvationssystem som (om det 16stes) skulle ge forvéintad tid till forsta systemfel
om man startar systemet med tva nya hela komponenter (dvs bestdm MTTF). (5 p)

Kommentar 1: Notera att Du ej behover 16sa ekvationssystemen utan bara stélla upp dem. De far
dock ej ges i “matrisform” utan skall vara “explicit” utskrivnal
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Uppgift 6

I foljande system

1]

har

Komponent 1 felintensiteten A;(t) = 1075¢.

Komponenterna 2,3 och 4 har alla felintensiteten A = 6 - 1073.

KompolrlSe/nterna 5 och 6 har Weibullférdelade livsldngder vars fordelningsfunktioner bada &r F'(t) =
1 — e—t%/4500

a) Berdkna sannolikheten att systemet fungerar vid tiden ¢ = 100 om komponenterna forutsétts
vara oberoende. (5 p)

b) Berékna en undre och 6vre grins fér samma sannolikhet om komponenterna bara forutsitts vara
associerade. (5 p)

Den som ej 16st a~delen far anvéinda sig av p; = 0.7, ps = p3 = p4 = 0.6 och p; = pg = 0.8.
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Uppgift 1

Av symmetri-skil behdvs bara 3 tillstand: 1=mitten, 2=kant, 3=horn. Vi far da 6vergangsmatrisen

0 1/2 1/2
rP=|1/5 2/5 2/5
1/3 2/3 0

och vi startar kedjan med p(® = (1,0,0).

a) Kedjan dr dndlig och irreducibel ty 1 — 2 — 3 — 1. Den &r dven aperiodisk eftersom pog > 0.
Alltsa &r kedjan ergodisk, dvs efter lang tid har den den (unika) stationéra férdelningen. Alternativt
kan man motivera ergodiciteten med att kolumn nr 2 &r strikt storre dn 0. Den efterfragade sanno-
likheten &r alltsa mo dér m = (71, 2, 3) uppfyller ekvationssystemet T = P och 71 + w9 + w3 = 1.
Vi far alltsa ekvationssystemet

1 1
™1 :3772‘1‘3773
Ty =im 4+ Zm+in
2 = 371 5712 3713
1 2
T3 :§7T1+57T2
1 =m+m+m3

Om man tar 2-ekvation 1-ekvation 2 erhalls m = 2m/5 vilket insatt i ekvation 1 ger w3 = 3m3/5.
Sétts dessa resultat in i “normeringsekvationen” erhalls mo = 5/10 och vi far 7 = (2/10,5/10, 3/10)
och den sokta sannolikheten &r alltsa 2/10=0.2.

b) Vi gor tillstandet 1 (dvs mitten) absorberande (utom nér vi startar i mitten). Med beteckningar
enligt formelsamlingen later vi ¢; vara forviantad tid tills absorbtion i mitten givet start i tillstand
1, i=2,3 och t1 forvintad tid fran mitten tills vi atervinder till mitten. Vi far da

t1 =1+%t2+%t3
to =1+%t2+%t3
t3 :1—}—%252

Om vi sétter in sista ekvationen i ekvation 2 erhalls to = 4.2 som ger t3 = 3.8 som slutligen ger
t; = 5.
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Uppgift 2

a) Total testtid &r T = 984+1365+8-2850 = 25149. Ett 90% konfidensintervall ges av (M, M) =

(462 126y — (0.32,2.50) - 1074 2T 2
50298 50298 Ty = .

b) Sannolikheten att en komponent brister inom 3000 timmar #ir 1—e 3002 och diirfor &r X €Bin(10,p)
med p = 1 — ¢392 Enligt ML-metoden skall vi skatta A sa att sannolikheten for observationen
x = 3 maximeras. Men sannolikheten &r (130) p3(1 — p)7 vilket man ser maximeras for p = 3/10
(relativa frekvensen), i detta fall p = 0.3. Men detta intriffar om 1 — e™3%00% = 0.3, d.v.s. da

_ 3y _ —lno7 _ —4
A== =500 =1.19-10"*.

Uppgift 3

a) Kritisk betydelse, I CR_eller Vesely-Fussels matt, IV kan anvindas. Vi beriiknar forst kompo-
nenternas funktionssannolikheter vid ¢ = 1000. Vi erhaller

PL=py =p3 = 6—10*41000 _ 01 0.9048,

Py =ps = o—3:107% [0 Ve _ ,—2:107%-1000%2 _ —2v01 _ (35313
Systemets strukturfunktion blir i linjar form ®(x) = (z12x2+x3—r12223)(T4+ 25— T4x5). Inséttning
av komponenternas funktionssannolikheter ger systemetets funktionssannolikhet h(p) = (p1p2+ps—
p1p2ps)(pa + ps — paps) = 0.7668. Vi far da

oh
(1) = o (P2 — pap3)(pa + ps — paps) och
1—-p)IP(1)
Ry = L=POITM) G 0y
W 1—h(p)
P& grund av symmetrin dr ocksa I¢%(2) = 0.0274. For komponenent 3 erhalls
oh
1%(3) = 7— = (1 — p1p2)(pa + ps — paps) och
Ips3
1—p3)IP
e G DL I
1—h(p)
Komponenterna 4 och 5 har samma matt och

1%(4) = g—;: = (p1p2 + p3 — p1p2p3)(1 — ps) = och
(1 —pa)IP(4)
1—h(p)

Vi far saledes sokordningen 4,5 — 3 — 1,2
Anvinder man IV erhalls IVF (1) = IVF(2) = 0.0388,1VF(3) = 0.0740 och IVF(4) = [VF(5) =
0.9223 och samma sokordning.

I8 (4) = = 0.9260

b) Lat I5(1) vara Birnbaums tillforlitlighetsmatt for komponent 1 i det ursprungliga systemet och
IB(1) vara Birnbaums tillforlitlighetsmatt for en av de parallellkopplade komponenterna i det nya
systemet. Vi visar forst att I2(1) = (1 — p1)IP(1). Det kan visas pa t.ex. ett av foljande tre sitt:
1. h.(p') = h(py + p1v — prp17,p2,--.,pn) diir 17 och 1”7 &r komponenterna i paralellkopplingen,
h(p) funktionssannolikheten i det ursprungliga systemet och h,.(p) i det redundanta. Vi far

~ Oh.(p)) Oh(p)

51 = = (kedjeregeln) = (1 — pys =
( ) apll ( ! & ) ( 1) (9p1 P1=p1/+P11 —P1D11

(1 —p1)I”(p)
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Notera att % inte beror pa forsta argumentet varfor den sista likheten géller.

2. Vi har I3(1) = h(11,p) — h(01,p) och IB(1") = h,(11/,p) — h,(01/,p). Men det inses litt att
h(11,p) = h,(11/,p) och att h,.(01/,p) = h(p). Om t.ex. komponent 1" &r defekt blir det resulterande
systemet (med en av de parallellkopplade komponenterna kvar) ekvivalent med det ursprungliga.

Vi far

1%(1") = hy(11/,p) = he(O1, p) = h(11,p) — h(p) = (pivotering)
= h(11,p) — (p1h(11,p) + (1 = p1)(R(01,p)) = (1 — p1)(h(11,p) — A(01,D))
=1 -p)IP(1)

3. IP(1') &r sannolikheten att systemet &r i sadant tillsind att 1’ &r kritisk for systemet. Men
att 1’ dr kritisk innebér att 1”7 &r defekt (annars 1’ irrelevant) och att systemet i évrigt i sadant
tillstand att det &r kristiskt for 1/, d.v.s. i samma slags tillstand som det ursprungliga. Eftersom
komponenterna fungerar oberoende av varandra &r sanolikheten for allt detta (1 — py)IP(1).

Insatta siffror ger nu omedelbart I2(1') = 0.2 - 0.87 = 0.174

Uppgift 4

1
Vi har en reparationsintensitet p = 0= 10~ = 1000 - 10~%. Vi later tillstinden vara E, = n

komponenter fungerar ej och vi far da dvergangsintensitetsmatrisen

-3.3 3 0.3
Q=10"%- (1000 —1003.8 3.8
0 2000  —2000

For att finna den stationéra fordelningen = = (g, 71, m2) 16ser vi ekvationen 0 = 7@ med bivillkoret
1 = mg + 71 + w2 som ger

0 = -=-33m + 1000w
0 = 3m — 1003.8m 4+ 20007
0 = 03m + 3.8 — 20007y
1 = 0 + T + T2
i . 3.3 . . .
Forsta ekvationen ger m = 1000 -y som insatt i 2:dra ekvationen ger

1 .
My = —— 1003.8-£—3 0
2000 1000

och dessa tva ger insatt i 4:e ekvationen (normeringsekvationen)

14 3.3 + 1 3.3-1003.8 — 3000 \ 1
T = ~N—
0 1000 ~ 2000 1000 1.00345627

och vi far

1 1003.8 - 3.3 — 3000
A(OO) =1- 9 = 1 <

— oA~ 1—1.56-10"%=0. 44
5000 000 ) o 56 - 10 0.9998
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Med beteckning ¢;; =forvintad tid till tillstand j givet start i tillstand j ser vi att MTTF = tgo. Vi

erhaller med ett stann-tidsresonemang att tgo = 33 10%+ ;—3t12 och t19 = 10;3.8 104 11)(())208 tos.
Vi far alltsa att tgo = %104 + % <10(}3.8 10* + 11)?)?308 t02> som ger
13
top = 10" - 3333 L0038 ~ 599 . 10",
©3.3-1003.8
Uppgift 5

Vi infor tillstanden

1="alla hela (dvs bada anvénder a)’,

2="ena komponenten anvéinder b, den andra a’,

3=’ena komponenten repareras, den andra anvénder a’,
4="bada kompenterna anvinder b’,

5=’ena komponenten repareras, den andra anvéinder b’,
6="bada komponenterna repareras’.

Vi far da 6vergangsintensitetsmatrisen

-2\ 2\ 0 0 0 0
0 —2X A A 0 0
I 0 —(u+XA) 0 A 0
@= 0 0 0 —2) 2\ 0
0 w 0 0 —(p+X) A

0 0 2% 0 0 —2u

Markovprocessen ér uppenbarligen irreducibel och alltsa ergodisk eftersom den &r &éndlig. Vi far den
stationéra (och eftersom den var ergodisk ocksa den asymptotiska) fordelningen 7 = (71, 72, - -+ , 7g)
genom att 16sa ekvationssystemet 0 = wQ) dér Z(f m; = 1. Bara tillstandet 6 innebér systemfel och
asymptotiska tillgéngligheten &r alltsa A(co) = 1 — mg. Ekvationssystemet blir

(

0 = —=2Am + pms

0 =2A\m — 2w + ums

0 =Amy— (u+ N3 + 2umg

0 = Amg—2\my

0 =Ams+ 2 my — (u+ \)ms

0 = A5 —2umg

1 =m+me+m3+my+ 75+ 76

Anm. Losningen blir. m = [u?, 212, 2\u, p2, 22, A2] /(A + 2p)? och saledes A(oo) = (A +4p?) /(A +
21)2.

b) Vi gor om tillstand 6 till ett absorberande tillstand. Lat ¢; vara forvintad tid tills absorbtion i
tillstand 6 givet start i tillstand ¢, ¢ = 1,2,3,4,5. Vi soker t1 = MTTF.
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Med stann-tidsresonemang erhalls ekvationerna

1

t1T, = —+1s

t —2f\+1t+1t

2 T 9y T2 T oM

by o— M N
s %+A u+A1 u+A5
ty = — 4t

4 =T

by o= My

° B+ A u+A2

och ur detta ekvationssystem skall vi alltsa bestimma, ¢1.
Anm. Losningen blir ¢ = 1/2 - (4p® + 120 - A+ 11 - A2) /(A2 (p + 2))).

Uppgift 6

a) Vi betecknar funktionssannolikheterna for komponent ¢ vid ¢ = 100 med p;
100
p1 = exp (—105/ tdt) = 670'05, P2 = pP3 = pqg = €Xp (—6 -1073 . 100) = 670'6,
0

P5 = pe = €xXp (—1001'5/4500) = ¢ 02222 — (.80.

Systemet bestar av tre delar kopplade i serie. For den andra delen (2 av 3’-delen) har vi funktions-
sannolikheten p3 + 3p3(1 — p2) = e 18 + 3. e 12(1 — ¢796) =~ 0.573. For den tredje delen har vi
ett parallell-system som har funktionssannolikheten ps + pg — pspg ~ 20702222 — ¢~ 04444 (9 963
vilket ger funktionssannolikheten for systemet till e=995 . 0.573 - 0.963 ~ 0.525.

b) Vi berdknar forst minimala véigar och avbrott. De minimala vigarna blir
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{1,2,3,6},{1,2,4,6},{1, 3,4,6}. Detta ger (eftersom Hz‘esj p; har

samma vérde pga symmetrin for alla minimala vigar) att

11 pi = prpapsps = e 47 ~ 0.2295

i€S;
utgor en undre grans for funktionssannolikheten. Minimala avbrott blir K = {1}, Ky = {2,3}, K3 =
{27 4}7 Ky = {37 4}7 K5 = {57 6} som ger

I1 »i =p1 =% =~ 0.9513
€K1

H pi = H pi = H pi=1—(1—p2)(1 —p3) =p2+p3 —pops =2¢ 2% —e 12 = 0.796
1€ Ko i€K3 €Ky

TT #: = ps + 16 — pspe = 2702222 — ¢=0:4444 0 96
i€Ks5

varav foljer att 0.2295 < p < 0.796 déir p = systemets funktionssannolikhet.




