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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2937 (f d 5B1537) TILLFORLITLIGHETSTEORI
LORDAGEN DEN 23 OKTOBER 2010 KL 13.00-18.00.
Eraminator: Gunnar Englund, tel. 7907416, e-postadress: gunnare@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik grundkurs for D2 och F2,
formelblad i tillforlitlighetsteori. Miniréknare.

Resultatet rapporteras till Ladok senast 3 veckor efter tentamen och finns dérefter tillgéngligt
via ”Mina sidor”. Den som vill fa sitt resultat meddelat via e-post, kan skicka ett e-brev till
gunnare@math.kth.se med begéran om detta.

Inférda beteckningar skall definieras. Resonemang och genomférande av utrdkningar skall vara sa
utforliga att de dr latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Gréansen for godként &r 24 poédng. Komplettering till godként betyg medges fér de med 22-23
poang.

Uppgift 1
En Markovkedja har tillstanden {1,2,3} och 6vergangsmatrisen

0.3 03 04
P=|[04 03 03
0.2 04 04

Markovkedjan har vid tidpunkt O tillstandet 1.

a) Bestdm véntevirdet av antalet steg tills kedjan besokt tillstand 3 tva ganger. (6 p)
b) Visa att kedjan har en asymptotisk férdelning samt beridkna denna. (4 p)
Uppgift 2

a) En viss slags komponent har en exponentialférdelad livslingd med vintevéirde m. For att skatta
m provades i 20 provbénkar komponenter tills 10 fel erhallits. Felaktiga komponenter ersattes med
felfria. Efter 15 840 timmar erhélls det 10:e felet. Berikna ett 95% dubbelsidigt konfidensintervall
for m. (5 p)

b) Ge ett 95% konfidensintervall for sannolikheten att en komponent fungerar minst 25 000 timmar.
(5 p)
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Uppgift 3

I foljande system &r komponenterna oberoende av varandra och har alla felintensiteten
A=2-10"3p71.

1 2

3 4
Berékna
a) strukturfunktionen i grundform. (2 p)
b) forvéntad livsléingd. (2 p)
c) variansen for livslangden. (3 p)

d) approximativt sannolikheten att det under 10° timmar gjorts med #n 250 byten da hela systemet
bytes ut mot ett felfritt da det gar sonder. Utbytestiden &r férsumbar. (3 p)

Ledning: Man kan ha nytta av formeln
[ee]
EX")=r- / "1 = Fx(z))dz, >0
0

dér X &r en icke-negativ stokastisk variabel med fordelningsfunktionen Fx. Man kan &ven ha nytta
0 r _g .
av att fo x"e " dxr = r! om r ar heltal.

Uppgift 4

Ett system bestar av tva parallellkopplade komponenter A och B som bada har felintensitet A. Da
en av komponenterna gar sonder tillkallas en reparator. Tiden tills reparatéren kommer pa plats
ar exponentialférdelad med véntevirde 1/v och dérefter dr reparationsintensiteten . Om ytterli-
gare en komponent gar sonder medan han haller p4 med en reparation, paborjar han omedelbart

reparation av den andra da den forsta fardigreparerats.
A=10"%p=10-10"3 och v =20 -1073(h7!)

Bestdam asymptotisk tillginglighet. (10 p)
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Uppgift 5

I systemet ovan dr komponenternas livslingder associerade (vilket medfor att deras tillstandsva-
riabler vid varje tidpunkt dr associerade). Alla komponenter har felintensiteten .

a) Ange minimala vigar respektive minimala brott. (2 p)

b) Ge en 6vre och undre grins for systemets funktionssannolikhet vid tidpunkten ¢. (5 p)

c¢) Ge en 6vre och undre grins for systemets forvintade livslangd. (3p)
Uppgift 6

1 3

a) I systemet i figuren fungerar komponenterna oberoende av varandra och har funktionssannolik-
heter

pP1 = 0.95 P2 = 0.9 pP3 = 0.8 P4 = 0.7 pPs = 0.75

Berédkna sannolikheten att systemet fungerar. (4 p)
b) Berikna Birnbaums tillférlitlighetsmatt for komponent 1, I7(1). (3 p)
c) Berikna Vesely-Fussels tillforlitlighetsmatt for komponent 5, IV (5). (3 p)
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Uppgift 1

a) Gor om kedjan sa att 3 blir ett absorberande tillstand. Om vi later ¢;=f6érvéntat antal steg fran
tillstand 7 till tillstand 3 sa soks t1 + t3. Vi far

t1 =1+0.3t; + 0.3t3 och t9 = 1 4+ 0.4¢1 + 0.3t3 och t3 = 1 + 0.2¢7 + 0.4¢5.

Forsta ekvationen ger ¢; = 1/0.7 + ¢20.3/0.7 som insatt i den andra ekvationen ger

to =1+ 1 + 12t + 3t
S A (TR T
dvs to = 110/37 som ger t; = 5= + 249 = 100/37 som ger
100 110 101
t3=14+02—+04— = —
Ty P T

som till slut ger ¢; 4 t3 = 201/37 ~ 5.43.

b) P-matrisen #r fylld och detta innebér att kedjan &r ergodisk och har en unik asymptotisk (och
stationér) fordelning 1 = (my,m2,m3) som uppfyller # = wP och 7 + my + m3 = 1. Detta ger
ekvationssystemet

m = 0.3m + 0.4m9 4+ 0.273

mo = 0.3m 4+ 0.3m9 + 0.473

m3 = 0.4m + 0.3m9 + 0.473

1 =T + 7o + T2
Detta ger m = 30/101, my = 34/101 och 73 = 37/101.
Svar: m; ~ 0.297, me = 0.337, w3 ~ 0.366

Uppgift 2

a) Total testtid T = 20 - 15840 = 316800. Vi har vidare xZ y5(2 - 10) = 34.2, och xZ g75(20) = 9.59.
Konfidensintervall fér m = 1/ (X felintensitet) som ger

< 2T 2T
X8.025(20) " X3 975(20)

b) Livslingden betecknar vi med X. Vi far da P(X > 25000) = ¢~ 225000 — ¢=25000/m Konfidensin-
tervallet ges da av

) — (18453, 66063).

<e—25000/18453’e—25000/66063> — (0.258, 0.685).

Uppgift 3
a) Minimala vigarna #r {1,2}, {1,4} och {3,4} som ger

O(x) =1— (1 —z122)(1 — z124)(1 — 2374) = 122 + T1X4 + T3T4 — T1T2T4 — T1T3T4.
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b) R(t) = 3e7?M — 2¢73M enligt a-delen. Vi far alltsa

BE(T?) = 2/ tR(t)dt = 6/ te2Mqt — 4/ to—3N gy —
0 0 0
6 o0 4 00 19
(2)\)2 /0 ue U (3)\)2 /o ue u Dy

o® =V(T) = B(T?) — (E(T)*

Harav fas att

= ooy = 20278,

d) Vi anviider fornyelseteori. Om N = antalet byten efter 105k s& giller att N dr approximativt

10° 210°
N <— 7 ) ~ N(240,11.2)

m m3

som ger att

250 — 240
P(N >250) ~1—® <7> ~1—®(0.89) ~ 0.19.

11.2 T

Uppgift 4

Markovmodell!

Infor tillstanden:

FEy= bada komponenterna fungerar

FE1= en fungerar, vantan pa reparator

FE5= en fungerar, reparation pagar

FEs3= ingen fungerar, vintan pa reparator

FE4= ingen fungerar, reparation pagar Vi har intensitetsmatrisen

—2\ 2X 0 0 0 -2 2 0 0 0

0 —(r+2X) v A0 0 —21 20 1 0

Q=1 n 0 —(p+X) 0 X [|=103[10 0o -11 0 1
0 0 0 v v 0 0 0 —20 20
0 0 m 0 —pu 0 0 10 0 -10

Asymptotisk fordelning uppfyller 7@ = 0 vilket ger

0= —2my+ 10m

0= 2my—21lm

0= 20m — 11wy + 10my
0= m —20ms

0= mo+ 20m3 — 1074

1= moy+m+me+m3+my




forts tentamen i SF2937 10-10-23 3

som ger

5 21’ T 20 2100 ™ T 10 50 ' 105
Insatt i normeringsekvationen ger detta

I S S 1
7T PR — [ —_— — p—
0 21 "5 " 210 ' 50 ' 105

dvs mp &~ 0.7521 som i sin tur ger 7 ~ (0.7521,0.0716, 0.1504, 0.0036, 0.0222) och eftersom systemet
fungerar i tillstanden Ey, Eq, E2 blir asymptotiska tillgingligheten A(oo) = mg 4 m + mo &~ 0.9742

2 1 1
M= m =20 my= it 1O 4=E+27T3:7TO< +—>

Uppgift 5

a) Vi har de minimala véigarna
{1,4},{1,3,5},{2,5},{2, 3,4} samt de minimala brotten
{1,2},{4,5},{1,3,5},{2,3,4}.
b) Av a-delen inses att
max H oM 2N
icS;

samt

och saledes far vi

¢) Vi far

Uppgift 6

a) For att fa funktionssannolikheten berdknar vi forst strukturfunktionen. Enklast &r att pivotera

kring 1. Om z1 = 0 far vi f6ljande system
N

@(01,&) = X2 (1 — (1 — 1‘4)(1 — .%'5)) = 1‘2(.%’4 + x5 — 1‘4.%'5)

och for x1 = 1 far vi foljande system

60
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50

O(ly,z) = 1= ((1—23)(1 —z4)(1 — 25))

som ger
Px) =21 (1— (1 —23)(1 —x4)(1 —x5)) + (1 — x1)x2(24 + 75 — T45)

dér @ &r i grundform. Vi sétter till slut in x; = p; och erhaller funktionssannolikheten

h(p) = p1(1 = (1 = p3)(1 = pa)(1 = ps)) + (1 = p1)pa(ps + ps — paps)
vilket med siffror insatta ger viardet 0.977375.

b) Derivera h(p) med avseende pa p;. Vi erhaller

B _ oh(p)
I°(1) = i

I siffror fas I5(1) = 0.1525.

¢) Minimala brott ddr 5 ingar dr {1,4,5} och {3,4,5}. Pa grund av oberoendet &r sannolikheten att
alla komponenter i nagot av dessa minimala brott inte fungerar #r P(5 trasig, 4 trasig och (1 eller 3
trasig))= P(5 trasig) P (4 trasig) P(1 eller 3 trasig)= P(5 trasig)P(4 trasig)(1-P(1 och 3 hela)= P(5
trasig) P(4 trasig)(1-P(1 hel) P(3 hel))= (1 — p5)(1 — p4)(1 — p1ps3).

Vesely-Fussels tillforlitlighetsmatt blir saledes

)=1—(1—p3)(1 —ps)(1 — p5) — p2(pa + p5 — Paps)

IVF(5) = (1 —p5)(1 —pa)(1 — pips)
1 —h(p)
vilket i siffror ger IV (5) = 0.7956.



