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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1924 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
MANDAG 12 AUGUSTT 2019 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt varde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mdjliga svarsalternativen. Studenter som ar godkénda
pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre upp-
gifter. Gransen for godként ar prelimindrt 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med, preliminért, 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkénda pa del I och podng pa del II kriavs for hogre betyg dn E. Pa denna
del skall resonemang och utrdkningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att de ar ldtta att
folja. Inforda beteckningar skall férklaras och definieras och numeriska svar skall anges med minst
tva vérdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa datorlaborationen far 4 bonuspoéng
pa del II pa ordinarie tentamenstillfiallet och det forsta omtentamenstillfillet.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

For handelserna A, B och C géller att P(ANBNC)=0.1, P(A) =0.5 och P(B | A) =0.4.
Berékna P(C' | AN B).

A: 0.10
B: 0.25
C: 0.40
D: 0.50
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Uppgift 2

En kontinuerlig stokastisk variabel X har fordelningsfunktionen

0 om x < 0,
Fx(z)=<1.22  om0<z<2,
1 om x > 2.
Beriikna D(X).

A: 0.22

B: 0.47

C: 0.69

D: 0.89
Uppgift 3

Lat X7, X, .... Xy vara stokastiska variabler sadana att varje X; € U|0, 6], och Y7, Y5, ....Y3q vara
stokastiska variabler sadana att varje Y; € U[0, 2]. Vidare &r alla stokastiska variabler oberoende.
Bestdm V(X —Y).

Uppgift 4
X € N(2,2). Bestam a sa att P(|X]| < a) = 0.95.

Uppgift 5

I fotbolls-VM 2019 fanns 6 grupper med 4 lag i varje. Vidare fran gruppspelet gick féorutom de
tva béasta lagen fran varje grupp dven de 4 bésta grupptreorna. Lat oss anta att var och en av
de 6 grupperna har samma sannolikhet att ”"producera” en grupptrea som gar vidare. Bestam da
sannolikheten att de 4 grupptreorna som gar vidare kommer fran grupperna A,B,C, och E.

A: 0.002
B: 0.033
C: 0.042

D: 0.067

Uppgift 6

X och Y &r oberoende stokastiska variabler sadana att X € Po(0.4) och Y € Po(1.2). Bestam
PX+Y =2).
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Uppgift 7
Antag X € N(u,0) och Y € N(2u,20). Vidare antar vi att de stokastiska variablerna X och Y
ar oberoende. Vi skattar p med

/‘Lst = +

N R
ENES

och skattar o med

« * Y *
Oobs — \/(‘T - :uobs)2 + (5 - :uobs)2

Vi har vidare fatt de observerade virdena x = 7 och y = 15. Beriikna medelfelet av var skattning
av i utgaende fran denna information.

A: 0.25
B: 0.50
C: 0.75
D: 1.00

Uppgift 8
En stokastisk variabel X har téathetsfunktionen
-2 | O<z<l1
fx(@) =149 £6.

Y

Vi har tva oberoende observationer: x; = % och xy = %1.

Bestam Minsta-kvadrat-skattningen av 6 utifran detta.

A: 0.2
B: 04
C: 0.6

D: 0.8
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Uppgift 9

Vid ett reningsverk méts dagligen syrekoncentrationen i vattnet (mg/l). Métningarnas resultat
anses vara utfall av oberoende stokastiska variabler som foljer N (u, o)-fordelning dar o betecknar
standardavvikelsen. For en manads métningar blev summan av de 31 métviardena 69.70 och
stickprovsvariansen 1.2772. Ange den ovre grinsen till det ensidigt uppat begrinsade 95%-iga
konfidensintervallet for .

Uppgift 10

Antag att X € Bin(200,p). Vi gor ett forsok och far + = 23. Ange den 6vre grénsen for det
tvasidiga konfidensintervallet [, for p. Anvéind approximativ konfidensgrad 95%.

A: 0.152
B: 0.159
C: 0.162
D: 0.776

Uppgift 11

Vi antar att X € Exzp()\). Nollhypotesen Hy ar att p = 4, ddr p = E(X). Mothypotesen H; ar
att ;> 4. Vi har en observation : x = 8. Bestdm testets p-vérde.

A: 13.5%
B: 39.3%
C: 60.7%
D: 86.5%
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Uppgift 12

Den trendiga badbutikskedjan Poolen och Plurret séljer bl.a. badbyxor. Badbyxorna finns i fy-
ra olika farger. Tabellen nedan visar antalet salda badbyxor av respektive firg i respektive ars
undersokning.

Farg Bla Svart Gréon Rod
Foregaende ar | 943 357 498 202
Innevarande ar | 860 347 476 317

Nollhypotesen Hy ér att fordelningen av fargerna ar oférandrad mellan de bada undersokningstillfallena.
Mothypotesen H; dr da att det skett en fordndring.

Man gor en viss typ av y2-test och far Q= 29.94

Vilken slutsats kan man dra da man fatt dessa data?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%.
B: H, kan bade forkastas pa risknivan 1% och risknivan 5%.
C: Hj kan forkastas pa risknivan 1% , men inte pa risknivan 5%.

D: Hj kan forkastas pa risknivan 5% , men inte pa risknivan 1%.
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Del 11

Uppgift 13

Foretagen A och B levererar en viss typ av maskinkomponenter. Livslangden fér en maskinkom-
ponent fran foretag A kan betraktas som en Exp(1)-fordelad stokastisk variabel och livslingden
for en maskinkomponent fran foretag B kan betraktas som en Exp(2)-fordelad stokastisk variabel.
Vid en industrianldggning dér dessa komponenter anvinds i stor skala férvaras 100 komponenter
fran foretag A och 200 komponenter fran foretag B. Dessutom har komponenterna blandats och
inga yttre markeringar avsléjar tillverkaren.

a) Vad &r sannolikheten for att en komponent plockad pa mafa ur industrianlédggningens lager
kommer att ha en livslangd som Overstiger 27 (5p)

b) Givet att ett en komponent plockad pa mafa ur industrianlaggningens lager har en livslingd
som overstiger 2, vad dr sannolikheten for att komponenten kommer fran foretag B? (5 p)

Uppgift 14

En person erbjuds att mot insatsen a kr fa delta i féljande spel: En vanlig tdrning kastas upprepade
ganger, tills ettan kommer upp for forsta gangen varvid spelet slutar. For varje kast som ej givit
en etta far personen 1 kr. Bestam insatsen a sa att spelet blir rattvist, dvs sa att a &r lika med
vantevirdet av antalet kronor som personen erhaller. (10 p)

Uppgift 15

For att undersoka om en forpackningsmaskin ar ratt instélld gors foljande forsok. Fem enheter tas
ut. Dessa véges forst med innehall och sedan utan innehall. Foljande resultat erholls:

Enhet nr 1 2 3 4 5
(i) 114 124 115 117 123
(ii) 18 23 19 20 24

dar (i) star for uppmétt vikt for forpackning med innehall och (ii) star fér uppmétt vikt for
forpackning utan innehall.

Vi antar foljande statistiska modell. Vigningarna av de tomma férpackningarna betraktas som
utfall av oberoende stokastiska variabler X1,. .., X5, dir X} € N(uy, 01). Konstanterna pq, . . ., iis
ar saledes forpackningarnas ”sanna” vikter. Viagningarna av de fyllda forpackningarna betraktas
som utfall av oberoende stokastiska variabler Y, ..., Ys dir Y, € N(ux + A, 02). Konstanten A
svarar saledes mot den vikt som forpackningsmaskinen &r instilld pa att fylla i. Bade oy, som
svarar mot spridningen hos vagens mitfel och o5, som svarar mot spridningen hos summan av
forpackningsmaskinens och vagens métfel &r okédnda.

a) Bestam ett 95% konfidensintervall for A. (7 p)

b) Testa hypotesen A = 100 mot alternativet A # 100 pa signifikansnivan 5%. Det ska klart
framga om hypotesen forkastas eller ej. (3p)
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Uppgift 16

I en understkning av Sveriges &dlgstam var man intresserad av forekomsten av en viss gen, som
antingen saknas, finns i enkel uppséttning eller finns i dubbel uppséttning hos de olika &dlgarna.
Man kontrollerade 1000 pa mafa valda &lgar och konstaterade att 11 st hade genen i dubbel
uppsattning, 187 st hade den i enkel uppséttning och att de 6vriga 802 dlgarna saknade genen.
Som teoretisk modell antog man att antalet gener av den aktuella typen hos en dlg &r Bin(2, p)-
fordelad och att de olika undersckta élgarnas gener var oberoende av varandra.

a) Beriikna Maximum Likelihood-skattningen av p baserad pa ovanstaende data. (5 p)

b) Teknologen Osquarulda kénner inte till ML-metoden, men kom pa intuitiva grunder fram till

1+ 27
att p borde skattas med p* = W dar x; = antalet dlgar (av de 1000 undersokta) som hade
genen i enkel uppséttning och zo = antalet dlgar som hade genen i dubbel uppséattning. Undersok
om p* ar en vintevirdesriktig skattning av p. (2 p)

¢) Osquarulda vill dessutom riikna ut ett approximativt 95%-igt konfidensintervall for p baserad
pa sin skattning. Din uppgift dr att utfora detta! (3 p)

Ledning och varning: x; och x5 &r ej utfall av oberoende stokastiska variabler. Fundera i stéllet
over tolkningen av x; + 2x5 nir Du loser c-delen.

Lycka till!



&

LN,
*J}KTHS*K‘

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

S e

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1924 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
MANDAG 12 AUGUSTTI 2019 KL 8.00-13.00.

Del I
Uppgift 1
Vi har P(CNANB) P(ANBNC)
nAaAnN NbN
P AN B) = {def. av betingni = =
(C'| AN B) = {def. av betingning} PANB) P(AN B)
B 0.1 0.1 0.1 _ 05,
P(B\A)P() 04-05 02 —
Uppgift 2
Vi har
0 om x < 0,
1’ om0 <z <2,
1 om x > 2,
vilket ger
% om0 <z <2,
0 annars.
Detta ger
2 1 1,17 4 ‘o1 L)
E(X):/ zr--—xdr=|=-23| == och E(X2):/ ? - —xdr = |z2t| =2,
0 2 6 0 i 0 2 8 0
vilket ger
) 16 2 ) 2
V(X):E(X)—(E(X)) —2—§:§ochsaledes D(X) = §=ﬂ-
Uppgift 3
_ - _ _ o2 o2 3 %
X —Y)=ober=V(X Y)=—"+-"2=—+4+==0.161
V( ) =ober = V(X) 4+ V(Y) nr+nx 50 30 0.16

Uppgift 4
P(lX|<a)=09 < P(—a < X <a)=0.95.
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Gor om till N(0,1) da X € N(2,2).

—a— 2 X -2 a— 2
P —0.95
< 5 S T3 <3 )

X —

2
Y = e N(0,1)

a— 2 a— 2

- )\0,025 == 196

=a=2-196+2=5.92

Uppgift 5
P(ABCE)= Antal gynnsamma utfall delat med antal mojliga utfall. =
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Uppgift 6
Eftersom X och Y dr oberoende och X € Po(0.4) och Y € Po(1.2) giller att Z = X +Y €
Po(0.4 +1.2) = Po(1.6). Da giller att P(Z = 2) = [tab 5= P(Z < 2) — P(Z < 1) = (.78336 —
0.52493 = 0.25843

Uppgift 7
. _x+y_7+15_29
Hobs =5 Ty =974 =7
1 1 1 1 o2
*:— X - Y:_2 _'2 2:_
Vi) = V) + V() = 0P+ o (200) =
D.v.s o
D(u*) = —
(n*) 7
medelfelet = i
o
D () s = Zobs
(M)b \/5

. ] y 29 15 29, V2
Oobs = \/(3? — [h)? + (5 — )t = \/(7 - Z)Q + (7 - Z)z =1

= medelfelet= }l =0.25
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Uppgift 8

n

MK-metoden (se §9.21 F.S.) Q = > (x; — p;(61, 0o, ...01))*

i=1

Vi behover

Mm:Egyz/em%x:

201 7! 0
:9{9+1]0:0+1

%ZOiQB_eiJ {(9111)2} +2{1_9+1} {(9111)2} =0

= MK-skattningen av 0 = g =0.6

Uppgift 9

Ett ensidigt uppat begriansat 95%-igt konfidensintervall for p da ett stickprov betraktas som
observationer pa N(u, o) ges som

31
1 S
IM = (—OO, E i:E 1 ZT; +t0,05(n — 1)_\/5)

31
Da n = 31,s*> = 1.2772 och Y x; = 69.70, samt #p05(30) = 1.70 blir den 6vre grinsen for
=1
_ 69.70 VI _
I, = %10 1 1.70¥1202 — 9 50
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Uppgift 10

Ovre grénsen &r

: )\0.025 =

Pops (L = Plys) . _ 23 \/0.115(1 —0.115)

Pobs + n ~ 200 200

v

0.115(1 — 0.115)
=0.11 .1.96 = 0.1
0 5+\/ 500 96 = 0.159

Uppgift 11
p-virdet = P(forkasta Hy) da Hy ar sann = [i detta fall] = P(X > 8) om u = 4.

p-vardet ar saledes

= /)\e_mdm = [—e™M]F = e 1% =0.135

8

Uppgift 12
Hér har vi homogenitetstest. Da dr antalet frihetsgrader i detta fall = (r-1)(s-1) = (4-1)(2-1) = 3.

Xeos(3) =T7.81. x2,,(3) =11.3. Q =29.94. Alltsa dr Q storre dn bade x3 o5(3) och X3, (3).

Detta medfor att vi forkastar Hy bade pa 5%-nivan och 1%-nivan.
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Del 11

Uppgift 13

a) Vi infor de bada stokastiska variablerna

X 4 = livslangd for en komponent fran foretag A,

Xp = livslangd for en komponent fran foretag B.

Enligt uppgift har vi X4 € Exp(1) och Xp € Exp(2). Dessutom betraktar vi hindelserna
L = {livslangd for en komponent plockad ur forradet > 2},

A = {komponenten &r fran foretag A} och B = {komponenten ér fran foretag B}.

Enligt uppgift har vi att P (A) = och P (B) = 2. Vi vill bestémma P (L) och enligt lagen
om total sannolikhet sa géller

P(L)y=P(LIA)P(A)+ P (L|B)P (B).
Eftersom X4 € Exp(1), sa har vi att
P(LIA) = P (X4 > 2) = /OO Ty = [—e TP = 2,
2
och pa samma sétt har vi att
P(L|B)=P(Xp>2)= /oo 2 *dy = [—e "] = e,
2
eftersom Xp € Exp(2). Dérmed fas
o 1

P(Ly=e?--+e*.

~ 0.0573.
3

Wl N

Svar: Sannolikheten att en pa mafa vald komponent har en livsldngd som Overstiger 2 dr
5.7%.

Med beteckningarna fran uppgift a), sa soker vi nu P (B|L). Enligt Bayes sats, sa giller det

att
P(L|B)- P (B) et 2
P (B|L) = B D) = T ~ 0.2130.

Svar: Sannolikheten att en pa mafa vald komponent som har en livslangd som 6verstiger 2

kommer fran foretag B ar 21.3%.
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Uppgift 14

Vi infér den stokastiska variabeln X = {antalet kast till och med forsta ettan} och inser att X &r
ffg(1/6)-fordelad, dvs

1 5 n—1
P(X=n)=-|(= , forn=1,2 ...
6 \6
Enligt formelsamlingen sa giller E(X) = ﬁ = 6. Lat nu den stokastiska variabeln Y beteckna

antalet kast fore forsta l:an, dvs Y = X — 1, vilket ger E(Y) = E(X —1) = 6 — 1 = 5. Enligt
uppgiften, sa ska vi villja a = E(Y'), vilket ger a = 5.

Svar: Insatsen ska véljas till a = 5.

Uppgift 15

Typsituation for stickprov i par. Bilda skillnaderna (med innehall — utan innehall). Nya data blir

96, 101, 96, 97, 99, som &r utfall av N(u + A — pg, /0% + 03)= N(A,0), dir 0 = \/0? + 03.
a) Ett 95% konfidensintervall for A blir (se formelsamlingen avsnitt 10.1 och 11.2):

T+ t0.025(5 — 1) =

<

dar £ = 97.8 och

1
§% = 1 (96 4+ 101* + 96° + 97° + 99° — 5 - 97.8%) = 4.7.

Konfidensintervallet blir

VAT
97.8 £2.78 - Y~ = 97.8 £ 2.7 = (95.1;100.5).

V5

b) Eftersom 100 tillhor intervallet i a-uppgiften kan vi inte forkasta hypotesen Hy : A = 100 pa
signifikansnivan 5%.

Uppgift 16

Lat U; = antalet av genen som &lg nr ¢ har, i = 1,2,--- ,1000. Uy, Us, - - - , Ujggo &r oberoende och
ar alla Bin(2, p)-fordelade, dvs

P(U; =0)=(1-p)*, PU=1)=2p(1-p), PU =2)=p

Vi observerar att xo st (=11) U;mn &r 2, 27 st (=187) U;:n dr 1 och att 1000 — z7 — x5 st (=802)
st U;:n ar 0. Likelihoodfunktionen blir da

1000

L(p) = H P(Ui = ul) = (pz)f‘f2 (2]9(1 _ p))zl ((1 N p)z)looofxrm _

2xo+1x1 (1 _ x1+2000—2x9—2x1 2I1 xr1+2x2 (1 _ p) 2000—2z9—x1 211

=p ) =p

som ger
In L(p) = (z1 + 222) Inp + (2000 — 225 — 1) In(1 — p) + 21 In 2.
Vi far
dln L(p)  x1+ 2z 2000 — 2x9 — x4

dp D 1—-p
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dlndi(P) =0 ger

*

T1 42z 187+ 2-11
p —=

= = 0.1045.
2000 2000 DAL

b) z; ar ett utfall av X; som ar Bin(1000,2p(1 — p)) och vidare ar x5 ett utfall av X, som &r
Bin(1000, p?). Vi far

E(X3y+2£xx5»-—-QL-(umo-zpa-—py+2-1omnﬁ)::p

2000

X, + 2X, 1
E * :E =
v") ( 2000 ) 2000 ¢

dvs p* ar en véntevérdesriktig skattning av p.

¢) Vi noterar att x; + 2z, ar antalet ”genpositioner” som dr besatta av genen. Eftersom U; var
Bin(2,p) och de ér oberoende, ér det ”oberoende lottningar” vid varje genposition. Alltsa géller
att X7 + 2X, dr Bin(2000, p).

Eftersom vidare np(1 — p) ~ 2000p*(1 — p*)=2000 - 0.1045(1 — 0.1045)=187.1595 > 10 &r nor-

malapproximation tillaten, dvs X; 4+ 2X5 &r approximativt N (2000]9, 2000p(1 — p)> och p* &r

p(l —p)
2000
alltsa med approximativa metoden (FS 12.3)

alltsa approximativt N (p, . Ett approximativt 95%-igt konfidensintervall fér p blir

0.1045(1 — 0.1045)
2000

p*(1 —p*)
2000

P % Xo.o2s =0.1045 £ 1.9600\/ = (0.1045 4 0.0134.




