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TENTAMEN I SF1917/SF1919 TILLAMPAD STATISTIK,
TISDAG 11 JANUARI 2022 KL 08.00-13.00

Examinator: Mykola Shykula, 08-790 6644.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, benimnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mgjliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som ar godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoréikna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa den hér tentan och vid
omtentamen i april 2022. Grénsen for godként ar preliminért 9 podng. Mojlighet att komplettera
ges for tentander med, preliminért, 8 poang.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéang. Del II rittas bara for
studenter som #r godkdnda pa eller far komplettera del I och poédng pa del II krdavs for hogre
betyg én E. Pa denna del skall resonemang och utrdkningar skall vara sa utforliga och val moti-
verade att de &r latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska
svar skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa den
andra datorlaborationen far 3 bonuspoédng pa del II pa det hér ordinarie tentamenstillfiallet och
omtentamenstillfédllet i april 2022.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Olivia har pollenallergi och blir tdppt i ndsan med sannolikhet 75% givet att det finns hoga halter
av pollen i luften. I vanliga fall (dvs. givet att det inte &r hoga halter av pollen i luften) har hon
bara 12.5% sannolikhet att vara tappt i ndsan. En morgon visar pollenprognosen att sannolikheten
for hoga pollenhalter dr 20% i staden déir hon bor, men hon mérker dnda att hon blir tAppt i ndsan.
Vad &r sannolikheten att det &r hoga pollenhalter i luften givet att Olivia har tadppt nésa?

A: 0.15
B: 0.40
C: 0.60
D: 0.75



forts tentamen i SF1917/SF1919 2022-01-11

Uppgift 2
Den stokastiska variabeln (X, Y") har tiathetsfunktionen

_ 2
cx e ™Y, om x>2, y>0,

fX,Y(%y) = {

0, annars.

Bestam konstanten c.

A: c=28

B:c=4

C:c=2

D:ec=1

Uppgift 3
De diskreta stokastiska variablerna X och Y ar oberoende och har sannolikhetsfunktionerna
k
px (k) = yﬂ for k=0,1,2,3,...
respektive
RY
py(j) = 76*3 for 7=0,1,2,3,....
4!

Berikna vintevirdet E(X? — XY).

A: 2

B: 0

C: =2

D: -4

Uppgift 4

Lat X € U(0,2) och Y € U(0, 3) vara tva oberoende stokastiska variabler och sétt
Z =min(X,Y). Berdkna sannolikheten P(Z < 1).
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Uppgift 5

En kommitté med 8 medlemmar ska bildas av en grupp bestaende av 8 mén och 8 kvinnor. Om
valet av kommittémedlemmar gors slumpméssigt, vad dr sannolikheten att exakt hélften av dessa
ledaméter ar kvinnor?

A: 0.14
B: 0.19
C: 0.27
D: 0.38

Uppgift 6

Lat X och Y wvara oberoende normalfordelade stokastiska variabler dar vi har vanteviardena
E(X)=1och E(Y) = 2. Standardavvikelserna d&r D(X) = D(Y) = 0.1.
Berikna P(|X +Y — 3| < 0.01)

A: 0.03
B: 0.06
C: 0.94
D: 0.97

Uppgift 7

En vaccinmottagning har drop-in och haller 6ppet sex timmar pa lérdag samt fyra timmar pa
sondag. Vi kan darfor anta att antalet personer som vaccineras pa lordagen foljer en Po(66)-
fordelning och antalet personer pa sondagen foljer en Po(460)-fordelning. Om 43 personer vaccine-
rades pa lordagen och 37 pa sondagen, berikna minsta-kvadrat-skattningen for 6.

Uppgift 8

Vid en kvalitetskontroll plockar man slumpmaéssigt ut 1000 enheter fran produktionen och antar
att varje enhet man undersdker har samma sannolikhet att vara felaktig. Antal felaktiga enheter
som man hittar kan ses som en stokastisk variabel X. Anta att 90 av de 1000 undersokta enheterna
ar felaktiga och vi ddrmed skattar andelen felaktiga i produktionen till 0.09. Ange medelfelet for
denna skattning.

A: 0.009
B: 0.018
C: 0.030
D: 0.045
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Uppgift 9
Fran ett normalférdelat stickprov erhalls observationerna 2.82, 4.25, 2.96, 3.73, 3.32. Ange ett 95%

uppat begréinsat konfidensintervall for vantevérdet.

A:

(
B: (
C: (—00,4.14]
D: (

Uppgift 10

Lat z = 137.0, y = 208.0, s2 = 92.5, 33 = 163.0, n, = 5 och n, = 5 vara givet och antag att
X; € N(ps,0,) och Y; € N(uy,,0,) samt att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende. Ange
undre grénsen for det approximativt 99%-iga tvasidiga konfidensintervallet /,,,_,, om vi antar att

Oy # 0y,

A: —85.0
B: —89.4
C: —=95.0
D: —98.8

Uppgift 11

Antag att den stokastiska variabeln X &r exponentialfordelad med intensiteten A. Dvs X € Exp(\).
Vi stéller upp Hy : p = 3, dér p = E(X). Vi vill testa nollhypotesen Hy mot alternativet Hy : 1 = 6
och forkastar Hy till forman for mothypotesen H; om observationen x > 5. Bestam testets styrka.

A: 0.19
B: 0.30
C: 043
D: 0.55
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Uppgift 12

I ett avancerat vixthus utfors ett experiment for att avgora om méngden belysning paverkar hur
mycket jordgubbar vixer. Belysningen méts med hjélp av ett belysningsindex och jordgubbarnas
vikt méts i gram. De forsta fyra erhallna observationerna foljer nedan.

Belysningsindex | 5 | 9 | 13| 15
Jordgubbsvikt (g) | 17 | 29 | 36 | 45

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

yZ:Oé—f—B‘T,L—i—ELL, Z-Il,...,4,

dar y; = jordgubbsvikt (g) beror av z; = belysningsindex och ¢; betecknar slumpméssiga fel.
MK-skattningarna av regressionskoefficienterna a och g blev o, = 4.08 respektive 8, = 2.63.

Vilket av de fyra svarsalternativen nedan motsvarar ett 90% konfidensintervall for den effekt som
belysningindex har pa jordgubbsvikten, dvs Ig, om man vet att effekten i fraga dr signifikant pa

nivan 5% (dvs P-virdet= 0.011).

A: [1.83,3.43]
B: [0.63,4.33]
C: [=0.09, 5.36]

D: Inget av alternativen A—C &r korrekt.

Var god vénd!
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Del 11

Uppgift 13

Under pandemin passar en biograf pa att renovera sin salong. De har da en mojlighet att utoka
antalet platser i salongen for att fa plats med mer besokare, men vill inte ligga till fler platser
an nodvandigt. For att bilda sig en uppfattning om behovet hos deras potentiella kunder skickas
en enkét ut i ndromradet dér varje hushall fick svara om de kunde ténka sig att ga pa bio (nér
pandemin ar 6ver) samt hur manga personer ur hushallet som i sa fall skulle ga. Fran denna enkét
fann de att sannolikheten att ingen fran hushallet skulle ga pa bio var 0.6, medan sannolikheten
att en skulle ga var 0.1, att tva skulle ga var 0.2, att tre skulle ga var 0.05, och att fyra skulle ga
var 0.05. Inom gangavstand till biografen finns 325 hushall och vi antar att antalet personer som
kan tdnka sig ga pa bio ar oberoende mellan hushallen.

Givet denna information, vad &r det minsta antalet platser som salongen borde ha fér att sanno-
likheten att fa en fullsatt salong ska vara mindre &n 0.057 Motivera eventuella antaganden.

(10 p)

Uppgift 14

Det avrundningsfel som fas da man avrundar till ndrmaste heltal kan betraktas som en stokastisk
variabel med likformig férdelning pa intervallet (—0.5,0.5). Antag att man avrundar tva tal och
later Z vara det totala felet.

a) Bestam fordelningsfunktionen fér Z och berdkna P(Z > 0.5). (7p)
b) Bestam tdthetsfunktionen for Z och rita upp den. (3 p)
Uppgift 15
Man 6nskar jamfora ljudisoleringsférmagan hos tva typer av isoleringar. Man har 70 méatvarden
x1,...,T7 fran den ena typen och 40 métvarden yq, . . ., y40 fran den andra typen. Féljande resultat
erholls:
70 70 40 40
S =140, > a7 =435 ) =60, > y’=158.
i=1 i=1 i=1 i=1
Vi antar att méatvardena ar utfall av oberoende stokastiska variabler Xy, ..., X7 resp. Y7,..., Yy

som ar N(mx,ox)- resp. N(my, oy )-fordelade.

a) Bestdm ett exakt 95% konfidensintervall fér myx — my om man dessutom antar att ox och oy
ar lika. (7 p)

b) Testa hypotesen Hy : my = my + 2 mot alternativet H; : mx # my + 2. (3 p)
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Uppgift 16

Anta att vi rdknar forekomsten av olika métvirdespar (z,y) och erhaller foljande tabell:

Antal‘y:O y=1 y=2
r=0| 91 158 73
r=1] 183 365 161
r=21| 126 199 97

a) Om z och y ar utfall av de stokastiska variablerna X och Y, &r det rimligt att anta att X
och Y &r oberoende? Motivera ditt svar. (5 p)

b) Lat oss gora antagandet att X och Y faktiskt dr oberoende och att X € Bin(2,p) medan
Y € Bin(2,1 — p). Beridkna ML-skattningen for p. (5 p)

Lycka till!
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1917/SF1919 TILLAMPAD STATISTIK,
TISDAG 11 JANUARI 2022 KL 8.00-13.00.

Del 1, Svar:

1. C

2. A

3.B

7.7.81

9.B
10. B
11. C

12. A
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Del I, Losningsforslag:

Uppgift 1

Lat A vara héndelsen att Olivia ar tdppt i ndsan och B vara hiandelsen att det &r hoga pollenhalter
ute. Vi har da, enligt problemlydelsen, att P(A|B) = 0.75, P(A|B*) = 0.125 och P(B) = 0.2.
Komplementsatsen ger da P(B*) =1 — P(B) = 0.8 och lagen om total sannolikhet séger att

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B*)P(B*) = 0.75 - 0.2 + 0.125 - 0.8 = 0.25.
Med hjalp av Bayes sats far vi da

A|B)P(B) _ 0.75-0.2

R

PB4y = 2

Uppgift 2

Foljande géller: [[ g2 fxy(z,y)dzdy = 1. Vi utvecklar det uttrycket, integrerar och sedan loser ut
ekvationen for c:

Alltsa, far vi att ¢/8 =1, dvs ¢ = 8.

Uppgift 3

X och Y é&r oberoende och enligt FS §3 (dvs hur sannolikhetsfunktionerna ser ut) &r de bada
Poissonfordelade s.v., dvs X € Po(2) och Y € Po(3). Vidare, eftersom X och Y &r oberoende,
galler att F(XY) = E(X)E(Y). Slutligen, eftersom X € Po(2) och Y € Po(3), har vi:

E(X?—XY) = B(X?) - E(XY) = V(X)+ (E(X))’~E(X)E(Y) =2+22—2-3=2+4-6 = 0.

Uppgift 4

Forst har vi
P(Z<1l)=P(X<lellerY<1)=1—P(X >1ochY >1).

Eftersom X och Y ar oberoende stokastiska variabler har vi nu
PX>1D)PY>1)=1-PX<1)1-PY <1)=(1-1/2)1-1/3)=1/2-2/3=1/3.
Vi stoppar nu in detta i det forsta uttrycket och far

P(Z<1)==1-P(X>1ochY >1)=1-1/3=2/3.
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Uppgift 5

Hér har vi dragning utan aterliaggning vilket medfor att vi har hypergeometrisk férdelning. Satt
X = antal kvinnor i kommittén. Da géller att X € Hyp(16,8,0.5). Da blir

OO _wwm

(%) 12870

px(8) =

Uppgift 6

Sitt Z=X+Y -3=27¢ N(1+2-3,v/0.12+0.12) = N(0,0.1v/2)
P(|Z] <0.01) = P(—0.01 < Z < 0.01) =[Gor om till N(0,1)]=

26(0.07)—1 ~ 2:0.53—1 = 0.06

—0.01 Z 0.01 0.01 —0.01 0.1
=P < < =P(——)—P(——=) =20(—= )1~
(0.1\/5 0.1v2 0.1\/5) (0.1\/5) (0.1\/5) <¢§)
Uppgift 7
F.S§9.2=Q=>5" (z;— E(X;))? = (43 — 60)? + (37 — 46)?
dQ
i = 2(43 = 60)(=6) + 2(37 — 40)(—4) = 1040 — 812
aQ
= 0=
0 =0= 7.81
d2Q =104=60=781>0
462
Det betyder att 8 = 7.81 minimerar () och ddrmed &r MK-skattningen av § = 7.81.
Uppgift 8
X € Bin(1000,0.09). pi, = £ = 1000 = 0.009.
o _ Xy V(X)
V) = V() =g

Eftersom X &r Binomialférdelad sa ar V(X) = np(1 —p) (Se §3 i F.S.)
Detta leder till att

vilket 1 sin tur leder till att medelfelet blir

/pobs pobs /pgbs pobs \/0 09 1-0. 09
obs 1000

Uppgift 9

Fran datat far vi att
T =3.416 och s~ 0.5845.

= 0.00854 ~ 0.09
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Det sokta konfidensintervallet ar da

0.5845
V5

] ~ <—oo,3.416—|—2.13 ] ~ (—00,3.97].
Uppgift 10

Eftersom standardavvikelserna ér okédnda och olika fas enligt §12.3 foljande approximativa konfi-
densintervall:

s2 82 92,5 163.0
Ly =T —GF4) 2+ 2L Xa=137T-208 44/ — +—— ) =
po—py =L —Y . + n, 8 5t 0.005
92,5 163.0
=137 - 208 £ = + 5 2.5758 = =71 £ 184

Undre gransen blir alltsa —89.4.

Uppgift 11
Styrkan hos testet &dr P(forkasta Hy) om H; &r sann. Dvs vi ska rikna ut PX > 5) om p = 6

X € Exp(\) sa vi ska ridkna ut
/ fx(z)dr = / e Mda
5 5

> 1
/ e = [~ HTE = o8 = 0.43
5

om 4 =6 dvs om A = 1/6.

Uppgift 12

1) Konfidensintervallet /3 maste ha 5%, = 2.63 som mittpunkt, eftersom intervallet &r symmetriskt
runt 37,

2) Konfidensintervallet I3 ska inte innehalla noll, eftersom effekten som belysningsindex har pa
jordgubbsvikten &r signifikant.

Det finns bara ett intervall (ndmligen, i svarsalternativ A) som uppfyller de tva kraven. Enkla
berdkningar enligt F'S §13.2 (ddr s = 2.1113 fran FS §13.1d, och t,/2(n — 2) = t05(2) = 2.92)
bekriftar att approximativt I3 = [1.83,3.43] dr det 90% k.i. for den effekt som belysningindex har

pa jordgubbsvikten.
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Del 11

Uppgift 13

Lat X; vara antalet personer som kommer ga pa bio fran det 7:te hushallet. I sa fall har vi

0.6, x=0,
0.1, z=1
PX;=2)=<} 02, z=2,
0.05, =3,
0.05, z=4.

Viantevardet och variansen for X; fas till
E(X;)=0.85 och V(X;)=14275.
Om vi tar Y = 2% X, har vi
E(Y)=325F(X;) =276.25 och V(Y) =325V (X;)=463.9375,

eftersom antalet personer fran varje hushall 4r oberoende av varandra. Antalet personer fran varje
hushall &r likaférdelade och oberoende samt antalet hushall 4r stort, sa vi kan tillimpa centrala
gransvirdessatsen, vilket ger att Y ar approximativt normalfordelat. Med detta far vi att det y
som uppfyller

P(Y >y)=0.05

ar approximativt E(Y") + Ao D(Y) = 276.25 + 1.6449 - +/463.9375 ~ 311.68. Vi soker det minsta
heltalet k£ som uppfyller P(Y > k) < 0.05. Sannolikheten P(Y > k) avtar med 6kande y, vilket
ger att P(Y > 311) > 0.05 medan P(Y > 312) < 0.05. Svaret &r alltsa 312.

Uppgift 14
Svar: 14a) Fordelningsfunktionen Fyz(z):
) z < _17
(L+2)” -1<2<0
Fy(2) = 27 -7
2(2) 11— gcz<l,
1, z > 1.

!

Svar: 14b) Téthetsfunktionen fz(z) = F,(2):

14 2, -1 <2<0,
fz(2) =¢1—z, 0<z<1,
0, |z| > 1.

Losningsforslag: (kommer)
a) Lat X € U(—0.5,0.5) och Y € U(—0.5,0.5) vara tva avrundningsfel nér man avrundar tva tal,
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X och Y ar oberoende. Det totala felet Z7 = X + Y.
Tathetsfunktionerna for X och Y ar fx(z) = 1{_¢s5<s<0.51(7) resp fy(y) = Li—os5<y<05}(¥)-

For —1 < 2 < 0, har vi enligt geometri (rita omrade {(z,y) € [-0.5,0.5]? : x +y < 2z}, dvs for
nagon z sadan att —1 < z < 0):

FAe) =P(Z<9)=PX+Y <9 [ Py (@, y)dady =
{(z,y)€[—0.5,0.5]2:z+y<z}

z+0.5 z—x z+0.5
= // fx (@) fy (y)daedy = / dx(/ dy) = / (z =2+ 0.5)dex =
{(z,y)€]—0.5,0.5]2:x+y<z} —0.5 —0.5 -0.5

[ (240527 (14 2)?
B 2 x=-—0.5 2 '

Pa samma sétt, for 0 < z < 1, har vi enligt geometri:

0.5 0.5
Fe) = [[ reptsty =1 [ ol [ay) -
{(z,y)€]—0.5,0.5]2:x+y<z} z—0.5 z—x

1— 2
N Gt
2
Sammanfattningsvis, fordelningsfunktionen F(z) for Z:
0, z < —1,
(o) ~1<2<0
Fy(z) = ? (1’—z)2 T
1-02 0 p<a<t,
1, z>1.

Och, vi har dérfér: P(Z > 0.5) =1 — P(Z <0.5) =1 — Fz(0.5) = (1 — 0.5)2/2 = 0.125.

/

b) Genom att derivera Fz(z) i a) far man téthetsfunktionen fz(z) for Z, dvs fz(z) = Fy(2):

1+ 2, -1 <2<0,
fz(z) =< 1—2 0<z<1,
0, |z] > 1.

Téthetsfunktionen fz(z) finns uppritad nedanfor.

2
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Uppgift 15

a) Vi utnyttjar att o
X-Y — (mX — my)

ar (70 4+ 40 — 2)-fordelad
1, 1
Svo T 1
Vi har
140 60

70

2
69-5% +39-s2 1 1 (& a 1 (& 223
ST T 69439 08 | 2 7 (; n) ot Zi:l %10 Zi:l v 108

1=

och tg025(108) ~ 1.98 Detta ger

o /1 1
[mx—my :x—y:l:to,025(108)s %—i_E = 0.5+ 0.56.

b) Eftersom I, —m, €j omsluter 2, sa forkastas Hy.

Uppgift 16

a) For att bestimma om X och Y ir obereonde anvinder vi ett y?-test. Vi har da att n = 1453
och
P, ~ 0.2216  pj. ~ 0.4880 p;. ~ 0.2904

samt

P~ 0.2753 py ~0.4969 p ~ 0.2278.

Detta ger da testvariabeln

B IS

91 - 88.64)° (158 —160.0)2 (73 — 73.35)?

88.64 1600 | 735
(183 —195.2)2 (365 —352.3)2 (161 — 161.5)2

952 3323 ' 1615
(126 — 116.2)2 (199 —209.7)2 (97 — 96.12)2

116.2 * 209.7 * 96.12

Q

~ 2.692.

Antalet frihetsgrader édr (3 — 1)(3 — 1) = 2.2 = 4, vilket ger kvantilen xZ5(4) ~ 9.49 for
a = 0.05. Vi forkastar alltsa inte nollhypotesen Hy : X oberoende av Y med signifikansgrad 5%

da Q < X3 g5(4)-
b) Om X och Y &r oberoende har de den simultana sannolikhetsfunktionen

0 o e T e
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Om vi har oberoende likaférdelade stokastiska variabler (X;,Y;) ger detta likelihoodfunktionen

L(p) = ﬁ (j) (2>p2+miyi<1 _ p)reen

i=1 Yi

Om vi logaritmerar far vi log-likelihoodfunktionen
log L(p) = (2n + Z% - Zyz) logp + (2n — sz + Zyz) log(1 —p) +C,
i=1 i=1 i=1 i=1

dér C ar en konstant som inte beror pa p. Vi tar nu derivatan och sitter denna till noll. Detta ger

20+ 3 T — Y i i _ 2n— Doia Tt D i
p L—=p

=0,

vilket kan skrivas om som

_ 2n+ Do Ti = Dy Yi
b= 1 :
n
Andraderivatan av log-likelihoodfunktionen (for p # 0, 1) ar

_2n+ D1 i — D Yi _ 2n— Do i+ D0 Vi
p? (1-p)

Denna ar negativ for alla virden pa 0 < p < 1, sa vi har ett globalt maximum givet att p # 0, 1.
Med vara vérden far vi

n = 1453, ix — 1553, iy = 1384,
=1 =1

vilket ger p ~ 0.529. Eftersom detta varde skiljer sig fran noll och ett har vi ett global maximum.
Med andra ord &r p},  ~ 0.529.



