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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

KONTROLLSKRIVNING I SF1922/SF1923/SF1924

SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,

ONSDAGEN DEN 13:e APRIL 2022 KL 08.00-10.00.

Tillatna hjilpmedel: minirdknare

Svara med minst tre vardesiffrors noggrannhet pa den bifogade svarsblanketten!
For godként kravs att minst 3 av 5 uppgifter édr korrekt besvarade.

Efternamn;:
Fornamn:
Personnummer:

Uppgift 1
Vi har tre hiandelser, A, B, och C. A och B é&r oberoende. A och C' dr disjunkta. P(A) = 0.3,
P(B) =0.6, P(C) =0.4, P(C*|B) = 0.8. (C* &r komplementet till C.)

Berikna P(B N A*NC*).

Uppgift 2

Tva kompisar ska dela pa en godisask med atta paskigg i. Aggen dr identiska till utseendet
men kommer i tva olika smaker: en typ av 4gg innehaller enbart choklad och den andra typen
innehaller &ven marsipan. Asken innehaller fyra dgg av varje sort (dvs. fyra choklad, fyra med
marsipan) och kompisarna tar fyra dgg var. Vad &r sannolikheten att de bada far tva dgg av
varje smak?

Uppgift 3

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

422, om0<z <1

Jx(w) = { 0, annars

Bestam V(2X).

Var god vénd!
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Uppgift 4

De stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

pxy(T,y) [ X=1]X=2]X=3
Y =2 0.2 0 0.2
Y =4 0.2 0.1 0.3

Saledes antar X vérdena 1, 2 och 3, medan Y antar virdena 2 och 4.

Berékna P(Y +2X > 7).

Uppgift 5

En maskin bestar av tre komponenter, A, B, och C. Dér A och B é&r parallellkopplade och C' ar
seriekopplad med A och B, se schemat i bilden nedan. For att maskinen ska fungera maste man
kunna ta sig fran vanster till hoger i bilden genom fungerande komponenter. Komponenterna
gar sonder oberoende av varandra. Sannolikheten att A gar sonder = sannolikheten att B gar
sonder = 0.4 och sannolikheten att C' gar sonder= 0.2.

A

Berédkna sannolikheten att maskinen fungerar.

Lycka till!
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Losningsforslag

Uppgift 1

Vi borjar med att skriva om sannolikheten som en betingad sannolikhet m.a.p. B:
P(BNA*NC*)=P(A"NC*|B)P(B).

Vidare vill vi anvinda att AN C = (). Komplementet av hindelsen A* N C* &r AU C och A
och C disjunkta medfor darfor att P(A*NC*) =1 — (P(A) + P(C)). Det giller &ven nér vi
betingat pa B och vi har

P(A*NnC*|B)=1—- P(A|B)— P(C|B)=1—-P(A)+ (1 - P(C*|B)),
dar vi ocksa anvant att A och B ér oberoende. Sétter vi in de givna sannolikheterna far vi da

P(BNA"NC*) = (1 — P(A) — (1 — P(C*|B))) P(B)
= (1-03-02)-0.6
= 0.300

Uppgift 2

Vi kan 16sa uppgiften med multiplikationsprincipen, alternativt genom att identifiera situatio-
nen som utfallet av en hypergeometrisk s.v.. Om vi gar fran forsta princip, dvs. den klassiska
sannolikhetsdefinitionen, noterar vi forst att totala antalet sétt att vilja fyra dgg av de atta
i asken &r (i). Vidare finns det (g) séitt att vélja tva av fyra d4gg med chokladsmak, samt (3)
séitt att vélja tva av fyra dgg med marsipan.

Den klassiska sannolikhetsdefinitionen sidger da att sannolikheten att vélja tva av varje sort
ar

P(tva choklad, tva marsipan) =

Alternativt later vi X vara antalet d4gg med chokladsmak som véljs av en av kompisarna (av
symmetri spelar det ingen roll vilken av de tva). Vi &r da intressearde av P(X = 2) = px(2),
déar py dr sannolihetsfunktionen for X. Vidare identifierar vi fordelningen for X som hyper-
geometrisk med parametrarna N = 8 (totala antalet godisbitar att vélja mellan), n = 4 (hur
manga bitar som véljs), p = 0.5 (andelen dgg med chokladsmak vid start). Sannolikhetsfunk-
tionen for Hyp(8,4,0.5), utdrderad i k = 2, ger

px(2) = GG _ 0.514.

(3
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Uppgift 3

Vi berdknar variansen enligt
V(2X) =4V (X) =4 (E[X? - E[X]?).
Vi borjar med E[X?]. Med den angivna téithetsfunktionen far vi

BIX? = /O 2 (o)

1
= / 22423 dx
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Pa samma sétt berdknar vi E[X] till
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Kombinerat ger rdkningarna nu
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Uppgift 4
Vi har att
PY+2X>T)= Y pxy(z,y),

$,y1y+23¢27

Givet sannolikhetsfunktionen py y behover vi dirfor identifiera vilka par (z, y) som ger y+2z >
7:(2,4), (3,2) och (3,4). Vi far da

P(Y +2X >7) = pxy(2,4) + pxy(3,2) + pxy(3,4)

=01+02+0.3
= 0.600.

Uppgift 5

Vi later A, B, C vara hiandelserna att motsvarande komponent fungerar. Da har vi givet att
P(A*) = P(B*) = 0.4 och P(C*) = 0.2, samt att A, B och C' &ar oberoende.
Héndelsen att maskinen fungerar kan skrivas som

[ANBNClUA*NBNC|U[ANB* N,
vilket &r en union av tre disjunkta hédndelser. Vi har déarfor att

P(maskinen fungerar) = P([ANBNCJ]U[A"NBNC|U[ANB*NC)
=PANBNC)+P(A"NBNC)+P(ANB*NC).

Vi kan berdkna var och en av de tre sannolikheterna i hogerledet med hjilp av antagandet att
komponenterna gar sénder oberoede av varandra. Vi far

P(maskinen fungerar) = P(ANBNC)+ P(A*NBNC)+ P(ANB*NC)
JP(B)P(C) + P(A")P(B)P(C) + P(A)P(B*)P(C)
) (P(A)P(B) + P(A")P(B) + P(A)P(B"))
0.6-06+2-0.4-0.6)

P(A
pP(C
0.8 (
0.672.

Som ett alternativ kan vi ocksa se héndelsen {maskinen fungerar} som snittet av C' samt
{A och/eller B fungerar} = AU B. Fran oberoendeantagandet far vi da

P(maskinen fungerar) =P(CN(AUB))
P(C)[P(AUB)]
P(C) [P(A) + P(B) — P(AN B)]
P(C)[P(A) + P(B) — P(A)P(B)]
=0.8-[0.6+ 0.6 — 0.6°]
= 0.672.



