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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
ONSDAG 8 JUNI 2022 KL 14.00-19.00

FExaminator: Mykola Shykula, 08-790 6644.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblanketten.

Studenter som &r godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa det hir tentamenstillfallet.
Gréansen for godkant dr preliminért 9 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8
poang.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkénda pa eller far komplettera del I och podng pa del II kravs for hogre
betyg én E. Pa denna del (dvs del II) resonemang och utrédkningar skall vara sa utforliga och
vil motiverade att de &dr latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och
numeriska svar skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som ér godkénda
pa den andra datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II pa det hér tentamenstillfallet.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Bestam P(AUB | A*UB*) om A och B ir tva héndelser sadana att P(A) = 0.5, P(B) = 0.3 och
P(ANB)=0.1.

A: 7/9
B: 2/3
C: 1/3
D: 2/9
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

Fx(a) 2.1361_:02, om x> c >0,
x\T) =
0, annars.

Bestam konstanten c.

A: ¢=05
B:c=1
C:c=15
D:c=2

Uppgift 3

De diskreta stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

pxy(,k) | 0 1 2

1 1
0 5 3 0
1 1

Saledes antar X alltsa viardena O eller 1, medan Y antar virdena 0, 1, eller 2.
Berékna standardavvikelsen D(XY).

Uppgift 4

Antalet samtal till ett foretags callcenter under en tjugominuters period antas vara Poissonférdelad
med vantevardet 2.5. Vad &ar sannolikheten att det kommer minst 5 samtal under perioden 10.00 —
11.00 ?

A: 0.24
B: 0.67
C: 0.76
D: 0.87
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Uppgift 5

Vid en automatférpackning av kex placeras dessa intill varandra. Vidare placeras dessa kex mellan
tva stod som ligger pa avstandet 23 c¢cm fran varandra. Tjockleken hos kexen (i cm) antas vara
normalférdelade med véntevérdet 2 och standardavvikelsen 0.3, dvs N(2,0.3), och dr oberoende
fran varandra. Vad &dr sannolikheten att kexpaket kommer att innehalla atminstone 12 kex ?

A: 0.001
B: 0.04
C: 0.17
D: 0.59

Uppgift 6

Lat A vara kvadraten {(x,y) € R? : —1 <z < 1,—1 < y < 1}. Lat den tvadimensionella s.v.
(X,Y) vara likformigt fordelad pa A. Berdkna sannolikheten P(0 <Y — X <1).

A: 0.125
B: 0.250
C: 0.375
D: 0.5

Uppgift 7

Man har tva oberoende observationer 271 = 5 och 5 = 12 av en stokastisk variabel med tathetsfunktionen

fx(x) = Ee_(“”/“)Q, x>0, a>0.
a

Bestdam Maximum-Likelihood skattningen av a.
A: 13
B: 18.38
C: 85
D: 4.12
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Uppgift 8

Lat x = 60 vara ett utfall av en stokastisk variabel X € Bin(n,p), dar n = 600 och p &r okénd.
Bestdm medelfelet for skattningen p* = X/n.

A: 0.0122
B: 0.09
C: 7.35
D: 1.5-107*

Uppgift 9

Fran ett normalférdelat stickprov erhalls observationerna 4.82, 4.25, 3.96, 3.73, 3.32. Ange ett 99%
nedat begransat konfidensintervall for vintevéirdet.

A: [3.57, 00

)
B )
C: [2.82,00)
D )

Uppgift 10

Man &r intresserad av den andel p av alla studenter pa en hogskola som dricker alkohol minst tva
ganger i veckan. For att testa

Hy:p=04mot H :p>04

tillfragas 18 slumpméssigt utvalda studenter och H, forkastas om fler &n 10 av de 18 dricker
alkohol minst tva ganger i veckan. Berdkna testets styrka da p = 0.5.

A: 0.94
B: 0.76
C: 0.24
D: 0.12
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Uppgift 11

Man gor ett stickprov xy, s, ..., x, dir X; € N(u,0) , dar g &r okdnd och ¢ = 3. Lat = vara
stickprovsmedelvardet. For att testa Hy : ¢ = 10 mot H; : p > 10 vill man anvinda beslutsregeln
7 forkasta Hy om T > 10.5”. Hur stort maste n minst vara for att man ska kunna forkasta Hy pa
signifikansnivan 5%, med hjalp av den ovan nidmnda beslutsregeln?

A: 139
B: 98
C: 44
D: 10

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur forséljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 22 129 | 31 | 35 | 42
Forsdljning (kkr) | 103 | 108 | 106 | 110 | 114

Det &r rimligt att tro att det foreligger ett linjart samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

yZ:Oé—f—BIl—i—E“ izl?"'757

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpméssiga fel.
Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna ae och 3 blev o, = 91.02 respektive

s = 0.54. Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forséljningen ar

signifikant, dvs man testar Hy : § = 0 mot Hy : B # 0. P-véirdet for testet blev 0.008.
Vilken slutsats kan man dra da man fatt det P-vardet?

A: Effekten &r signifikant pa bade risknivan 1% och risknivan 2.5 %.
B: Effekten dr varken signifikant pa risknivan 1% eller risknivan 2.5 %.
C: Effekten ir signifikant pa risknivan 2.5 %, men inte pa risknivan 1 %.

D: Effekten &r signifikant pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 2.5 %.

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Ett flygbolag vet av erfarenhet att 4% av resenédrerna som kopt biljetter inte dyker upp. Bolaget
vill undersoka maojligheten att sélja fler biljetter &n vad som far plats i flygplanet. En Boeing777
har en kapacitet pa 440 pasagerare. Antag att 440 st biljetter redan salts. Antag vidare att
pasagerare koper biljetter oberoende av varandra. Hur manga extrabiljetter tors bolaget sélja om
sannolikheten ska vara minst 99.9% att alla far plats? (10 p)

Ledning: 16sningarna till ekvationen ax? + bx + ¢ = 0, dér a, b, ¢ ér konstanter, a # 0, ges av

—b+Vb? — 4dac
2a

T1,2 =

Uppgift 14

Slumptal genereras (oberoende av varandra) pa en dator enligt en likformig férdelning pa inter-
vallet mellan 0 och 4.

a) Vad &r sannolikheten att av 10 genererade métvirden inget Gverstiger 3. (3 p)

b) Vad ar sannolikheten att 4 genererade slumptal hamnar i var sitt heltalsintervall, dvs att
man far exakt ett tal i vart och ett av intervallen (0, 1), (1,2), (2,3), (3,4). (4 p)

c) Antag att man genererar slumpmissigt nu ett antal sadana tal, dvs likformigt fordelade
mellan 0 och 4. Antag att man stryker alla tal som 6verstiger 3. Hur stor andel av aterstaende
tal ligger mellan 1 och 27 (3p)

Uppgift 15

Livslangd (i mil) for ett visst bilddck kan betraktas som en normalférdelad stokastisk variabel
med vantevéirde p och standardavvikelse o = 1000. Tillverkaren hévdar att livslingden har okat
genom en ny tillverkningsprocess. Tidigare var © = 6000 medan man nu har x> 6000 och det ar
mycket troligt att u = 7000. For att bevisa pastaendet ténker man méta livslangden hos n dack
(dvs man ska ta ett stickprov av storlek n) och sedan testa Hy : p = 6000 mot Hy : p > 6000.
Man vill anvinda beslutsregeln forkasta Hy om = > k7, déir x &r stickprovsmedelvirdet. Bestdm
n och k sa att signifikansniva blir 5% och testets styrka i g = 7000 blir nira 90%. (10 p)

Uppgift 16

De tva stokastiska variablerna X och Y ar oberoende och normalfordelade med vantevardet 0 och
standardavvikelsen 1, dvs N(0, 1)-fordelade. Berékna sannolikheten P(0 <Y < 4X). (10 p)

Lycka till!
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Del I, Svar

1.B

2.B

3. 0.624 (eller Y1)

4. D

5.C

10. C
11. B

12. A

Del I1, Svar

13. 5 st, man kan tex approximera med CGS

14a. (3/4)1%; 14b. 24/(4%); 14c. 1/3

15. n = 9 och testet blir forkasta nollhypotes om stickprovetsmedelvarde ar storre &n k = 6562

16. 0.211 (= tan™'(4)/(27) = arctan(4)/(27) = (75.96)/360))
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
Venndiagram metoden tillsammans med masstolkningen ger:

P(AUB| A*UB") = |Def| = LAUB DA UBY))

P(A* U B*)
P(ANB*)+ P(BNA*) P(A)—P(ANB)+P(B)— P(ANB) _
— P(ANB) B 1-P(ANB) B
~05+03-2-(0.1) 06 2
B 1-0.1 T 09 3

Uppgift 2
Foljande géller: f fx(z)dz = 1. Vi utvecklar det uttrycket, integrerar och sedan lgser ut ekva-

tionen for ¢, c > 0:
o0 2 0 2
/ 2rel ™ dr = e/ 2ee U dr =1,
C C

e / " ome " = (—e) / T e d(—a?) = (—e) e e,

och eftersom ¢ > 0, far vi att ¢ = 1.

Uppgift 3
Det géller att D(XY') = /V(XY). Vi har enl sannolikhetsfunktionen:
2 2
V(XY) = B(X?Y?) — (B(XY))? = 12-12. L +12.22. 1 — <1~1-§+1-2~1—12) S R (§+%) -

2
5_ (2 _é_é_ﬁ_l_M
6 3 6 9 -

Alltsa, D(XY) = /V(XY) ,/ Vi — ().624

Uppgift 4

Vihar X € Po(2.5), dér s.v. X anger antal samtal till ett foretags callcenter under 20-min period.
Darfor har vi att Y € Po(7.5), déar s.v. Y i sin tur anger antal samtal till foretagets callcenter
under en timmes period. Slutligen,

P(Y >5)=1— P(Y <4) = |Tabell 5| = 1 — 0.13206 ~ 0.87

Uppgift 5

Lat X; € N(2,0.3) ange tjockleken hos de 12 olika kexen, i = 1,2,...,12.
Vihar Y = 312, X; € N(24,0.3 - v/12), och den sokta sannolikheten blir:

(ZX < 23) (02’ ;i) B(—0.96) = 1 — ®(0.96) = |Tabell 1| ~ 0.17
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Uppgift 6

Enl den geometriska sannolikheten:

arean av S
PO<Y-X<1)= arean av A’

dir A #r kvadraten, A = {(z,y) e R? : =1 <2 < 1,—-1 <y < 1}, och S &r den delen av A som
ligger mellan linjerna y = x och y = x + 1. Dérfor,

2-2 1-1

arean av S 22— = 2—= 3
POL<Y-X<1)= = 2 2 — 2 =2 =0.375
(0= <1 arean av A 22 4 8
Uppgift 7

Observera forst att a > 0. Vi logarithmerar och deriverar the likelihoodfunktionen

L(a) = fx(z1;a) - fx(x2;a) = x;? o~ (@i+ad)/a®

Vi har ,
r? + 22

InL(a) = In(x129) —2Ina — 5

a
Sedan deriverar man In L(a) mha pa a:

dln L(a) 2 2(x? 4+ 23)

da a a3

Vi lgser ekvation P2E@ — ) och far o = 27 + 23, som leder till a = /23 + 23 = /5% + 127 = 13,

Uppgift 8

Dops = & = % = 0.1. Eftersom X &r binomialférdelad sa ar V(X) = np(1 — p) (se §3 i FS), och
darfor har vi: D% V(X) (1—p) (1—1p)
>k n _ —
V(p) = V(g) T

Vilket i sin tur leder till att medelfelet blir

d(p*) = (D(P")) s = < V(p*))* = \/pz’”(l ~Pas) _ \/0‘1668'9 ~ 0.0122

obs n

n? n? n

Uppgift 9
Vi har & = 4.016 och s = 0.5636. Eftersom o &r okénd, far vi den nedersta gréinsen till

T — too1(4) * s/v/5 = 4.016 — 3.75 % 0.5636//5 = 3.07,

dér too1(4) = 3.75 fran Tabell 3.
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Uppgift 10

Lat X vara en s.v. som anger antal studenter av 18 som dricker alkohol minst tva ganger i veckan.
Vi har X € Bin(18,p). Vi testar Hy : p = 0.4 mot H; : p > 0.4. Testets styrka i punkt p = 0.5 ar

h(0.5) = P(forkasta Hy|H; dr sann med p = 0.5) = P(X > 11|X € Bin(18,0.5)) =

=1 — P(X < 10) = |Tabell 6 for Bin(18,0.5)| = 1 — 0.75966 ~ 0.24

Uppgift 11

Vi har )
P(X > 10.5|H, ar sann) < 0.05.

Vidare, om H, dr sann, X € N(10,3//n). Dérfér,
P(X > 10.5|H, #r sann) = P(X > 10.5|X € N(10,3/y/n)) < 0.05.

From Tabell 2, har vi nu
10.5 — 10

3/v/n
vilket leder i sin tur till v/n > (3 - 1.6449)/0.5 = 9.8694, eller n > (9.8694)% = 97.405.

Alltsa, n maste vara minst 98.

> M\oos = 1.6449,

Uppgift 12

Effekten &r signifikant pa bade risknivan 1% och risknivan 2.5%, eftersom P-vardet= 0.008 &r
mindre dn bade 0.01 och 0.025.



forts SF1920/SF1921  2022-06-08 5

Del II, Losningsforslag

Uppgift 13

Lat X; € Bin(1,0.96) vara en s.v. som anger om resenér ¢ dyker upp eller ej dyker upp,
i=1,2,...,n. Dvs om resenér i dyker upp sa har vi X; = 1, annars, X; = 0, och P(X; = 1) = 0.96
enl lydelsen. Vi soker n (eller, det &r n — 440 som soks egentligen, att vara mer precis) sa att

P(X;+ Xo+ ...+ X, <440) > 0.999

Vi kan anvénda oss av CGS (centrala gransvardesatsen ), eftersom n dr stor (minst 440).

Vi har, p = E(X;) =0.96 och 0 = /V(X;) = /p(1 —p) = /0.96(0.04), i =1,...,n

Enligt CGS, X;+ Xo+...+ X, € ApproxN(nu, a\/_) Detta tillsammans med det ovan ndmnda
P(X; 4+ Xo+ ...+ X, <440) > 0.999, ger foljande:

440 — np
o\v/n

dér g = 0.96 och 0 = 1/0.96(0.04) ~ 0.196.
Efter det forenklas och omflyttas, blir det

> 3.0902,

440 — 0.96(v/n)? — 3.0902 - (0.196)y/n > 0,

eller

0.96(v/n)* + 0.60568y/n — 440 < 0.

Losningen till denne olikhet blir 0 < y/n < 21.0956, vilket innebér, 0 < n < 445.024.
Dvs att flygbolaget tors sélja bara 5 st extrabiljetter.

Uppgift 14

a) Sannolikheten att ett slumpmaéssigt genererat tal, som ér U(0,4), inte dverstiger 3 &r 3/4. Mul-
tiplikationsprincipen och oberoendet ger att pa 10 tal en sadan sannolikhet blir (3/4)

b) Att 4 genererade slumptal pa (0,4) hamnar i var sitt av de angivna fyra interval &r ju samma
sak som att vélja slumpméssigt nagot/nagra av de angivna intervallen. Den klassiska definitio-
nen av sannolikheten anvinds hér. Det blir 4 - 3-2 -1 = 24 antal fall som gynnar att man far
exakt ett tal i vart och ett av intervallen (0,1), (1,2), (2,3), (3,4) (rdknar med ordningen). Och
det blir 4 -4 -4 -4 = 4* totalt antal fall pa hur de fyra slumpmissigt genererade tal hamnar i
de fyra angivna intervallen (riknar med ordningen ocksa). Dvs den sokta sannolikheten blir 24 /4%,

c¢) De tallen som blir kvar &r da likformig fordelade pa (0, 3). Vilket leder i sin tur till att mellan
1 och 2 bor ligga 1/3 del av talen som ar kvar, efter att alla som overstiger 3 blev strukna.
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Uppgift 15

Vi utnyttjar att signifikansnivan ska bli 5% och att testets styrka i u = 7000 ska bli néira 90%.
Det forsta resp det andra ger tva ekvationer med tva okdnda (ndmligen n och k &r okénda):

P(X > k|u = 6000) = 0.05,
P(X > k|p = 7000) > 0.90.

Eftersom X € N(u,0/\/n), o = 1000, (detta pga normalférdelnings antagande fran lydelsen), vi

har:
{ 6000 — 1 (449,

1000/+/n

k—7000 __
LST00 1 2816,

vilket leder till ekvation
k — 6000 B k — 7000

1.6449  —1.2816

med den approx l6sningen k£ = 6562.
Vidare, fran den forsta ekvationen, har vi

~(1.6449)(1000) _
~ (6562 — 6000)

vn 2.93,

och n = 2.93% = 8.585. Antalet observationer n dr ju heltal och vi viljer den nirmaste uppat, dvs,
n =9 for att inte minska styrkan.

Uppgift 16

Integrera den simultana tathetsfunktionen 6ver ett laimpligt omrade, och sedan poléra koordinater
ska anviindas. Vi har fxy(z,y) = se” @H)/2,
Den sokta sannolikheten &r

r2+y2

1 00 4x
P(0§Y§4X):2—/ dx/ e 2 dy= ‘IL‘:TCOS(9>,y:TSiH(0),|J|:T =
T Jo 0

1 00 arctan(4) 2 1 arctan(4) 00 2 t 4
= —/ dr/ re” zdf = — / df / re” zdr = &n() =
27T 0 0 27T 0 0 27T

75.964
360

=0.211

= |radianer| =



