i

L,
ZKTHS

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

s

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1912/1914/1915/1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
FREDAG 21 OKTOBER 2022 KL 8.00-13.00.

Examinator for SF1912: Mykola Shykula, 08-790 6644.
Ezaminator for SF1914/1915/1916: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkéanda pa datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller pa den hér tentan och vid omtentamen
i december 2022. Grinsen for godként ar 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfallet och vid omtentamen i december 2022.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Bestim E(X?) for den stokastiska variabel X som har férdelningsfunktionen

0 om x<0
Fx(x) = @ om 0<z<?2
1 om x> 2
A: 0.833
B: 1.00
C: 1.50
D: 2.20
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Uppgift 2

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y’) har den simultana téthetsfunktionen:

xe ™ for x>0ochy>1

0 annars

fX,Y(fL’,y) = {

Berdkna P(Y < 3)
A: 1/9
B: 1/3
C: 4/9
D: 2/3

Uppgift 3

Lat X, Y och Z vara stokastiska variabler sadana att D(X) = D(Y) = D(Z) = 2 och att Z &r
oberoende av X och Y. Bestdm C(X,Y) om D(2X —Y +37) =8

A: -4
B: -2
C: 4
D: 5

Uppgift 4

En pase frysta piroger innehaller piroger med tre smaker: rikor (5 st), svamp (7 st) och kottfars
(4 st), men alla piroger ser likadana ut. Emma tycker bast om riakpiroger och minst om koéttfarspiroger.
Om hon tar tre piroger pa mafa ur pasen, hur stor ar sannolikheten att hon far minst tva rékpiroger
och ingen kottfarspirog.

A: 0.018
B: 0.125
C: 0.143
D: 0.200
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Uppgift 5

En tradgardsbutik séljer bl.a. hyacintlokar. Dessvéarre har en del 1okar hamnat fel, sa i ett stort
parti 1okar som ska ge roda hyacinter kommer 15 % av 16karna istéllet att ge bla hyacinter. Hur
stor dr sannolikheten att en pase med 12 lokar innehaller minst 10 lokar som ger roda hyacinter?
Antag att 1okarna véljs slumpméssigt ur det stora partiet.

A: 0.264
B: 0.292
C: 0.557
D: 0.736

Uppgift 6

George jamfor tva aktier. Han rdknar med att aktiernas véardeférindring i procent efter tre
manader dr normalfordelad, N(u4, 04) med vantevirdet s = 2.3 och standardavvikelsen o4 = 1.5
for aktie A och N(up, op) med viantevéirdet pup = 1.7 och standardavvikelsen o5 = 2.1 for aktie B.
Hur stor dr da sannolikheten att aktie B utvecklats mer &n en procentenhet béattre dn aktie A efter
tre manader? (d.v.s. att B:s vardefordndring i procent minus A:s &r minst en procentenhet).(Vi
antar att A:s virdefoérandring och B:s virdeforédndring dr oberoende.)

Uppgift 7

X; och X, dr oberoende stokastiska variabler. X; € Bin(200,p), Xs € Bin(400,p). Vi har fatt
utfallen z; = 42, x5 = 76. Bestdm Minsta-kvadrat-skattningen av p.

A: 0.194
B: 0.197
C: 0.200
D: 0.203
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Uppgift 8
Lat X och Y vara tva oberoende s.v. sadana att X € U(0,46) och Y € U(0, 26).

* T+y
eobs - 3

ar en skattning av 6.
Bestdm medelfelet for denna skattning av § om vi fatt utfallen x = 7.3 och y = 3.2.

A: 0.185
B: 0.648
C: 0.805

D: 1.506

Uppgift 9

Lat dataméngden 2, 4, 11, 9, 4 vara given. Varje data anses vara ett utfall av en stokastisk variabel
X;, dar X;:na antas vara oberoende och Normalférdelade med vantevirde p och med standardav-

vikelse 0. Ange det ensidigt uppat begriansade konfidensintervallet for 1 som har konfidensgraden
95 %.

A: (=00, 8.80)
B: (—o0, 9.34)
C: (=00, 9.63)
D: (—oo0, 10.73)

Uppgift 10

Infor valet publicerades det manga opinionsundersokningar. Enligt en av dem hade det rodgrona
blocket 49.2 % av sympatisorerna. Man angav ocksa att felmarginalen(dvs. halva bredden av
konfidensintervallet) var 2 procentenheter. Om vi antar att den stokastiska variabeln X &r antalet
som svarat att de sympatiserar med det rodgrona blocket, och att X € Bin(n, p), hur stort ar da
n ungefir? Ungefar hur manga var alltsa de som svarade i opinionsundersokningen? Vi antar att
det ar ett konfidensintervall med den approximativa konfidensgraden 95%.

A: ungefir 625
B: ungefar 1691
C: ungefar 2400

D: ungefar 4725
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Uppgift 11

Anta att X € ffg(p) och lat Hy vara att p = 0.1. Vi vill testa Hy mot alternativet H; : p = 0.25
och forkastar Hy till forman for mothypotesen H; om vi far observationen x < 3. Bestdm testets
styrka.

A: 0.27
B: 0.44
C: 0.58
D: 0.98

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur férsdljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 28 | 39 | 45 | 53 | 959
Forséljning (kkr) | 315 | 335 | 340 | 350 | 352

Utifran datamaterialet ovan skattas foljande regressionsmodell (dvs modell med bade linjar och
kvadratisk term):

yZ:a+/6$z+/yfo2+€za i:]-u"'757

dar y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och &; betecknar slumpmaéssiga fel.
Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna «, 8 och v blev o, = 239.3, B}, =
3.42 respektive v}, = —0.026.

99%-iga konfidensintervall 15(0.99) och 1,(0.99) har beréknats, 13(0.99) = (—2.45,9.30) samt
1,(0.99) = (—0.09,0.04).

Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forsaljningen &r signifikant,
dvs man testar Hyp: 8 =0 mot Hy 5 : 8 # 0samt Hy, : v =0 mot H,, : v # 0. Vidare berdknas
tva P-vérden for de tva testen.

Vilken slutsats kan man dra ?

A: Bada P-vérdena &r mindre dn 0.01 och dérfor &r bada termerna (dvs bade den linjéra och
den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 1 %.

B: Bada P-virdena &r storre dn 0.01 och dérfor &r ingen av de tva termerna (dvs varken den
linjéra eller den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 1 %.

C: Bada P-vérdena é&r storre @n 0.01 och déarfor dr bada termerna (dvs bade den linjéra och
den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 1 %.

D: Bada P-viéirdena ér mindre dn 0.01 och dérfor &r ingen av termerna (dvs varken den linjara
eller den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikanta pa risknivan 1 %.
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Del 11

Uppgift 13

En optisk dppelsorteringsmaskin sorterar dpplen i tva kategorier: felfria och defekta. Av inkom-
mande dpplen betraktas 75 % som felfria och 25 % som defekta. Den betingade sannolikheten for
att ett dpple sorteras som felfritt givet att det ar felfritt &r 1 — p och den betingade sannolikheten
for att ett dpple sorteras som defekt givet att det ar defekt &r 1 — ¢. Maskinen &r justerbar och
viirdet pa p kan ges ett godtyckligt viirde mellan 0.01 och 0.1, men produkten pg = 1.2 - 1073 &r
last. Om p minskas, sa okar ¢ och omvént.

a) Berdkna den betingade sannolikheten for att ett dpple ar felfritt givet att det sorterats som
felfritt, om p = 0.01. (5 p)

b) Bestdm p sa att sannolikheten att ett slumpvis valt dpple blir felsorterat &r sa liten som
mojligt och ange denna sannolikhet. (5 p)

Uppgift 14

Ett elektroniskt instrument innehaller tio lika komponenter av nagot slag, vilkas livslangder
X1, Xo, ..., X0 ar oberoende och Weibullférdelade med parametrarna a och ¢, dvs. fordelnings-
funktionen &r

1—e @9 om t>0,
FXz’(t) = { B
0 annars,

dér a och ¢ ar positiva konstanter, ¢ = 1,2,...,10. Om de tio komponenterna seriekopplas, visa
da att hela systemets livslingd ocksa blir Weibullfordelad. Ange fordelningens parametrar. (10 p)

Uppgift 15

En elfirma har ansvaret att atgérda elfelen i fyra omraden:A, B ,C | och D. Vi antar att p ar
vantevérdet for sammanlagda antalet elfel som intraffar i alla fyra omradena under en manad. Vi
antar dven att elfelen overallt upptrader oberoende av varandra och att antalet elfel i vart och ett
av omradena kan anses vara Poissonfordelat.

Under en slumpvis vald manad intraffar 7 elfel i omrade A, 2 elfel i omrade B, 3 elfel i omrade C,
och 9 elfel i omrade D.

a) Bestdm utifran dessa data ett konfidensintervall fér 1 med en konfidensgrad pa approximativt
95 %. Ange vilka statistiska modellantaganden du gor samt motivera varfor du far gora detta
approximativa konfidensintervall. (7 p)

b) Enligt en bemanningsplan som elfirman har planerar elfirman som om det vore i genomsnitt
14 elfel i manaden. Kan man pa grundval av de data vi har forkasta nollhypotesen Hy :
i = 14 pa den approximativa risknivan 5% om mothypotesen ar H; : u # 147 Motivera din
slutsats. (3 p)
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Uppgift 16
For att skatta parametern b i den likformiga fordelningen U (0, b) gér man observationerna xy, . .., ,
som &r utfall av de stokastiska variablerna X;, i = 1,...,n, dir varje X; € U(0,b) och X;:na antas
oberoende.
a) Hérled ML-skattningen b}, av b. (4 p)
b) Lat

~

bobs = c(n) - bobs

vara den korrigerade ML-skattningen av b, dir ¢(n) dr en funktion av n. Bestdm c(n) sidan
att byps blir en vintevirdesriktig skattning av b. (6 p)

Lycka till!
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Del I, Svar

4.C
5.D
6. 1 — (0.620) ~ 26.8%

7. A
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1

Téthetsfunktionen fas genom att derivera fordelningsfunktionen, fx(z) = Fi(z) =
for 0 < 2 < 2 och 0 annars. Vénteviirdet av X? ges sedan av integralen [~ 2?fx(z)dx =
f02 1?13 —x)de =1 [2° - }Lxﬂé =1.

Uppgift 2

Den sokta sannolikheten fas genom att integrera téthetsfunktionen 6ver omradet z > 0,1 < y < 3.

0o 0o 3

P(Y <3) = /dx/gfxvy(x,y)dy: /dx/acexydy =

0 1 0 1
/[—e‘my]?dx = /e‘mdm - /6_3’”dx =1l--==

3 3
0 0 0

Uppgift 3
Om Z é&r oberoende av X och Y sa ar C(X,Z) = C(Y,Z) = 0. Alltsa ar V(2X —Y +32) =
AWV(X)+V(Y)+9V(Z) —2-20(X,Y), sa
1
O(X,Y) = T (4V(X) + V(Y) +9V(2) = V(2X — Y +32)) =

i(w(x)? + DY) 4+ 9D(Z)* — D(2X —Y +32)%) = -2

Uppgift 4

Om Emma ska fa minst tva rakpiroger, men ingen kottfarspirog, kan hon antingen fa tva réakpiroger
och en svamppirog eller fa tre rikpiroger. Antal gynnsamma utfall blir ddrmed

o= ()(0) () =)

) sa sannolikheten att minst tva rakpiroger, men ingen kottfarspirog

5
_8()
= 716

(5)
Uppgift 5
Att en pase innehaller minst tio “roda” lokar ar detsamma som att den innehaller maximalt tva
“bla” 1okar och antalet “bla” 16kar i en pase har fordelningen Bin(12, 0.15). Den stkta sannolik-
heten &r déarfor F(2;12,0.15) ~ 0.736 (hdmtas fran tabell 6).

16

Antal mojliga utfall &r m = ( 3

blir

1
=—-~0.143
7

m

Uppgift 6

En linjarkombination av oberoende normalférdelade stokastiska variabler &r normalfordelad. Om
X4 och Xp ar vardefordandringen hos aktie A respektive aktie B, sa giller att Xp — X4 €

N(pp — pra, /0% + 02). Diirmed fas P(Xp—X4 > 1) = 1—P(Xp—X4 < 1) = 1—d(ilez—ma)y
N
1 — ®(0.62) ~ 26.76%.
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Uppgift 7

X, € Bin(200,p) och X, € Bin(400,p) och X; och X, ér oberoende.
Vi vill skatta p med Minsta-kvadratmetoden och anvinder §9.2 i formelsamlingen.

Q=Y (—mp) = Y (5i—E(X))’ = (11—mp)*+(22—nap)® = (42-200p)*+ (76 ~400p)”

alla x; alla x;

Nu deriverar vi Q m.a.p p for att hitta det p som minimerar Q).

@ _

7 2(42 — 200p)200 + —2(76 — 400p)400 = 0
p

42 -2 —400p + 76 -4 — 1600p = 0

42.2 4764
i L sy TV
Pobsri = 400 + 1600

Uppgift 8
X och Y ér tva oberoende s.v. sadana att X € U(0,40) och Y € U(0, 20).

« Tty
90()5 = 3

ar var skattning av 6.
Se F.S. §9.3. Medelfelet ar den skattade standardavvikelsen av skattningen.

X+Y] B V[X—l—Y] ~ ober — V[X] +V[Y] B (491—20)2 + (291—20)2 B 592
3 0 9 B B 9 B 9 27

/5
D[0*] =04 —=
7] 27
Medelfelet for denna skattning ar da

/5 x4y |5 73432 /5
obs[ ] obs 97 3 27 3 27

om vi fatt utfallen x = 7.3 och y = 3.2.

Vo] = VI
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Uppgift 9

Ett tvasidigt konfidensintervall for p da ett stickprov betraktas som observationer pa N(u.o) och
o ar okédnd tas fram m.h.a §12.2 och §11.1d i formelsamlingen.

Da blir det tvasidiga 95%-iga konfidensintervallet [, = & £ t.025(n —
Da blir det ensidigt uppat begrénsade konfidensintervallet [, = (—oo
Vi har dataméngden 2, 4, 11, 9, 4.

D
Zf +t005(n — 1)

B

Da blir

Da t905(4) = 2.13 blir den 6vre gransen for u

V145
6+ —=2.13=19.63
V5

och da fas konfidensintervallet I, = (—o0, 9.63 )

Uppgift 10

Lat X vara antalet som svarade att de sympatiserade med det rodgréna blocket. X € Bin(n,p).
Vi far da det tvasidiga konfidensintervallet till

* (1 = p*
[p :p:bs + \/pobs ( pobs) Y
n

R

och felmarginalen ar da lika med

\/prs ) (1 _p:bs> Y

n

= 0.02

[N]])

Detta ger att

Aa 1.96
2 2 . * . 1 _ >k —
) Pobs ( pobs) (0 02

)2-0.492 - (1 — 0.492) ~ 2400

Uppgift 11

Styrkan hos testet ar P(forkastaH,) om H; dr sann.

Dvs. vi ska ta fram P(X < 3) om X € ffg(0.25)
PX<3)=PX=1)+PX=2)+P(X=3)= [seF.S§3: ffg-fordeln | =
=0.25+0.75-0.25 + 0.75% - 0.25 = 2T = 0.58.

Uppgift 12

=0 € 13(0.99), sa vi kan inte forkasta att § = 0 pa 1%-nivan. Ddmed antar vi att den linjara
termen inte ar signifikant pa 1%-nivan. Nar vi inte kan forkasta Hy:5 = 0 sa vet vi ocksa att
P-vérdet> 0.01

v =0 € 15(0.99), sa vi kan inte heller forkasta att v = 0 pa 1%-nivan. Ddmed antar vi att den
kvadratiska termen inte &r signifikant pa 1%-nivan. Nar vi inte kan forkasta Hy:y = 0 sa vet vi

ocksa dven har att P-vardet> 0.01

Alltsa ar alternativ B det ratta alternativet.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Lat A vara héndelsen att ett dpple ar felfritt och B vara handelsen att ett dpple sorteras som
felfritt. Det #r givet att P(B|A) =1 — p och att P(B*|A*) =1 — 12102

a)

b)

p

Om p = 0.01 sa blir ¢ = 0.12. Anvénd nu Bayes sats:

_ PA) _ P(A) ~
P(A|B) = P(B|A) 53 = P(BIA) smmayemraaras ~ 0-961

Sannolikheten att ett &pple blir felsorterat &r P(BNA*UB*NA) = P(A*)P(B|A*) +
P(A)P(B*|A) = 02552 0— > 4+ 0.75p. Minimum intréffar da 0.2512102 = = 0.75p (Sitt t.ex.
derivatan till 0), vilket ger p = 0.02 och felsannolikheten blir 0.03.

Uppgift 14

Losningen: Y = min(Xj, ..., X19) blir hela systemets livslangd. Darmed blir férdelningsfunktionen
for Y: Fy(x) = 1 — (1 — Fx, (7)) % ...(1 — Fx,,(2)) = ... = 1 — e 1%@/@° vilket ocksa #r en
Weibullférdelning med parametrarna ay = a/(10/¢) och ¢y = c.

a)

Uppgift 15

Vi antar att antalet elfel som intréffar i omrade A,B,C respektive D under manaden &r
Xa, X, Xeo

respektive Xp, och att X4 € Po(ua),Xp € Po(up),Xc € Po(uc) och Xp € Po(up).
Dessutom antar vi att X4, Xp, X¢ och Xp &r oberoende.

Da géller att totala antalet elfel som vi kallar Y = Xa+ Xp+ Xc+ Xp € Po(pa+pup+ e+
pp) = Po(p). Villkoret for att fa gora ett konfidensintervall for p dr att Poissonférdelningen
kan approximeras till en Normalférdelning.Villkoret for detta ar att g > 15 enligt §6 i
Formelsamlingen. Vi har inte pu.

Men eftersom E(Y') = u sa skattar vi p med py, . =y =2x4+2p+vc+ap =3+2+74+9 =
21 > 15, vilket gor att vilkoret dr uppfyllt. Sedan bildar vi konfidensintervallet enligt §12.3
i formelsamlingen:

IN = Nst + Dst ’ )\O‘/Q

Eftersom E(Y) = u sa skattar vi g med u’,, = v.
Eftersom D(Y') = /p sa skattar vi D(Y) med D}, = /5, =

L= (y % Aappv/i) = (21 4+ 1.96V21) = (12.02,20.98)

Eftersom konfidensintervallet i a-uppgiften innehaller 14, sa kan vi inte forkasta Hy : p = 14
pa den approximativa risknivan 5%.
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a)

Uppgift 16

Eftersom X;:na antas vara oberoende, blir likelihood-funktionen

n

1
L(b> = L(l’l,xm <oy Iy b) = o H 1(0,1))(%)7

i=1

1(0’b)(xi): 0 annars

{1 for 0<uax; <0,

Likelihood-funktionen L(b) maximeras i det minsta véirdet pa b som samtidigt &r sadant att
Log) (i) # 0 for alla 2y, i = 1,2,...,n. Saledes, ML-skattningen b}, = by, = max; {z;}
av b.

ML-skattningen av b &r alltsa: b* = max; {X;}. Vi studerar den korrigerade skattningen
b= c(n)-b*. Och by, blir viantevirdesriktig skatting av b om E(b) = b. Vi har:

E(b) = ¢(n)E(b").
Vi studerar E(b*). Forst, hidrleder vi fordelningsfunktionen for b*.

Fp(y)=P" <y) = P(mlax {X;} < y) = P( N {XG < y}) = |oberoende| =

[[Pex <) = X e v =] (%) _ ’g—:

=1

Om vi deriverar fordelningsfunktionen Fy«(y), har vi foljande téthetsfunktion

n—1

ny

R

0 annars.

Och saledes har vi for E(b*):

b b n—1 b n+1
ny n nb n
E(b") = -(y)dy = dy=— [ y'dy = = b.
(®") /Oyf” (w)dy /Oy I T A S (O ) [ T O

Vilket innebér att c¢(n) maste vara lika med "TH, for att I;obs ska bli en véntevirdesriktig
. o po _ n+1
skattning av b. Alltsa fas att c(n) = ==,




