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TENTAMEN I SF1912/1914/1915/1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 21 DECEMBER 2022 KL 8.00-13.00.

Examinator for SF1912: Mykola Shykula, 08-790 6644.
Ezxaminator for SF1914/1915/1916: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, benimnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkédnda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkéanda pa datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller pa ordinarietentan i oktober 2022 och
vid omtentamen i december 2022. Grinsen for godként ar 9 podng. Mojlighet att komplettera ges
for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkinda pa eller far komplettera del I och poéng pa del 1T krévs fér hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar lidtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som dr godkédnda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfallet och vid omtentamen i december 2022.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor(15 arbetsdagar) fran skrivningstillfillet
och kommer att finnas tillgdnglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

For héndelserna A och B géller att P(A|B) = 0.6, P(AU B) = 0.9 och P(AN B*) =0.4.
Bestdm P(A).

A: 05
B: 0.6
C: 0.7
D: 0.8
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

fX<x):{C'xa_1(1—x) om 0<uz<l,

0 annars,

1
2

dér a och C' ar positiva konstanter. Bestdm konstanten a om vantevirdet av X &r
A: 0.200
B: 0.400
C: 0.600

D: 0.800

Uppgift 3

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y") har sannolikhetsfunktionen:

pxy(z,y) [y=0]|y=1|y=2
=0 01 | 02 | 03
r—1 03 | 0.1 0

Bestdm C(X,Y).
A: -0.36

B: -0.26

C: 0.10

D: 0.54

Uppgift 4

En burk med pepparkakor innehaller 5 pepparkakstomtar och 4 pepparkaksgrisar. Om man tar
tva pepparkakor pa mafa, hur stor dr sannolikheten att man far tva likadana pepparkakor?

A: 0.125
B: 0.222
C: 0.444

D: 0.722
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Uppgift 5

En grossist séljer en viss farskvara till 50 nérbutiker. I genomsnitt kdper en butik 2.9 kartonger
per vecka och standardavvikelsen &r 1.8. Hur manga kartonger ska grossisten kopa in per vecka
om sannolikheten att inte kunna uppfylla alla 50 butikernas sammanlagda bestéllningar ska vara
approximativt 5%.

A: 166
B: 170
C: 293
D: 322

Uppgift 6

Ett test for att upptéicka tjocktarmscancer har féljande egenskaper. Sannolikheten for ett positivt
svar givet att en person har tjocktarmscancer &r 69% (sensitiviteten). Sannolikheten for ett nega-
tivt svar givet att en person inte har tjocktarmscancer dr 92% (specificiteten). Andelen personer i
aldergruppen 60-70 ar som har tjocktarmscancer ar 2% (prevalensen). Hur stor dr sannolikheten
att en person (i aldersgruppen 60-70 ar) inte har tjocktarmscancer givet att testsvaret ar negativt.

A: 56.0%
B: 92.0%
C: 98.5%
D: 99.3%
Uppgift 7
Antag att X; och X, ar oberoende stokastiska variabler sadana att X; € Po(u) och Xy € Po(2pu).
Tva skattningar av p har foreslagits: pf,, = #5422 och figps = m;%z. Vilket av nedanstaende

pastaenden ar sant?

A: ply. ar den effektivaste skattningen av p.
B: figns dr den effektivaste skattningen av p.
C: Bagge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som ér effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.
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Uppgift 8

X1, Xs och X3 ér oberoende stokastiska variabler. X, € Exp(\), Xy € Exp(3)), X3 € Exp(4N).
Vi har fatt utfallen z; = 7.3, x5 = 2.6, 3 = 1.6. Bestdm Maximum-Likelihood-skattningen av .

A: 0.14
B: 0.26
C: 0.37
D: 0.70

Uppgift 9

Lat T = 49.2, § = 374, s = 8.80, s, = 3.04, n, = 6 och n, = 12 vara givet och antag att
X; € N(pz,0) och Y; € N(pu,,0) samt att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende. Ange
undre grinsen for det 99%-iga tvasidiga konfidensintervallet I,

-
A: 8.39
B: 8.59
C: 8.74

D: 8.96

Uppgift 10

Vi har sex oberoende observationer 64, 70, 78, 84, 100 och 102 fran en N (u, o)-férdelning dér vi

skattar o2 med stickprovsvariansen. Berikna ett 95%-igt ensidigt uppat begrinsat konfidensinter-

vall for variansen o2.

A: (0,735.4)
B: (0,972.6)
C: (0,1048.7)
D: (0,1453.0)
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Uppgift 11

Vid tillverkning av en viss detalj kan tva typer av fel uppsta, A och B. Dock kan endast det ena
uppsta. Vi undersoker 150 detaljer och far 12 med fel A, 21 med fel B och 117 felfria. Det star
angivet pa specifikationen att P(A) = 0.05, P(B) = 0.09 och P(felfri) = 0.86. For att testa
denna nollhypotes gjordes ett y*-test varvid man fick teststorheten Q = 7.98. Vilket av féljande
pastaenden ar sant?

A: Hy kan varken forkastas pa risknivan 2.5% eller risknivan 5%.
B: Hj kan bade forkastas pa risknivan 5% och risknivan 2.5%.

C: Hj kan forkastas pa risknivan 2.5%, men inte pa risknivan 5%.
D

. Hj kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 2.5%.

Uppgift 12

Man har skél att anta att méngden av en viss bakterie som lever i en speciell miljé 6kar i en
takt som beskrivs av foljande modell: y = y(x) = ke™*, dér k och m &r okdnda konstanter, y
ar bakteriemédngden och x &dr tiden. For att skatta vilka virden det &r pa k och m och darmed
kunna prediktera vad y kommer att anta for virden pa olika viarden for x sa logaritmerar man
och ansétter en linjar regressionsmodell enligt féljande:

In(y;) = In(k) + mx; + ¢, = a + Bx; + &,

dér e; betecknar slumpmaéssiga fel. Datamaterialet fran de forsta fyra observationerna ger foljande
tabell:

T 519 13]15
In(y;) | 17129 | 36 | 45

Anvind Minsta-Kvadrat-metoden for att skatta « och 8 (med fyra decimalers noggrannhet) i den
linjara regressionsmodellen utifran datamaterialet ovan och ange sedan det predikterade virdet
pa y nir x = 20, dvs y(20).

A (20)
B (20)
C: 10%* < y(20) < 10%
D (20)
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Del 11

Uppgift 13

I den forsta urnan finns det 10 kulor varav 8 &r vita. I den andra urnan finns det 20 kulor varav 4
ar vita. Fran varje urna dras en kula pa mafa, och sedan dras en kula pa mafa av de tva dragna.
Vad dr sannolikheten att den sist dragna kulan &r en vit kula? (10 p)

Uppgift 14

Antalet jordbdvningar under en manad i en viss region beskrivs av en Poissonférdelad stokastisk
variabel med véantevirde 1.2, oavsett manadens antal dagar. Antalet jordbdvningar under olika
manader beskrivs av oberoende stokastiska variabler. Lat X beskriva antalet jordbavningsfria
manader under 5 ar. Bestdm approximativt P(X < 25). (10 p)

Uppgift 15

Vid ett experiment for att bestdmma den adiabatiska konstanten « for en gas vid rumstemperatur
méttes de akustiska resonansfrekvenserna i ca 3 dm langa gasfyllda ror. Sambandet mellan grund-
frekvensen fy och den adiabatiska konstanten har formen fo = 7,/7 dér [ &r rérets lingd och a ar
en kéind konstant. Antag att man har n oberoende slumpméssiga méatningar fo; av grundfrekven-
sen, dar matning ¢ gjorts i ett rér av kdnd lingd [;. Métningarna fy; ar vantevardesriktiga och
med standardavvikelse o.

a) Bestdm Minsta-Kvadrat-skattningen vy, o, av 7. (7 p)

b) Bestdm véntevirdet av v;, - (3 p)

Uppgift 16

For en viss métapparatur misstdnker man att méatfelen inte enbart &r slumpmaéssiga utan dven
systematiska. For att undersoka detta méter man 9 ganger en storhet vars virde man kédnner
exakt. Lat x1,xo,..., 9 beteckna métfelen vid dessa 9 métningar. Erfarenhetsméssigt kan man
anta att x1, T, ..., Te ar observationer fran en normalférdelning N (A, o), 0 = 0.4. Nu misstanker
man att A > 0 och inte A = 0. Darfor skall man testa Hy : A = 0 mot H; : A > 0 och véljer
mellan tva test. Det ena testet dr det vanliga baserat pa medelvirdet z. Det andra testet dr baserat
pa d, dir d ar antalet positiva x;-virden. Signifikansnivan ska vara approx 0.09 i bada.

a) Bestam testet, dvs beslutsregeln for att forkasta Hy, baserat pa z. (5 p)

b) Bestam testet baserat pa d. (5 p)
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1

Man har sambanden:

P(A)=P(ANB)+ P(AN B")
P(ANB) = P(A|B)P(B)
P(B)=P(AUB)—-P(ANB*) (anvind t.ex. Venndiagram)

som ger

P(A) = P(A|B)(P(AU B) — P(AN B*)) + P(AN B*) = 0.6(0.9 — 0.4) + 0.4 = 0.7

Uppgift 2
Man har att . .
1:/ fX(:v)d:v:C’/ 11 — x)dx
0 0
och ) )
E(X):/ me(a:)da::C’/ (1 — z)dz
0 0
Lat
1 1
I(a):/ x“(l—x)dx:/ r* — 2" dx
0 0
anrl J;a+2 1 1 1 1
- [a—I—l a a—|—2]0: a+1 a+2 (a+1)(a+2)
ManférdéE(X):%:#‘2ocha“ﬁ:%2>6a:a+2:>a:§20.4.

Uppgift 3
Kovariansen kan berdknas med uttrycket C'(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

1 2
E(X)=> 7Y pxy(j.k)=1-(01+0.3) =04
§=0 k=0
2 1
E(Y)=> k-> pxy(j,k)=1-(02+01)+2-03=09
k=0 7=0

1 2
E(XY)=>"> j-k-pxy(k)=1-1-01=01
=0 k=0

Alltsa blir C(X,Y) =0.1—0.4-0.9 = —0.26 .
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Uppgift 4

For att fa tva likadana peppakakor kan man antingen ta tva pepparkakstomtar, (g) mojligheter, el-
ler tva pepparkaksgrisar, (3) mojligheter. Sammanlagt blir det (g)+(;1) = %—i—% = 16 mojligheter.
Antalet sétt att vilja tva pepparkakor vilka som helst &r (g) = % = 36. Sannolikheten att ta tva

likadana pepparkakor &r alltsa % = % ~ 0.444.

Uppgift 5

Under antagandet att butikernas bestéllningar &r oberoende och likafordelade, sa kommer totala
antalet bestéllda kartonger att vara approximativt normalfordelad enligt centrala griansvérdessatsen,
eftersom det handlar om ett storre antal butiker. Lat X vara antalet kartonger som butik &
vill kopa en viss vecka och Y = Y720 X, Vintevirdet av totala antalet kartonger dr E(Y) =
50E(X;) = 50 - 2.9 = 145 och standardavvikelsen #r D(Y) = /50 - 1.8 ~ 12.73. Dérmed ér
Y approximativt N(145,12.7) och P(Y < a) = 0.95 & P(Y > a) = 0.05, vilket medfor att
ar~ EY)+ DY) Xos =~ 145 + 12.7 - 1.645 ~ 166.

Uppgift 6

Lat C vara hindelsen att en person i aldersgruppen 60-70 ar har tjocktarmscancer och T vara
héndelsen att testet ar positivt. Da har man

P(T|C)=10.69, P(T*|C*)=0.92, P(C)=0.02
Enligt Bayes sats fas

ey P(T|CY)P(C) P(T*|C*)P(C7)
PO = =75 = B o) P(C) + PIT-IC) PO
_ P(r|C*)(1 - P(C))
(1= P(T|C)P(C)) + P(T*|C*)(1 = P(C))
B 0.92-0.98
©0.31-0.02+0.92-0.98

~ 0.993

Uppgift 7
E(w) = J(BE(X) + B(X2)) = (u+2u) =

E(f1) = 5(E(X1) + 3EB(Xz)) = 5(u+ 5(2p) = p
Altsa ar bada skattningarna vantevardesriktiga.

Vi har nu:
V) = }l(V(Xﬁ + iV(XQ)) = 411(“ + %(2#)) - 3_“

V() = S(V0X) 4 V) = st 20) =

Skattningen gy, ér effektivare &n fios eftersom V(u*) = £ < %“ = V().
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Uppgift 8

Notationen X; € Exp (A),Xs € Exp (3)),Z € Exp (4)\) betyder att tétheten for X, &r fx, (1) =
e for Xy Ar fx, (z2) = 3Ae A2 for X3 dr fy, (v3) = 4 e 3. Dérmed blir likelihoodfunk-

tionen
L ()\) _ )\67/\901 . 3)\673)\132 . 4)\674)\:1:3 _ 12)\367/\(7.3+3~2.6+4<1.6)

Da blir log-likelihoodfunktionen
InL(A\) =In12+ 3In A — 21.5\.

Om vi maximerar In L (A\) m a p A har vi

dinL(\) 3 3
AMLA) 5 915 0e a2
) ) =0 A=5%

= 0.14.

ML-skattningen = 0.14

Uppgift 9

Ett tvasidigt konfidensintervall for skillnaden mellan tva stickprovs véntevirden dér vi antar att
stickproven har samma okénda varians fas m.h.a. §12.2 och § 11.2 till

o 1 1
lLyy—p, =T —9y=£s- n—+n—-t%(nz+ny—2)
@ y

82_(nx—1)-8§+(ny—1)-85_(6—1)-8.80+(12—1)-3.04_484
- ng +ny — 2 B 6+12—2 o

dar

Intervallet 1,,,_, ) kan nu skrivas

/1 1 [4.84
Lyyp, =492 —-374+v4.834- 5 + D “to.005(16) = 11.8 £+ o 292 =11.8£3.21

Viket ger att undre grénsen blir 8.59.
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Uppgift 10
M.h.a §12.4 och §11.1b fas det tvasidiga konfidensintervallet for o2 till

[.— (n—1)s* (n—1)s*
7 Xa () " xiie ()

(<
2 2

Da blir det ensidigt uppat begrinsade konfidensintervallet for o2

v ()

Eftersom n = 6 och a = 0.05, blir f =5 och x2,5 (5) = 1.15. Da

1206
§? = — = 241.2

blir den 6vre grénsen
—1)s? 5-241.2
(n—L)s” _ —1048.7
Xi—a (f) 1.15

Uppgift 11

X&.025(3—1) = X3 425(2). Nollhypotesen Hy ér att sannolikhetsfunktionen &r P(A) = 0.05, P(B) =
0.09 och P(felfri) = 0.86. Vi gar in i tab 4 i F.S och ser att x2 555(2) = 7.38 och att xZ5(2) =
5.99. Q = 7.98 &r storre dn bade 7.38 och 5.99, sa pa bada risknivaerna kan vi forkasta att
sannolikhetsfunktionen &r P(A) = 0.05, P(B) = 0.09 och P(felfri) = 0.86.

Uppgift 12

Har anviander man §13.1a och §13.1b i formelsamlingen for att ta fram £} och o}, dér y i
formelsamlingen &r vart Iny.
7 =10.5,lny = 31.75, B%,_ = 2.6356, a*,. = 4.0762.

obs obs

y(20) — 64.0762+2.6356~20 —_ 46 . 1024
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Utfallsrumet pa de tva dragna kulorna i forsta steget ar Q = {VV,V B, BV, BB}, dar V betecknar
vit farg och B betecknar ej vit firg, samt den forsta bokstaven motsvarar kula fran den forsta
urnan och den andra bokstaven — kulan fran den andra urnan. Lat nu héndelse A vara att den
sist dragna kulan, dvs kulan som &r dragen i det andra steget, &r en vit kula. Vi har enligt Lagen
om total sannolikhet:

P(A) = P(A|VV)P(VV) + P(A|VB)P(VB) + P(A|BV)P(BV) + P(A|BB)P(BB) =
() DG o (DD G-

_1 1<4+4-4+1)_1<12+1>_1 25_1
5 5 2 2/ 925 2/ 925 2 92

Dvs sannolikheten &r 0.5 att den sist dragna kulan &r en vit kula.

Uppgift 14
Sannolikheten att en manad &r jordbévningsfri fas ur Poisson(1.2)-férdelningen till
1.2)°
p= ( o') e ' =% =0.30119.

Av n = 60 manader ar antalet jordbavningsfria, Z, binomialférdelat med parametrar n och p. Ef-
tersom np(1—p) = 12.63 > 10 sa kan binomialférdelningen approximeras med normalférdelningen,
dvs Z &r approximativt N(np, v/np(1 — p)). Da ar

Z—np < 25.5 —np

=) S Vo _p)) ~ @ (2.0903)
~ @ (2.09) = 0.9817.

Q

P (Z < 25) = halvkorrektion = P (Z < 25.5) = (

Uppgift 15
Lat xp, k = 1,2, ...n vara de uppmétta grundfrekvenserna.

a) Véntevirdet E(Xy) = ;-\/7. Man ska minimera

n n

Q%) =D (aw = BOXW))* = 3 (i = 3-v/7)?

k=0 k=0

Minimum fas dér derivatan dr noll (y = 0 ger inte minimum da zy > 0).

Q’(%X)ZZQ(M—%\H)( ’ 2\/_ Z Z%ﬁzo

Sho

* . =0 1

Yobs = W
k=0 l%

vilket ger
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. . . * 2 . .. . . ZZ:O QZCTI:
b) Skattningen &r en kvadrat: 4* = Y* dir Y ar MK-skattningen av \/7: Y = ST
k=0 l%

Man kan da utnyttja att V(Y) = E(Y?) — E(Y)? < E(Y?)=V(Y)+ E(Y)%
Vintevirdet av Y ér lika med /7 eftersom E(X}) ar linjar i /7. Variansen av Y blir

B ZZ:O% - 1 "1 B Zzzoé )
VY)=V ( ) N > SVian) = =g 0

ZZ:o % k=0 2)2 k=0 ll% (ZZ:o %)2

Alltsa blir

no 1
k=0 12
E("}/*) _ ")/‘i‘ _ ak 02
(o)
Uppgift 16

16a) Fran Tabell 1, Ao g9 ~ 1.34. Dérfor forkastar vi Hy : A = 0 (mot H; : A > 0) pa sign nivan
approx 0.09 om

z—0
>1.3
0.4//9 ~

4,

eller, efter en enkel omstéllning, om
T > 0.1787,
vilket &r det testet som efterfragas, dvs baserat pa .

16b) Lat d vara observation pa s.v. D.
Da vet vi att D € Bin(9,0.5) om Hy : A = 0 &r sann. Vidare, enligt Tabell 6,

P(D < 6|D € Bin(9,0.5)) ~ 0.91,

eller,
P(D > 7|Hy &r sann) ~ 0.09.

Det sokta testet, eller beslutsregeln, ar dérfor: forkasta Hy om d > 7. Signifikansnivan av det
testet ar ca 0.09.



