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Examinator for SF1912: Mykola Shykula, 08-790 6644.
Ezxaminator for SF1914/1915/1916: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, benimnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkédnda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkéanda pa datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller pa den hér tentan och vid omtentamen
i december 2023. Grinsen for godként ar 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkdnda pa eller far komplettera del I och poéng pa del 11 krévs fér hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som dr godkédnda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfallet och vid omtentamen i december 2023.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Lat A; and A, vara tva disjunkta héandelser, dar A; U Ay = Q, och Q &r hela utfallsrummet. Vi vet
att P(A;) = 0.35. Anta nu héndelsen B sadan att P(B|A;) = 0.75 och P(BN Ay) = 0.3. Berékna
P(A,|B).

A: 0.4615
B: 0.5333
C: 0.2999
D: 0.5624



forts tentamen i i SF1912/SF1914/SF1915/SF1916 2023-10-23 2

Uppgift 2

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler. Vi vet att D(X) = 1.5, D(Y') = 2.5 och
att D(2X + aY + 7) = 8. Vilket vérde pa a ér korrekt?

A: -2.96648
B: 88
C: 9.52
D

0 3.085

Uppgift 3

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tédthetsfunktionen

fx(x) —{ 2
0; annars.

Berdkna F(3X — 2).
A: 0.3333
B: 0.75
C: 1.75
D: -0.25

Uppgift 4

Antag att vi har tva kontinuerliga stokastiska variabler X and Y med den simultana tathetsfunktionen.

6xy?;, om0<z<1,0<y <1,
Ifxy(z,y) =
0; annars
Berdkna P(i <X < %)
A: 0.25
B: 0.375
C: 0.5625

D: 0.1875
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Uppgift 5

Tiden X som en kvinna ar gravid kan antas vara Normalférdelad med véntevarde p och standar-
davvikelse o = 16 dagar. Om vi vet att 67% av graviditeterna varar hogst 274 dagar, vad ar da
forvantat virde (avrundat till hela dagar) for langden av en graviditet. Dvs. vilket vérde har p ?

A: 281
B: 258
C: 267
D: 161

Uppgift 6

Enligt ett godisforetag dr 75% av deras fargade godsaker blaa hos deras mest framgangsrika mérke
som séljer fargade godsaker. I ett givet prov pa 15 av dessa godsaker visar sig 10 vara blaa. Om
vi antar att den pastadda andelen pa 75% &r korrekt, vad ar da sannolikheten (avrundat till tva
decimaler) for att slumpmaéssigt vilja 15 godsaker och fa 10 eller fler som &r blaa?

A: 0.85
B: 1.00
C: 0.69
D: 0.98

Uppgift 7
Lat X och Y vara tva oberoende s.v. sadana att X € Po(u) och Y € Po(3u).

. 2x+y
Hops = 5

ar en skattning av .
Bestam medelfelet for denna skattning av g om vi fatt utfallen x = 423 och y = 1304.

A: 4.8
B: 11.0
C: 1204
D

0 2275
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Uppgift 8
Man har tva oberoende stickprov. Stickprov 1, som bestar av 60 métvirden (xy,zo, ..., Zg)
kommer fran en exponentialférdelning med véntevarde 36 och stickprov 2 med 80 métvarden
(Y1, Y2, - - -, Yso) kommer fran en exponentialférdelning med véntevarde 46.

Data: 7 = 4.30, § = 5.76.

For att skatta 6 kan man t ex anvénda 0}, =y — T eller 05, = (2 +7)/7.
Vilket av nedanstaende pastaenden dr sant?

A: 07 ér den effektivaste skattningen av 6.
B: 03, dr den effektivaste skattningen av 6.
C: Bégge skattningarna éar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som &r effektivast, eftersom minst en av dem
inte ar vintevardesriktig.

Uppgift 9

Efter noggrann kalibrering av en digital voltmeter fann man att métfelen vid matning av resistans
kunde betraktas som oberoende normalfordelade stokastiska variabler med véntevéirde 0 2 och
standardavvikelse 0.063 €2. Vid upprepade métningar av resistanserna R; och Ry hos tva elektriska
motstand fick man resultaten

| Motstand 1: | 1.026 | 1.009 | 1.056 | 1.012 | 0.981 |
| Motstand 2: | 0.991 | 1.082 | 1.106 | 1.012 | 1.121 |

Bilda ett tvasidigt konfidensintervall som har konfidensgraden 95 % for resistansskillnaden Ry — R»
och ange Ovre griansen for detta.

A: -0.0059
B: 0.0104
C: 0.0204
D: 0.0325

Uppgift 10

Man vill bygga ett stort bostadsomrade med hyresratter. Man har foljande nollhypotes Hy: 10%
av hyresgisterna vill ha linoleummatta i duschrummet, 40% vill ha klinkers i duschrummet, och
50% vill ha bade klinkers och varmeslingor i duschrummet. 50 potentiella hyresgéster tillfragas
om hur de vill ha sina duschrum. Det visar sig att 12 av de tillfragade potentiella hyresgéisterna
vill ha linoleummatta, 33 vill ha klinkers och resten vill ha bade klinkers och varmeslingor i sina
duschrum.

Vilket av foljande pastaenden ar sant?
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H, kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%
Hy kan bade forkastas pa risknivan 1% och risknivan 5%

Hy kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 5%

S Q w =

Hy kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%

Uppgift 11

Anta att X € N(u,0) med den kiénda standardavvikelsen o = 1.5 och lat H, vara att u = 4. Vi
vill testa Hy mot alternativet Hy : p = 6 och forkastar Hy till forman for mothypotesen H; om vi
far testvariabeln > 5.17 da vi gjort 9 observationer pa X. Bestdm testets styrka.

A: 0.01
B: 0.71
C: 0.95
D: 0.99

Uppgift 12

Guldhalt i havsvatten bestdmdes medelst en atomabsorptionspektropi-metod. Halten ar mycket
lag och de direkta bestdmningarna osédkra. Darfor anvidnde man sig av den s k ”standard addition
method”. Det innebér att man tillfér kéinda halter av guld och méter absorptionen. Absorptionen
antas vara en linjar funktion av guldhalten dvs om g dr halten i rent havsvatten antas att

y=p5-(r+p) +e,
eller med oo = (3 - 1
y=a+p-r+e¢,

dar y ar uppmétt absorption, z tillsatt méngd guld och ¢ métfel som antas vara N(0, o).
Resultat vid undersokningen:

Tillsatt guld, ng (z) | 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70
Absorption (y) | 0.257 | 0.314 | 0.364 | 0.413 | 0.468 | 0.528 | 0.574 | 0.634

Hjdlpsummor: Y (z; — 7)* = 4200, > (y; — 9)* = 0.119862, >_ z;y; = 146.75.
Skatta pa ett lampligt sdtt guldkoncentrationen p i rent havsvatten.

Ledning: Bestdm forst Minsta-kvadrat-skattningarna o, och 3% . av linjér regressions koefficien-
terna « resp [.

A: Skattningen av p dr ungefir 0.048
B: Skattningen av p ar ungefar 0.48
C: Skattningen av p ar ungefar 4.8

D: Skattningen av p &r ungefar 48
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Del 11

Uppgift 13

Vi riknar antalet forfragningar som tas emot pa en webbserver under en timme och klassificerar
dem som: X = antal forfragningar fran ménniskor under en timme, och Y = antal forfragningar
fran bots under en timme. Enligt var information ar det forvintade antalet manskliga forfragningar
per timme 1 medan det forvantade antalet botsforfragningar ar 4.

a) Ange ldmpliga probalistiska modeller for de stokastiska variablerna X och Y7 (2 p)

b) Vad ér sannolikhetsfunktionen for det totala antalet (fran ménniskor och fran bots) forfragningar
per timme? (2 p)

c) Vad ar sannolikheten for att det tagits emot 2 ménskliga forfragningar pa en viss timme
givet att det tagits emot totalt 3 forfragningar den timmen? (6 p)

Uppgift 14

Man har vid 10 olika tillfillen forsokt att uppskatta antalet fortkorare genom att rékna antalet
passerande bilar till och med den forsta fortkoraren. Man erhéll féljande observationsserie:

313 9 26 513 7.

Angiv, givetvis med motiveringar, en lamplig statistisk modell samt héled Maximum-Likelihood-
skattningen av sannolikheten for att foéraren av en godtyckligt vald bil skall vara en fortkorare och
ange dess numeriska virde for ovanstaende méatdata. Olika bilars hastighet antages vara oberoende

och likaférdelade. (10 p)

Uppgift 15

Livsldngderna i ar for en viss sorts elektroniska komponenter ér oberoende och Weibullfordelade

med fordelningsfunktionen
Fx(z)=1—e @5 z>0.

Hundra komponenter sattes i drift samtidigt och efter 3 ar fungerade fortfarande attio av dem.
Punktskatta parametern ¢ och konstruera ett approximativt 95 % konfidensintervall fér ¢. (10 p)

Ledning: Undersok forst sannolikheten p for att en komponent haller i tre ar.

Uppgift 16

X1, X5 och X3 ér oberoende lika fordelade stokastiska variabler med téathetsfunktionen:

e ™ for x>0,

0 annars,

dar A > 0 ar en okénd konstant, 1 = 1,2,3. Lat U = max(Xy, X5, X3) och V = min(X;, X5, X3).
Berékna véntevérdet E(U — V). (10 p)

Lycka till!



&

Sy,
FKTHS

VETENSKAP
@8 OCH KONST 2%

S e

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1912/SF1914/SF1915/SF1916
SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
MANDAG 23 OKTOBER 2022 KL 8.00-13.00.

Del I, Svar

10. B
11. C
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
P(B]A;) P(4)
P(B)
Eftersom Al U AQ = Q, har vi P(Ag) =1- P(Al) =1-0.35=0.65.

P.g.a. Bayes sats vet vi att P(Ay|B) =

P(BNAy) 03

= = 0.4615.
P(4,) 0.65

Dessutom har vi att P(B|Ay) =

Nu kan vi berdkna P(B) med hjilp av lagen om total sannolikhet :
P(B) = P(A)P(B|A)) + P(As)P(B|As) = 0.35 - 0.75 + 0.65 - 0.4615 = 0.5624.

4615 - 0.
Slutligen fas P(Ay|B) = % = (0.5333.

Uppgift 2
Vi anviinder oss av foljande: V (2X +aY +7) = 22V (X)+|a|*V(Y), eftersom X and Y &r oberoende.

Vi har : V(X) = (D(X))? = 1.5% = 2.25, V(Y) = (D(Y))? = 2.52 = 6.25 and V(2X +aY +7) =
(D(2X +aY +7))> =8 = 64.

Detta medfér att V(2X + aY + 7) = 22 .2.25 + |al? - 6.25 = 64, vilket ger |a|*> = 8.8 och
a = +£v8.8 = —2.966.

Uppgift 3
Vi har féljande:

—0o0

! 1
E(3X_2):/ (SI—Q)fX(ZE)d$=/ (3 —2) (x+§) dx
oo 0
1 3 3 )
:/(3x2—2x+—x—1)dx:x3—x2+—x2—x
0 2 4

0

o 0.25
=-7="02.
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Uppgift 4

Vi har
6xy?, om0<2<1,0<y <1,

Ixy(z,y) = {

0, annars.

Da géller att

1 1
fx(z) = / Ixy(z,y)dy = / 6zy°dy
0 0
3
Y1

Da far vi foljande:

1 1 1/2 1/2
P (Z_l <X < 5) = fx(z)dx = / 2xdx

Uppgift 5
—u
16

X
Vi vet att X € N(u,16) och att P(X < 274) = 0.67. Vi gor om till N(0,1) och far Z =

Detta medfor att

274 —
P(X <274) =P (Z < 716 “) — 0.67.
A andra sidan, eftersom Z € N(0,1), sa vet vi att P(Z < z) = 0.67 for z = 0.44 (Table 1).

274 —
Alltsa géller att &

=044 = p=274—-0.44-16 = 266.96 ~ 267.

Uppgift 6
Lat X vara det antal blaa godsaker vi drar. Da giller att X € Bin(n,p) med n = 100 och p = 0.75.

Vi vill berdkna P(X > 10). Vi vet att om X € Bin(n,p) sa géller foljande om Y &r antalet
icke-blaa godsaker vi drar:

P(X >10) = P(Y <15—10) = P(Y <5), fér Y € Bin(n,1 — p) = Bin(15,0.25).

Nu kan vi anvénda tabell 6: P(X > 10) = P(Y <5) = 0.8516 ~ 0.85.
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Uppgift 7
X och Y &r tva oberoende s.v. sadana att X € Po(u) och Y € Po(3p).

. 2x+y
Hops = 5

ar var skattning av p.
Se F.S. §9.3. Medelfelet dr den skattade standardavvikelsen av skattningen.

2X+Y, V[2X+Y]

| = VRX]+ VY] _4VIX]+ VY] 4p+3p _Tp
5

= ober = —
25 25 25 25 25

Viw) =V

Medelfelet for denna skattning dr da

/ \/2:1:+y 7 \/2 42341304 7 o
Obs luob525 5 25

om vi fatt utfallen x = 423 och y = 1304.

Uppgift 8
1 80 1 60 1 1
E0;)=E(Y)-EBEX)= > E(Y)— —Y B(X;)=_--80-40 — —-60-30 =0
80 & 60 & 80 60

visar att 07 &r vantevérdesriktig.
For 05 far vi

E (X ;_ Y) = % (E(X)+ E(Y)) = (enl ovan) = %(39 +46) =10

vilket visar att dven 03 &r vantevérdesriktig.

VIO = VIV = X) = VIV VIE) = i SV 00 + g VX0 =
. 1 1 . T
= (Enl. formelsamlingen) = EOE -80 - (40) + GOE L60 - (30)% = %g

medan

(30 (40)* 6%
7 7 72-60 7280 140
som &r mindre &n V(07) och alltsa &r 03 en effektivare skattning av 0 dn 07

V(63) = V( X) + 2V(Y) = ( som ovan ) =
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Uppgift 9

Tva oberoende stickprov. Kianda sigma! Vi har att £ = 1.0168 och § = 1.0624. Ett 95 % konfi-
densintervall ges av

2 o2 0.0632  0.063?
T — 5+ Nooss % + % — 1.0168 — 1.0624 + 1.96\/ o+ = —0.0456 £ 0.0781

Ovre gransen &r alltsa 0.0325

Uppgift 10

Situationen ar den som beskrivs i avsnitt 13.10 Test av given fordelning. Vi har att » = 3 och
n = 50. Dessutom ar x; = 12,29 = 33 och x3 = 5. Slutligen &r p; = 1—107172 = % samt ps = %.
Detta ger (Alla np; > 5)

i:(xj—npj): (12-50-55)° (3350 55)° (550 )"

np; 50 - 15 50 - 75 50 - 3

Qobs = = 34.25

j=1

5%- och 1%-kvantilerna pa y>-fordelningen med r — 1 = 2 frihetsgrader &r 5.99 < 34.25 och
9.21 < 34.25. Alltsa kan vi forkasta Hy pa bade 1%- och 5%-nivan.

Uppgift 11

Styrkan hos testet dr P(férkastaHy) om H, r sann.
Dvs. vi ska ta fram P(X > 5.17) om X; € N(6,1.5)

—0.83

- X - 17 —
P(X > 5.17) = [Gor om till N(0,1)] = p( 6 217 6)

1.5/v/9 — 1.5/v/9

Uppgift 12

Forst berdknar vi: £ = 35, y = 0.444.
Minsta-kvadrat-skattningarna
o, och 3% av linjér regressions koefficienterna o resp g blir:

5 = Y riyi—n-T-y  146.75 — 8- 35-0.444
s Ny — 1) 4200

= 0.00534,

och

oy, = — BT = 0.444 — 0.00534 - 35 = 0.257
Alltsa, har vi att den lampliga skattningen av p blir o, /5%, = 0.257/0.00534 ~ 48.13

=1- (W) — 1—(1—9(1.66)) = 0.95
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

a) En passande probabilistisk modell for X and Y &r en Poisson-fordelning , som riknar antalet
héndelser (slumpmiissiga och oberoende ) som intréffar pa tidsintervallet. Eftersom vi vet
att det forviantade virdet av antalet ménskliga forfragningar ar 1 att det forvantade vardet
av antalet botsforfragningar ar 4 sa far vi att

X ~ Po(1) och Y ~ Po(4).

b) Metod 1: If X ~ Po(\;) och X ~ Po(\y) dr tva oberoende Poisson-fordelningar med
parametrar \; = 1 och \y = 4, sa vet vi att totala antalet forfragningar X + Y ocksa &ar
Poissonférdelat med parameter A\; + Ag, dvs. (X +Y') ~ Po(A; + Ag). Eftersom Z = X +Y

sa leder det till att

(M + >\2)n6—()\1+>\2) _ ie‘f’.

pz(n) = — nl

Dvs Z ~ Po(5)

Metod 2: Vi hirleder sannolikhetsfunktionen for X +Y genom att anvénda faltningsformeln.
pz(n)=P(X +Y =n) =Y P(X =k)P(Y =n—k)
k=0

- (/\1)]“641 (Ag)"F .
k! (n—k)!

k=0

—(A1+A2 - )\1 i )\2 ok
( )§:<ML£—%!

=e

k=0

et & n! k(. yn—k
Tl Ezwn—wM”“”

k=0
— Me—(kﬁ-)\z) — ie—5
n! n!

dér vi i sista likheten har anvént: (a +b)" = ;_, Wik)!akb”_’“.

c¢) Sannolikheten for att ha haft 2 ménskliga forfragningar under en viss timme givet att det
var 3 forfragningar totalt ar:

P(X=2NX+Y=3) PX=2nY=1
P(X =2|X+Y =3) = ( - ) _ P )

P(X +Y =3) P(X+Y =3)
_P(X=2P(Y=1)
- P(X+Y=3)

0 4, 3
ol ¢ T1° e
24

= — = (.096.
250
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Uppgift 14

Observationerna z1, ..., x1o ar utfall av stokastiska variabler X,..., Xy déar

X; = antalet bilar till och med forsta fortkoraren vid méattillfalle nr 7.
Lat p vara sannolikheten sannolikheten for att en godtyckligt vald bil skall vara en fortkorare. Da
géller att

px, (k) = P[X; = k] = (1 —p)*'p

dir (1 —p)*~1 dr sannolikheten for att de forsta k — 1 bilarna ej kér for fort och p #r sannolikheten
for att bil nr k kor for fort, dvs en ffg-fordelning (“for forsta gangen”-fordelning). Detta eftersom
de olika bilarnas hastigheter antogs vara oberoende av varandra.

Saledes far vi likelihoodfunktionen

10
i— 10 (zi— 10 0
L(p) = [[@—p)" 'p = (1 — p)==1Dp!0 = (1 — p)>imamim 10p10

i=1
eller

10
In L(p) = (sz— 10) ‘In (1-p)+10-Inp
i=1

Derivering ger

dIn L(p) S0 w10 L 10

dp L—p p
d In L(p) S0 2 — 10 10 = 10
—— P === = s 10-10p=p) ;- pep=—— .
dp L—p P Zl i
Daln L(p) — —oo da p — 0 eller 1 sa har vi ett maximum.
Detta ger
10 10 10
; = — =0.25.

Alternativt kan man derivera Likelihoodfunktionen m.a.p p direkt.

dL (p) dH%—_Ol(l p)ﬂh 1p d<1 p>30p10 30 9 29,10

) 10
= (1 —p)10 = 30p = piys,,, = i 0.25.

Da L(p) — 0 da p — 0 eller 1 sa har vi ett maximum.
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Uppgift 15

Vi har p = 1 — F(3) = ¢ ®/%°, Lat Y vara antalet komponenter som fungerar efter 3 ar och
y = 80 observationen av Y. Y dr Bin(100, p)-fordelad och p,. = y/100 = 80/100 = 0.8. Eftersom
nplys (1 — phys) = 16 > 10 fas pa vanligt sitt

Pips(1 = D%y

I,=p,+1.96
p pObS 100

= 0.80 £ 0.078 = (0.722,0.878).

*
obs

—0.6%: =1n0.80 = 0.6%: = —1n0.80=0.223 = ¢}, =1n0.223/1n0.6 = 2.94.

En naturlig skattning ¢, av ¢ fas genom sambandet e~ = (.80, dvs

Konfidensintervallets grianser blir pa analogt sétt
In(—1n0.722)/1n0.6 = 2.196 resp. In(—1In0.878)/In0.6 = 3.992,
dvs 1. = (2.196, 3.992).

Uppgift 16

Xi, X5 och X3 ar Exp(\)-fordelade, dvs E(X;) =1/\i=1,2,3.
Fordelningsfunktionen Fy(z) for U = max(Xy, Xo, X3):

Fy(z) = P(U < z) = P(max(Xy, X3, X3) <2) = P(X; <2, Xy <2, X3 <z) =
= P(X; <) P(Xy <) P(X3 <) = Fx, (2)Fx, () Fx,(z) = (1 — e )",
Darfor, tathetsfunktionen fy(x) for s.v. U &r:
fo(z) = Fj(x) = 3he (1 — e”\I)Q.
Vidare, véintevirdet E(U):

EWU) = / x - 3)«2””(1 — e’”)zd:r; = 3)\/ x(l — 27 4 672’\3”)67’\%13: =
0 0

= 3)\/ re Mdr — 6/\/ re P dy + 3/\/ xe 3Ny =
0 0

0
= yre Vdy = B(X;) = <
0
3

A
3 1 11

IR Y
Fordelningsfunktionen Fy (z) for V = min(X;, Xs, X3):

Fy(z) = P(V <z) = P(min(X;, X5, X3) <) =1— P(min(X;, X5, X3) > ) =
—1— (1= Fx,(2))(1 — Fx,(2))(1 = Fx,(2)) = 1 — ()’ = 1 — =,
Vi ser fran Fy (z) att V ar Exzp(3))-fordelad stokastisk variabel och dérfor:

1

E(V) =

Hérmed,
11 1 3

E(U~V)=EU)~E(V)= &5 — 37 = 57



