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TENTAMEN I SF1912/1914/1915/1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 20 DECEMBER 2023 KL 8.00-13.00.

Examinator for SF1912: Mykola Shykula, 08-790 6644.
Ezxaminator for SF1914/1915/1916: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, benimnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkédnda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkéanda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig
denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Grénsen for godként dr 9 podng. Mojlighet
att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utférliga och vil motiverade
att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar
skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra
datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Lat A, B och C' vara tre hiandelser sadana att: A och C' &r oberoende, B och C' &r oberoende, A
och B ér disjunkta, P(AUC) = %, P(BUC) = 2 och P(AUBUC) = 3. Bestam P(C).

A: 0.50
B: 0.33
C: 0.25
D: 0.65
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Uppgift 2

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler med E(X) = E(Y) = 0 och V(X) =
V(Y) = 0. Beriikna korrelationskoefficienten p(X + 2Y,;4X — 3Y)).

A: 0.8660
B: —1.4142¢0
C: —20?
D: —0.1789

Uppgift 3

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

2com 0 <z <1,
fx(z) =
0 annars .

Bestim variansen V(X?).
A: 0.5
B: 0.083
C: 0.055
D: 0.197

Uppgift 4

Lat X och Y vara kontinuerliga stokastiska variabler med den tvadimensionella tdthetsfunktionen

cr’y(l+y)om 0<z2<3,0<y<3,
fX,Y(%?D =
0 annars ,
dér ¢ ar en reell konstant. Bestaim P(1 < X <2,0<Y <1).
A: 0.007
B: 0.016
C: 0.008

D: 0.019
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Uppgift 5

I ett lotterispel &ar det vinst pa var femtionde lott i genomsnitt. Om en person képer 10 lotter, vad
ar sannolikheten att denna person vinner?

A: 0.215
B: 0.200
C: 0.183

D: 0.020

Uppgift 6

Enligt ett foretag som séljer blandat julgodis till storkunder ska 25% av skumtomtarna som leve-
reras vara blaa. Ur en mycket stor leverans dras slumpméssigt 10000 skumtomtar. Av dessa 10000
skumtomtar visar sig 2550 vara blaa. Antag att den pastadda andelen blaa i populationen pa 25%
ar korrekt. Vad &dr da den approximativa sannolikheten att ur ett slumpméssigt urval pa 10000
skumtomtar fa 2550 eller fler som &r blaa?

A: 0.02
B: 0.13
C: 0.16

D: 0.25

Uppgift 7

Vi har en cirkel vars omkrets vi kallar fér . Vi gor forst en méatning av radien och far observationen
x1 = 4.2. Sedan gor vi en métning av diametern och far observationen x, = 8.8.

Bestdm minsta-kvadrat-skattningen av 6 utgaende fran dessa tva observationer om vi antar att
V(Xl) = V(X2>‘

A: 27.0
B: 27.2
C: 274
D

0 28.9
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Uppgift 8

En karridrradgivare ar intresserad av att undersoka lonerna for de som varit ute i arbetslivet i
ett ar efter det att de tagit examen pa en viss hogskola. Speciellt &r karridrradgivaren intresserad
av att undersoka om det dr nagon skillnad i 16n mellan mén och kvinnor. Fran ett slumpmaéssigt
urval av 20 mén fas en manadslon pa i genomsnitt 42780 kr med en skattad standardavvikelse
pa 5426 kr. Fran ett slumpméssigt urval av 12 kvinnor fas en manadslon pa i genomsnitt 40136
kr med en skattad standardavvikelse pa 4383 kr. Antag att observationerna i respektive stickprov
ar utfall av oberoende stokastiska variabler X; och Y; dar X; € N(p,,0,) och Y; € N(u,,0y)
dér o, # o,. Bilda ett tvasidigt konfidensintervall med den approximativa konfidensgraden 95%
for skillnaden i manadslon mellan mén och kvinnor ett ar efter examen fran hogskolan och ange
konfidensintervallets 6vre grans.

A: 5527 kr
B: 5790 kr
C: 6080 kr
D: 6420 kr

Uppgift 9

Antalet samtal som under en dag inkommer till en informationsavdelning antas vara Poissonfordelat
med véintevirde p. En samtalsrikning visade att under 25 dagar hade 900 samtal inkommit till
informationsavdelningen. Antalet samtal som rings olika dagar antas vara oberoende. Bestdm ett
tvasidigt konfidensintervall fér 1 med den approximativa konfidensgraden 95%.

A: 36 £0.39
B: 36 £0.47
C: 36 £1.97
D: 36 £2.35

Uppgift 10

x1 och xy &r observationer av tva oberoende stokastiska variabler X; € Bin(ny,p) respektive
X, € Bin(ng,p). Vi sitter skattningen av p till
__— T+ T2
ny + N9 .

For n; = 100 och ny = 300 fick vi utfallen z; = 12 och xy = 28.
Bestdm medelfelet for skattningen av p. Dvs. bestdm d(p*).

obs —

A: 0.015
B: 0.024
C: 0.123
D: 0.154
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Uppgift 11

Antag att X € Fxp(\) dar A dr intensiteten, dvs E(X) = 1/\. Lat H, vara att A = 0.2. Vi vill
testa Hy mot alternativet Hy : A = 0.5. Ténk efter om det ar for stora eller fér sma vérden pa x
vi i detta fall forkastar H, till forman for Hy. Vi far en observation: x = 3.2.

Bestam testets P-vérde.

A: 0.202
B: 0.473
C: 0.527
D: 0.798

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur férsdljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 28 1 39 | 45 | 33 | 99
Forséljning (kkr) | 315 | 335 | 340 | 350 | 352

Utifran datamaterialet ovan skattas foljande regressionsmodell (dvs modell med bade linjéir och
kvadratisk term):

yZ:a+ﬁ$z+7x3+6za izla"'757

dar y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och &; betecknar slumpmaéssiga fel.
Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna o, 5 och « blev o, = 239.3,

Baps = 3.42 respektive 77, = —0.026.

95%-iga konfidensintervall 5(0.95) och 1,(0.95) har beréknats, 15(0.95) = (0.88,5.97) samt
1,(0.95) = (—0.055,0.0035).

Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forsiljningen &r signifikant,
dvs man testar Hy g : 8 =0 mot Hy5: 3 # 0 samt Hy, : v = 0mot H;, : v # 0. Vidare beréknas

tva P-varden for de tva testen. Vilken slutsats kan man dra?

A: Bada P-virdena &r mindre &n 0.05, och darfor dr det bara en av de tva termerna
(dvs den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.

B: Ett av de tva P-virdena ar storre dn 0.05, och déarfor ar det bara en av de tva termerna
(dvs den kvadratiska) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.

C: Bada P-vérdena dr mindre &n 0.05, och dérfor 4r det bara en av de tva termerna
(dvs den linjdra) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.

D: Ett av de tva P-virdena ar storre dn 0.05, och darfor dr det bara en av de tva termerna
(dvs den linjdra) i regressionsmodellen signifikant pa risknivan 5 %.
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Del 11

Uppgift 13
I en lada ligger fem likadana batterier. Vi vet att tva fungerar och att tre inte fungerar. Hur manga
batterier maste man i genomsnitt testa for att veta vilka tva som fungerar? (10 p)
Uppgift 14

Antag att X ar en diskret stokastisk variabel med foljande sannolikhetsfunktion:
(2(1-6)/3, ifz=0,

(1-0)/3, ifaz=1,

T) =1
Px(2) 20/3,  ifz=2,
0/3, if v =3,
\
dér 0 < 0 <1 ar en parameter. Lat (3,0,2,0,3, 1) vara 6 oberoende observationer av X. Utgaende
fran dessa observationer, vad blir da maximum-likelihood-skattningen av 67 (10 p)
Uppgift 15

Nagon hédvdar att méaklarfirma A vérderar en viss typ av ldgenheter hogre &n méklarfirma B gor.
For att fa en uppfattning om detta later man de bada firmorna ovetandes om varandra virdera 5
olika ldgenheter med féljande resultat vad géller priset i miljoner kr.

Lagenhet nr ‘ 1 2 3 4 5
Maklarfirma A | 1.19 1.15 1.32 1.34 1.20
Maklarfirma B | 1.06 0.99 1.06 1.06 1.07

Resultat k, k = 1,2,3,4,5, fran méiklarfirma A betraktas som ett utfall av N(u, + A, 01) och
resultat k& fran méklarfirma B betraktas som ett utfall av N(ug,02). Alla stokastiska variabler
antas oberoende. Avgor pa risknivan 5% om vi kan dra slutsatsen att maklarfirma A systematiskt
varderar ldgenheterna hogre én vad méklarfirma B gor. Dina hypoteser och slutsatser skall vara

tydligt angivna och motiverade. (10 p)
Uppgift 16

Sambandet mellan normalférdelningen och y2-férdelningen framgar av féljande: om X1, Xo, ..., X,

ir oberoende N(0,1), sa giller det att Y . | X? € x*(n), dvs x?-fordelad med n frihetsgrader.

Hirled téthetsfunktionen for x?(1)-fordelningen. (10 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1

Eftersom A and C &r oberoende och B och C' dr oberoende, sa har vi:

> = P(AUC) = P(4) + P(C) - PA)P(C)
and
© = P(BUC) = P(B) + P(C) - P(B)P(C).

Eftersom A och B ér disjunkta, har vi ocksa

11

=P(AUBUC)=P(AUB)+ P(C)—P((AuB)NC)
IP(A) P(B)+P(C) = P(ANC)U(BNC))
= P(A)+ P(B) + P(C) = (P(ANC) + P(BNC)) =
= P(A) + P(B) + P(C) = P(A)P (C) P(B)P(C).
Om vi summerar(1) och (2) sa far vi:
; + Z = P(A)+ P(B)+2P(C)— P(A)P(C) — P(B)P(C)

Nu subtraherar vi ekvation (3) fran (1)+(2) och far

17 11 6
L = P(O) = — =0.50.
o 1 O =3 =00

Uppgift 2

Vi har
C(X +2Y,4X —3Y)

X +2Y,4X —3Y) = .
pLX + 2V, ) = DX T 9v)D{ax —3Y)

Forst berdknar vi
C(X +2Y,4X —3Y) =4C(X,X) —-3C(X,Y)+2-4C(Y,X) —2-3C(Y,Y).
EftersomX och Y dr oberoende sa géller att C(X,Y) = C(Y, X) = 0. Dérmed fas
C(X +2Y,4X —3Y) =4C(X,X) —2-3C(Y,Y) =4V(X) - 6V (V) = —205°.
Aterigen, eftersom X and Y &r oberoende , sa har vi:
V(X +2Y) =V(X)+22V(Y) =502, and V(4X — 3Y) = 4°V(X) + (=3)*V(Y) = 2507,
Alltsa géller att

—202 2
p(X +2Y,4X —3Y) = NN = —5\/3 = —0.1789.
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Uppgift 3
Vi vet att
2com 0 <z <1,
fx(z) = { o
0 annars .
V(X?) = E((X?)?) — E(X?)?
dar
BE(X*Y) :/ zt - 2wdr = 2—‘ = -
0 6 lo
och

x4l

1
5

1
E(X?) :/ r? - 2xdr = 2
0

Dirmed fas, V(X2) = 1 — (1) = L ~0.083
Uppgift 4
Vi vet att

1—//nyxydydx—//cxyl—i—ydydx—// c(z®y + 2*y*)dydx
2y 2y 9 2 x”|7=3
— dx = 9 dz = 9
/Oc(x2+x S)yzow c<2+)/0 T = c(2+>3
9 27 243
Dérmed géller att ¢ = 5 43 = 0.008. Alltsa far vi
2! 22 292 2?/3
Pl<X<20<Y<1l) = dydx = — =— =
(1<X<20<Y <1 /1/OfX7Y($7y)y$ /1243(m 2+x 3)
_2 (1 N2 2 1 1 2 1Y
243 \2 3/ 3= 243\2 3 3 3/
2 5 7

2 2 2~ 0.01
T 2436 3 0016

=0
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Uppgift 5

Lat A vara héndelsen att en viss lott ger vinst. Da &r

1 49

sannolikheten att denna lott inte ger vinst.

Da blir sannolikheten att inte fa vinst pa nagon av de tio lotterna

49\ 10
PANY = (=) =081T.
) = (55)

Alltsa blir sannolikheten att atminstone en av de tio lotterna ger vinst

1— (P(A")* =1-0.817 = 0.183.

Uppgift 6
Lat X vara antalet blaa skumtomtar vi drar. Da géller att X ~ Bin(n,p) med n = 10000 och
p = 0.25.

Vi vet att Bin(n,p) ~ N(np,np(1 — p)) (notera att np(l — p) = 10000 - 0.25 - 0.75 = 1875 > 10
och np = 2500). Darmed géller att X ~ N (2500, /1875). Dérfor, har vi nu:

2549 — 2500
P(X >2550)=1-P(X <2549)~1-P|(Z < —F+r—— | =1-P(Z<1.13) =1-0.87=10.13
(X 2 2550) = 1-P(X < 250) ~ 1-P (22 ZE_0) 1o p(z <11y
Uppgift 7
MK-skattning: Se §9.2 i F.S.
2 0 0
= i — wi(0))* = (4.2 — —)? 8— )2
Q=3 (i~ w0 = (2= 5+ (88
dq 0 0, —1
— =2(42— —)(=—)+288——)(—
do ( 27T)(27r)jL ( 7T>( v )
dQ 0 20 50
X _0=42+2.88=— 4= =
do 0= 288 27T+ T 27

=0 ~ 2739~ 274

obs
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Uppgift 8

Eftersom standardavvikelserna dr okdnda och olika fas enligt §12.3 foljande approximativa konfi-
densintervall:

L sz sz 54262 43832
Loy, =T — 9= n—m+n—y~)\% :42780—40136i\/ 20 + D - X005 =
54262 43832
= 42780 — 40136 + -1.96
\/ 20 * 12
Ovre griansen blir alltsa 6080 kr.
Uppgift 9

Lat X vara antalet samtal som inkommer under 25 dagar. X € Po(25x). Observationen z = 900.
X dr appr. N(25u, +/251) om 25u > 15. Da 25u ldmpligen skattas med 900 sa torde villkoret vara
uppfyllt med god marginal.

§12.3 ger da

Hops £ X0.025 D (1) obs

Detta ger konfidensintervallet
25105 £ X0.0251/ 2517, = 900 £ 1.96 - 30 = 900 £ 58.8

for parametern 25 och saledes fas konfidensintervallet

S
% — 364 2.35 = (33.6, 38.4)

u:ibs £ Xo.o2s

for den efterfragade parametern pu.

Uppgift 10
V(p*) =V ():;1 1 nXQQ) - (nl in2)2 [V(X1> - V(X2)] - (nl + n2>2 [nlp(l N p) " n2p(1 N p)] N
_ oy PA=p) )]
- (nl + n2>2(n1 + n2)p(1 p) - (nl T 77,2) = D<p ) - (nl + 77,2)

Alltsa blir medelfelet

* () pzbs(l - Pibs) X T+ o 12 + 28 1
dlps) — D Pl =Ph) _ _ 1]
() (®%s0) m {p obs = o+, 100 +300 10

/109 1_3_0015
V10 10 400 200
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Uppgift 11

Definitionen av P-vérde ar P(forkasta Hy) om Hy sann och om vi har fatt ett visst virde pa
testvariabeln vilket &r P(fa det observerade virdet eller nagot extremare vérde |Hy sann).
Vi forkastar alltsa Hy till forman for H; for avvikande laga virden pa utfallet av X i vart fall.

3.2
= P(X < 3.2) om X € Exp(0.2) = / 0.2e 0% dy =1 — e 0%32 = 0.473
0

Uppgift 12

B =0 ¢ 13(0.95), sa vi kan forkasta att 5 = 0 pa 5%-nivan. Nér vi kan forkasta Hyp:8 = 0 pa
5%-nivan sa vet vi att motsvarande P-virdet< 0.05. Darmed kan vi pasta att den linjdra termen
dr signifikant pa 5%-nivan.

v =0 € 1,(0.95), dvs kan vi inte forkasta att v = 0 pa 5%-nivan. Nér vi inte kan forkasta Hy:y = 0
pa 5%-nivan sa vet vi att motsvarande P-virdet> 0.05. Darmed kan vi pasta att den kvadratiska

termen INTE dr signifikant pa 5%-nivan.

Alltsa, D ar det ritta alternativet.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Lat handelsen F; vara hindelsen att batteri nr i fungerar och lat den stokastiska variabeln X vara
antalet batterier vi maste testa.

P(X =2) = P(F N F) = P(F)P(R|F) =

(AR
=
—
e}

P(X =3)=P(FyNFE;NF;)+ P(F;NF,NF;)+ P(FiNFyNE;) =
321 321 231 1 1 1 3
513513513 10710710 10
Eftersom vi inte behover testa alla fem batterierna maste da gélla att

1 3 6
( ) 10 10 10
2 9 24
:E(X):2P(X:2)+3P(X:3)+4P(X:4):E+1_O+E:3_5

Vi maste i genomsnitt testa 3.5 batterier for att veta vilka tva som fungerar

Uppgift 14
Med givna observationer (3,0,2,0,3,1) kommer Likelihoodfunktionen att bli:

L(6) = ﬁpx(xi; 0) = P(X = 3)P(X = 0)P(X = 2)P(X = 0)P(X = 3)P(X = 1)

(B (59 E) 6

For att maximera L(6), kan vi logaritmera:

In L(9) Zzﬁ;lnpx(xi; 0)
i (mg +In(1 - e)) + (m% +in(l — 9))
4 (m% 4 ln(9)> 2 (m% 4 111(9))

=C +3In(1 —0) + 31In(0),

dar C ar en konstant som inte beror av 6.

Genom att maximera In L(0) far vi:

dWmL() 3 3
@ i-ate "
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vilket ger
Q;bSML - 05
Alternativ 16sning: L(0) =c- 03 (1 — 0)?
= %L(G) =c(30?-(1-0)-3(1-0)*-6%) =0
=1-0-0=0=0,,,, =05
Uppgift 15
Stickprov i par. De parvisa skillnaderna
Lagenhet nr 1 2 3 4 )

y; © (Maklarfirma A — Méklarfirma B) 0.13 0.16 0.26 0.28 0.13

ar utfall av N(A, o)-fordelade stokastiska variabler, dar A skattas med ¥ = 0.192 och o med
s = 0.072595.

Hypoteserna blir

Hy:A=0

H :A>0

Vi gor da p.g.a.Hy : A > 0 ett ensidigt nedat begrédnsat konfidensintervall for A, med risknivan
a = 0.05, da standardavvikelsen ar okénd och far att

]A—( —t005(4) OO)

S
\/5)
0.072595

= (0.192 — 2.13 - 7 ,00)

= (0.123, 00)

Uppgift 16
Vi har n = 1. Definiera en ny s.v. Y = > | X? = X7 dir X; € N(0,1).
Fordelningsfunktionen Fy (y), y > 0, blir:
Fy(y) = P(Y <y) =Y = Xj| = P(X} <y) = P(—/y < X1 <) = Fx, (V) = Fx, (=)

For y < 0, har vi Fy(y) = P(X? <y) = 0.
Vidare, genom att derivera Fy (y) far vi tithetsfunktionen for Y = X7 € x*(1):

1
fY(?J) - F),/(y> - (FX1(\/§) - FX1<_\/§>)/ - fX1(\/_) \/— + fX1( \/g)m -
= | eftersom X; € N(0,1)] =
1 29 1 1 2,9 1 1 1
B V) e el CoV ) kR VT
= € + - € Y Z 0.
V21 2y  2rm 2y 2m\Y
Alltsa, tiathetsfunktionen for y?(1)-férdelningen Ar:
\/Tfe “¥/2 om y >0,
fy) = fr(y) = v

0, om y <0.



