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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
MANDAG 10 MARS 2025 KL 08.00-13.00

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, tel 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som ar godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa den hér tentan och vid om-
tentamen i juni 2025. Gransen for godként dr 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkidnda pa eller far komplettera del 1 och poang pa del II krdavs for hogre
betyg dn E. Pa denna del skall resonemang och utrédkningar skall vara sa utforliga och vél moti-
verade att de &r latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska
svar skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkéinda pa den
andra datorlaborationen far 3 bonuspoédng pa del II pa det hér ordinarie tentamenstillfiallet och
omtentamenstillfédllet i juni 2025.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Anta att ett visst drogtest kan identifiera en droganviandare i 98 % av fallen. Men i 1 % av
fallen visar testet ett positivt resultat da den som testats inte dr droganvindare. Om 10 % av
alla testade ar droganvindare, vad ar sannolikheten for att en person som har testats positivt for
droganvindning egentligen inte dr en droganvandare.

A: 0.009
B: 0.084
C: 0.098
D: 0.107
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Uppgift 2

(X,Y) ar en tvadimensionell kontinuerlig stokastisk variabel vars téthetsfunktion &r

dry, 0<zx<1,0<y<1,

0, for ovrigt.

fX,Y(fK,y) = {

Beriikna variansen V(2X?2 + 3).
A: 1/6

B: 1/4

C: 1/3

D: 1/2

Uppgift 3

Lat X och Y vara stokastiska variabler vars varianser ar 4 respektive 9. Om X och Y &ar beroende,
kan variansen av X 4 Y vara antingen storre eller mindre &n 13, men den kan inte bli hur stor
eller liten som helst. Hur stor kan variansen av X + Y hogst vara, om X och Y &r beroende?

A: 16
B: 19
C: 22
D

0 25

Uppgift 4

Tiden mellan tva éversvamningar i ett flodomrade anses vara exponentialférdelad med vantevarde
8 manader. Berikna medianen for tiden mellan tva 6versvimningar.

A: 5.545 manader
B: 8.000 manader
C: 8.693 manader
D: 10.455 manader
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Uppgift 5

Tim har ingen bradska med att ta examen. Han ténker skriva sin sista tenta tills han klarar den,
men han orkar inte plugga. Han bedomer darfér att hans chans att klara tentan dr 20% varje
gang. Bestdm sannolikheten att han behover skriva tentan minst 2 men hogst 5 ganger.

A: 0.230
B: 0.312
C: 0.472
D: 0.538

Uppgift 6

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler ddr X € N (2,3) och Y € N (4,2).
Dvs. X har viantevardet 2 och standardavvikelsen 3,
medan Y har vintevirdet 4 och standardavvikelsen 2. Lat Z = X — 2Y. Berdkna P (Z > 4).

A: 0.023
B: 0.345
C: 0.468

D: 0.655

Uppgift 7

X € U(0,0) och Y € U(0,26). Antag att vi erhallit stickprovet x1, x9, x3, x4 som utfall av X och
att vi erhallit stickprovet y1, y», y3, ¥4 som utfall av Y.

Vi sétter 0%, = 22 och Oobs =

Vilket av nedanstaende pastaenden &r sant?

A: 6

e ar den effektivaste skattningen av 6.

B: O, ér den effektivaste skattningen av 6.
C: Bagge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som ér effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.
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Uppgift 8

Tva stickprov fran tva populationer. Varje stickprov uppfattas som observationer pa N (u;, 0;),
dér vi antar att o; = g9. Fran de tva stickproven beriknades foljande sammanfattande matt:
fran stickprov 1

fran stickprov 2
no =4 Ty=817.75 s =73.627

Berikna ett 95%-igt ensidigt uppat begrinsat konfidensintervall for pq — ps.

A ( )
B: ( )
C: (—o0, 387.2)
D: ( )

Uppgift 9

Kundserviceavdelningen hos ett visst foretag overvéger att anstélla fler personer for att svara i
telefon nar deras kunder ringer i olika drenden. Det &r darfor av intresse att modellera antalet
inkommande samtal under en arbetsdag, vilket antas félja en Poissonférdelning med okénd para-
meter . For att skatta g har avdelningen rdknat det totala antalet samtal under 30 dagar och ser
da att 286 olika samtal har registrerats under den perioden. Bestam ett approximativt tvasidigt
konfidensintervall med konfidensgrad 95% for p . Vad édr den undre gransen for detta intervall?

A: 3.48
B: 4.45
C: 8.43
D: 8.61

Uppgift 10

Vid tillverkning av skruvar far variationerna hos huvudenas diameter inte vara for stora. Man
har métt diametern hos 41 skruvar och beriknat stickprovets standardavvikelse s = 0.023 mm.
Ge Ovre begransning for den sanna standardavvikelse o, som med 95% ar korrekt. Dvs ange dvre
gransen for det tvasidiga 95% konfidensintervallet for o. Métvirdena pa diametrarna kan anses
normalférdelade.

A: 0.029
B: 0.032
C: 0.035
D: 0.044
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Uppgift 11

Antag att X € Fxp(A). Vi vill prova nollhypotesen Hy : A = 0.2. Vi forkastar Hy till forman for
mothypotesen Hy : A = 0.6 om vi far en observation:z < 3. Vi far en observation: x = 1.2.
Bestam p-vardet.

A: 0.21
B: 0.45
C: 0.51
D: 0.83
Uppgift 12
En stokastisk variabel har tédthetsfunktionen
fx(z) = Le"””‘/m —00 < T <00
X om ) ;

dér m > 0 dr en okdnd parameter. (Beteckningen |z| betyder absolutbeloppet av z, dvs. |z| = «
om z > 0 och |z] = —z om z < 0.) Antag att vi erhallit stickprovet xy, xe, w3, 4 fran
ovanstaende fordelning, dvs. xy, x9, x3, x4 ar utfall av oberoende stokastiska variabler som al-
la har tathetsfunktionen enligt ovan med samma okénda parameter m. Antag att r; = —3.7,
r9 = 4.6, v3 = —1.1 och x4 = 0.2 observerats.

Ange Maximum-Likelihood-skattningen av m.
A: 042
B: 0.83

C: 1.2

D: 24

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

I en produktionsprocess blir enheterna felaktiga med sannolikhet p oberoende av varandra.Om
tva tillverkade enheter i rad blir felaktiga, justeras tillverkningsprocessen.

Vad &r sannolikheten att tillverkningsprocessen justeras innan 5 enheter (dvs hogst 4) har tillver-
kats om p = 0.17 (10 p)

Uppgift 14

En polymerkedja bestar av 50 000 dimerer, kemiskt bundna till varandra i en lang rad. Polymer-
kedjan utsétts for en viss form av stress. Dérvid kan en dimerbindning brista och varje bindning
har en livslingd som dr exponentialférdelad med véntevirde 90 dygn. Livslangderna &r oberoende
av varandra. Beridkna sannolikheten att fler &n 500 bindningar brustit under det forsta dygnet.
Anvinda approximationer skall vara valmotiverade. (10 p)

Uppgift 15

I ett miljo-6vervakningssystem studeras 6vergodningen av vara vattendrag. I en viss a har man
under en langre period gjort métningar av bl.a kvavehalten. For att undersoka om 6vergédningen
okade méttes kviavehalten i vattendraget. Nedan ges medelvérdet av sommarmanadernas kvévehalt
for ett antal ar:

Ar 2005 2006 2009 2012 2015 2017 2020
Kvivehalt (mg/l) | 0.37 047 0.64 052 099 097 1.08

Antag att kvivehalten dndras linjart under den studerade perioden. Gor ett 95% konfidensintervall
for den arliga fordndringen av kvivehalten i vattendraget. (10 p)

Uppgift 16

Man beréknar konfidensintervall for tva olika parametrar med konfidensgrad 1 — « for vardera
intervallet.

a) Ange sikerheten (konfidensgraden) som funktion av « i pastaendet att bada intervallen in-
nehaller motsvarande parametrar om de tva konfidensintervallen &r oberoende av varandra (t. ex.
for att de ar baserade pa tva oberoende datauppséttningar). (3p)

b) Ange 6vre och undre gransen for sikerheten (konfidensgraden) som funktion av « i pastaendet
att bada intervallen innehaller motsvarande parametrar om man inte kan anta att intervallen &r
oberoende av varandra. (7 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
Lat héndelsen D vara droganvédndare och héndelsen + vara att testet visar positivt.
Vi soker P(D*|+)

P(D*nN P(+|D*)P(D* 0.01-0.9
Py = 2208 PP = = 0.0084
P(+) P(+|D*)P(D*) 4+ P(+|D)P(D)  0.01-0.9+0.98-0.1
Uppgift 2
(X,Y) ér en tvadimensionell kontinuerlig stokastisk variabel vars tathetsfunktion &r
ey, 0<2x<1,0<y<1,
fxy(@,y) = e
0, for ovrigt.

Vi soker variansen V(2X? + 3) = 4V (X?).

V(X?) = E(X*) - E*(X?)

E(X%) = [} [} ot fror (@ y)dady = [} ) dadydady =4 - = 1
E(X?) = [} [ a2 oy, y)dady = [ [} dadydody =411 =1
Alltsa giller att V(X?) =3 - (3’ =3 -1 =5
Alltsé dr V(2X? + 3) = 4V(X?) = 1.

Uppgift 3

Lat X och Y vara stokastiska variabler vars varianser ér 4 respektive 9. Om X och Y &r beroende,
kan variansen av X 4 Y vara antingen storre eller mindre dn 13, men den kan inte bli hur stor
eller liten som helst. Hur stor kan variansen av X + Y hogst vara, om X och Y &r beroende?
Vivet att V(X +Y) =V(X)+V(Y)+2C(X,Y) och att

CX,Y)
D(X)D(Y)
Det betyder att kovariansen C'(X,Y’) hogst kan vara D(X)D(Y) =2-3 = 6.

Allts giller att V(X +Y) = V(X) + V(Y) +20(X,Y) <4+9+2-6 = 25.

Uppgift 4

|8

Fordelningsfunktionen for exponentialfordelningen med véntevérde atta ges som Fy(z) = 1—e
Medianen &r 16sningen till ekvationen Fy(x) = 3. Alltsa loser vi
s 1
l—e"8 = g eT= (—8)(—1In2) = 5.545
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Uppgift 5
Lat X vara forsta gangen Tim klarar tentan. X € ffg(0.2).

Vi sokerP(2 < X <5).
P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=02:08+0.2-0.8240.2-0.8%+0.2-0.8* = 0.472

Uppgift 6

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler dar X € N (2,3) och Y € N (4,2).

Dvs. X har vantevardet 2 och standardavvikelsen 3,

medan Y har véntevirdet 4 och standardavvikelsen 2. Lat Z = X — 2Y. Berdkna P (Z > 4).
Eftersom Z &r en linjarkombination av oberoende Normalfordelade stokastiska variabler, sa dr Z
daven Normalfordelad.

E(Z)=E(X)—2E(Y)=2-2-4=—6
V(Z)=V(X)+4V(Y)9+ 16 =25 = D(Z) =5

Z4+6 446 Z+6

P(Z>4)=P("=> =) =W ="2— e N(0,1)] = P(W > 2) = 1-$(2) = 1-97725 = 0.023

Uppgift 7

X €U(0,0) och Y € U(0,260). Antag att vi erhallit stickprovet x1, xo, x3, x4 som utfall av X och
att vi erhallit stickprovet y1, y2, y3, y4 som utfall av Y.
Vi sétter 07, = 27 och Oy =

obs

oo V(X)) (8-0)2 6
VE)=VEX) =4V (X) =4t = = =
(20 -0)2 ¢

12 12

V() =V(Y)= @ = 0.25V(Y) = 0.25

~

Eftersom V(0*) = V(0), sa ar bada skattningarna lika effektiva.
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Uppgift 8

Da standardavvikelserna &r okédnda och lika fas m.h.a §12.2 och §11.2 det tvasidiga konfidensin-

tervallet till

_ _ 1 1
In_yp =71 — 2o = t%(f)s n_1 + n—2

Dér man m.h.a §11.2 far

(ny —1)s? + (ny — 1)s3 \/3 143.66° +3-73.627 _ | o
S = = = .
(ny — 1) + (ng — 1) 3+3

Det ensidigt uppat begriansade konfidensintervallets 6vre gréans blir

_ _ 1 1
$1—$2+ta(n1+n2—2)8 — + —
s o)

=1007.25 — 817.75 + t.05(6) - 114.147 - y /3 4+ 1 = 189.5 + 1.94 - 114.147 - , /1 4+ 1 = 346.1

1t1
Uppgift 9

Lat X vara antalet samtal som inkommer under 30 dagar. X € Po(30u). Observationen z = 286.
X dr appr. N(30u, /30p) om 30p > 15. Da 30u ldmpligen skattas med 286 sa torde villkoret vara
uppfyllt med god marginal.

§12.3 ger da

T30 = 30455 & A0.025 D" (3047 obs

Detta ger konfidensintervallet

Lsop = 305, + Ao.oos /305, = 286 + 1.96 - v/286 = 286 + 33.147

for parametern 30 och saledes fas konfidensintervallet

/30
VI Hobs _ g 534110 = (843, 10.63)

Tu=uH. £
M= [ops 0.025 30

for den efterfragade parametern pu.

Uppgift 10
§12.4 och §11.1 ger att den 6vre grénsen i ett konfidensintervall f6r o blir

-
X2y (F)

Da n = 41 och a = 0.05, blir f = 40 och x3 75 (40) = 24.4. Eftersom s = 0.023 blir den &vre

gransen
A / =1/ 57 0.023 = 0.029
X5, /2 24

s f=n-—-1
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Uppgift 11

P-videt hos testet dr P(forkasta Hy) om Hy dr sann, givet det virde pa testvariabeln vi fatt eller
ett &nnu mer avvikande. Dvs vi ska rédkna ut PX < 1.2) om A = 0.2.
X € Exp()\) sa vi ska rdkna ut

1.2 1.2
fx(z)dx = / e Mdx

0 0

om g = 0.2 dvs om A = 1/5.

1.2 1 1 1
/ e 3dr = [1—e 52 =1—-e*=0.21
0

Uppgift 12
Vi har

L(m) = fx, (¥1) fx,(22) [x; [x, (21) = (2;)4 exp <—% Z |$j|> :

vilket ger
L&
InL(m)=—-4In2 —4lnm — — |-
n L(m) n nm m;|wj|

Saledes far vi

dInL(m)

dm obs

4
: . 1
= 0 ger ML-skattningen m;,, = 1 Z |z5].

mi, = (| = 3.7) + [4.6] + | — 1.1] +|0.2]) /4 = 2.4

obs
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Av fyra tillverkade enheter, kan tva pa varandra foljande felaktiga enheter uppkomma pa fyra
satt:

A:De tva forsta enheterna ér felaktiga.

B: Den forsta ar korrekt men den andra och den tredje enheten &r felaktig.

C: De tva forsta ar korrekta, men de tva sista &r felaktiga.

D: Den forsta ar fel, den andra &r korrekt och de tva sista &r felaktiga.

A, B, C och D ir disjunkta. P(A) = 0.1> = 0.01 och P(B) = 0.9-0.1> = 0.009, P(C) =
0.92 - 0.1 = 0.0081 och P(D) = 0.1-0.9-0.12 = 0.0009 varfor den sokta sannolikheten blir
P(AUBUCUD)=P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D) = 0.028.

Uppgift 14

Sannolikheten att en viss dimerbindning brister inom ett dygn ér p = 1 — e~ /% = 0.01105. Lat
X vara antalet bindningar som brister inom 1 dygn. X é&r saledes Bin(49999, 0.01105)-fordelat.
Eftersom np(1 — p) &~ 550 > 10 sa ar X approximativt

N(np,/np(1 —p) = N(552.49, v546.38)-fordelat.

Detta ger
500 — 552.49 52.49
P(X >500)~1— CD(—) = <—) $(2.25) = 0.988
v/546.38 23.37
Uppgift 15
Linjér regression (formelsamlingen §13). Vi later y; = kvévehalt arnré, ¢ =1,2,--- |7 som vi ser

som utfall av Y; som ar N(a + 5(z;),0). Vi skattar 8 med

Z,L Ty — 7Ty

ﬁzbs = Zzzl(l'i . j})Q

* * = 2ore
och amed o, =y — 3, - 2. Vi far

z=12012, § = 0.72, Zx1y1—1014961 Z . — )% =192 och Zy2—41252

som ger
10149.61 — 7-2012-0.72  9.13
* p— f— p— . 4
Bobs 192 192 0.0476
och a*, = 0.72 — 0.0476 - 2012 = —95.0512.

obs
Den arliga forandringen av kvévehalten &r S och vi far alltsa konfidensintervallet (enligt formel-

samlingen 13.2 andra intervallet) till

Brs £ to.025(7 — 2)

V192
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. Vi far o-skattningen

= (T @R - () 192) =

1
= 3(4'1252 —7-0.72% — 0.0476% - 192) = 0.0124

och konfidensintervallet for g blir

.0124
0.0476 + 2.57 0 f92 = 0.0476 4 0.0207.
Uppgift 16

Lat A;,=Intervall 7 innehaller ¢j parametern, for ¢ = 1,2. Vi har P(A;) = P(A;) = « enligt texten.

Vi soker sannolikheten att bada intervallen innehaller respektive parameter, dvs
PATNAY) =1—P((A]NA5)")=1— P(A UA,).

a) Skulle intervallen vara oberoende (dvs att A; och Ay &r oberoende) erhaller vi konfidensgraden
till
P(ATNA) = P(A)P(AY) = (1—-a)(1 —a)=1—2a+a*

b) Man inser litt ur en figur att P(A;UAs) < P(A;)+ P(Az) och vidare att max(P(A;), P(As)) <
P(A; U Ay) och att alltsa
a<P(AAUA) <a+a=2x

som ger
1-2a<PATNA)<1—-«

dvs att konfidensgraden ligger mellan 1 — 2« och 1 — a.



