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FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, tel 08-790 8649.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa ordinarie tentan i mars 2024
och vid omtentamen i juni 2024. Gransen for godkant ar 9 poidng. Mojlighet att komplettera ges
for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar
skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra
datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfillet och vid omtentamen
i juni 2024.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1
For hindelserna A och B giller att P(A|B) = 0.8, P(B|A) = 0.4, P(B) = 0.2. Bestam P(AU B).
A: 0.32
B: 0.44
C: 0.50
D: 0.76
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Uppgift 2

I en urna ligger 25 kulor, 10 &r réda och resten ar svarta. Vad dr sannolikheten att fa exakt 2 roda
kulor i urvalet om du UTAN aterldaggning och pa mafa véljer 5 kulor?

A: 0.327
B: 0.346
C: 0.385
D: 0.771

Uppgift 3

Lat X vara en stokastisk variabel med fordelningsfunktionen Fy(x). Lat Y = 2In(2X). Bestam
fordelningsfunktionen Fy (y) for Y.

A Fy(y) = Fx(3¢"?)

B: Fy(y) = 1Fx(iev/?)

C: Fy(y) = 1ev?Fx(Lev/?)
D: Fy(y) = te?/*Fx(3ev/?)

Uppgift 4

Lat X och Y vara stokastiska variabler sadana att V(X) = 2, V(Y') = 3, och kovariansen mellan
X och Y ér C(X,Y) = —5. Bestam V(5X —4Y).

A: 18
B: 82
C: 102

D: 298
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Uppgift 5

En person som har sex skott i sin pistol borjar skjuta mot malen

Ay, Ay Az, Ay, As, Ag.

Forst skjuter hon mot A; tills hon tréiffar, sedan skjuter hon mot A, tills hon tréiffar osv.
Traffsannolikheten ar 40% i varje skott och resultaten i varje skott dr oberoende.

Berikna sannolikheten att hon tréiffar A3 med sitt sjitte skott.

A: 0.083
B: 0.138
C: 0.166

D: 0.276

Uppgift 6

X och Y ér oberoende och Normalférdelade N(2,3) respektive N(1,4). Dvs. X har vantevérde 2
och standardavvikelse 3, medan Y har vintevirde 1 och standardavvikelse 4.

Beriikna talet a sa att P(2X —Y > a) = 0.05.

A: 6.68
B: 10.36
C: 11.22

D: 14.86
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Uppgift 7

Lat X3,..., Xy vara oberoende stokastiska variabler som dr Po(u)-fordelade. Parametern p > 0
ar okénd. Vi betraktar tva stickprovsvariabler p* och fi av u som ges av

1
,U*(Xla'--aXlo):E(Xl+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+X9+X10)

respektive
1

/L(Xl,...,Xl(]) = 10

(X1+X2+X3+X4—|—X5+X6+X7+X8+2X10)
Vilket pastaende &r sant?

A: ply. ar den effektivaste skattningen av p.
flops ar den effektivaste skattningen av p.

Béagge skattningarna ar lika effektiva.

g a =

Man kan inte avgora vilken av skattningarna som ér effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.

Uppgift 8

Maétresultaten z; = 0.24,29 = 0.40,2z3 = 0.90 ar utfall av oberoende stokastiska variabler
X1, Xy, X3 med viinteviirde 1/b%, 2/b? resp 3/b* men med samma varians, dir b > 0 &r en para-
meter.

Bestdam Minsta-Kvadrat-skattningen av b.

A: 1.93
B: 2.00
C: 2.07

D: 2.19



forts tentamen i SF1920/SF1921 2025-06-04

Uppgift 9

Man onskar studera om bastubad verkar avstressande.For sju forsokspersoner méttes déarfor ad-
renalinhalten (i lamplig enhet) dels innan och dels efter det att de badat bastu. Nedanstaende

matvarden erholls da:

Person nr 11213145 ]|6|7
Adrenalinhalt innan bastubad | 75 | 84 | 63 | 76 | 74 | 68 | 70
Adrenalinhalt efter bastubad | 74 | 81| 65 | 73 | 74 | 67 | 66

Vi antar foljande modell: Métvérdet for person nr k innan bastubadet (respektive efter bastuba-
det) uppfattas som ett utfall av en stokastisk variabel som &r
N (pu, o1)-fordelad respektive N(uy — A, 02)-fordelad.

Beriikna ett tvasidigt 95% igt konfidensintervall for A och ange nedre gransen.

A: —0.079
B: —0.488
C: —5.094
D: —5.694

Uppgift 10

Lat X € Bin(80,p). Vi har utfallet = 62. Ange nedre griansen for det ensidigt nedat begriansade

konfidensintervallet for p som har den approximativa konfidensgraden 90%.

A: 0.240
B: 0.698
C: 0.715
D: 0.772

Uppgift 11

Lat X € Po(u) och vi testar Hy : p = 4. Vi forkastar Hy om x > 8. Vi far utfallet £ = 10. Bestam

styrkan hos testet for allternativet Hy : p = 8.

A: 0.01
B: 0.05
C: 0.29
D: 0.55
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Uppgift 12

I ett avancerat vixthus utfors ett experiment for att avgora om méngden belysning paverkar hur
mycket jordgubbar vixer. Belysningen méts med hjélp av ett belysningsindex och jordgubbarnas
vikt méts i gram. De forsta fyra erhallna observationerna foljer nedan.

Belysningsindex 5 |12 ] 14|20
Jordgubbsvikt (g) | 18 | 25 | 35 | 45

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

yi:a+ﬁmi+€ia = 17-"747
dar y; = jordgubbsvikten (g) beror av x; = belysningsindex och &; betecknar slumpmaéssiga fel.

Man onskar testa nollhypotesen Hy : 8 = 0 mot H; : 5 # 0 och far P-virdet till 0.032.

Vi bildar ocksa ett 95%-igt konfidensintervall I3 for den effekt som belysningindex har pa jord-
gubbsvikten.
Vilket av foljande pastaenden ar sant?

A: 0 € Iz och vi kan ddrmed inte forkasta att jordgubbsvikten &r linjért beroende av belys-
ningsindex pa risknivan 5%.

B: 0 ¢ I och vi kan dérmed inte forkasta att jordgubbsvikten dr linjart beroende av belys-
ningsindex pa risknivan 5%.

C: 0 € Ig och vi kan ddrmed forkasta att jordgubbsvikten &r linjart beroende av belysningsindex
pa risknivan 5%.

D: 0 ¢ I3 och vi kan didrmed forkasta att jordgubbsvikten ér linjért beroende av belysningsindex
pa risknivan 5%.
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Del 11

Uppgift 13

En Geigermétare anvénds for att registrera radioaktiva sonderfall. Varje sadant sénderfall ger upp-
hov till ett Poissonfordelat antal strompulser déar vantevardet i Poissonfordelningen ar 3. Antalet
strompulser fér de olika sonderfallen &r oberoende av varandra. Man vet att det antingen sker 1
sonderfall (med sannolikhet 0.3) eller 2 sonderfall (med sannolikhet 0.7).

Berikna (de betingade) sannolikheterna for att det varit 1 resp. 2 sonderfall om man registrerar
4 strompulser. (10 p)

Uppgift 14

En miérkt atom ror sig bland heltalspunkterna i R? (ett kubiskt gitter). Forflyttningen sker varje
gang genom hopp till en av de ndrmaste 6 heltalspunkterna

(z,y,2,) = (1,0,0),(-1,0,0),(0,1,0),(0,-1,0),(0,0,1), (0,0, —1) varje gang med lika sannolik-
het 1/6 for alla 6 punkterna.

Beridkna med vél motiverad approximation sannolikheten att atomen efter 300 hopp skall ha
forflyttat sig minst 20 atomavstandsenheter i x-led fran startpunkten. (10 p)

Uppgift 15

Livslangden av en viss slags elkomponent antages vara exponentialférdelad med véantevardet p
timmar. Av n komponenter som kopplades in samtidigt visade sig = stycken fungera efter 7" tim-
mar.

Bestdm ett konfidensintervall for ;4 med approximativ konfidensgrad 95% néar n = 100, x = 90,
och T"= 1000 timmar. (10 p)

Uppgift 16

Man undersokte 378 gummiplattor med avseende pa gummihalten ( i procent).Foljande resultat
erholls:

Klass 1-212-3|34|45| 56| 6-7 | 78|89
Klassmitt | 1.5 | 2.5 | 3.5 | 45| 55 | 6.5 | 7.5 | 85
Frekvens: | 1 1 2 |33 139|155 | 42 | 5

Undersok pa signifikansnivan 5% om gummihalten kan anses vara normalfordelad eller ej. (10 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1

P(A|B) = 0.8, P(B|A) = 0.4, P(B) =0.2.
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

P(ANB) = P(A|B)P(B) = 0.8-0.2 = 0.16

_ P(BNA) _P(BNA) 016
P(B|A) = —P(A) P(A) = PBIA) ~ 04 =04
= P(AUB) =04+0.2-0.16 =0.44
Uppgift 2

Lat X vara antalet roda kulor vi drar. Da géller att X € Hyp(25,5,0.4).

(120) (135) _ 45 - 455

(%) 53130
Uppgift 3
y 1y 1
Fy(y)=P(Y <y)=PQ2In(2X) <y) = P(In(2X) < %) =P2X <e2)=P(X < 565) = FX(§6%

Uppgift 4
V(X —4Y) =V (X)) + V(—4Y) + 2C(5X, —4Y) = 25V (X) + 16V (V) + 2C (5 X, —4Y) =
=25V(X)+16V(Y)+2-5- (-4)C(X,Y)=25-2+16-3+2-5-(—4)-(—5) =298
Uppgift 5

Det som ska hénda &r att hon forst ska fa tva traffar och tre missar pa de fem forsta skotten och
sedan en traff pa det sjétte.
Vi infor X = antalet triffar de fem forsta skotten. Da géller att X € Bin(5,0.4) och da géller att

5
px(2) = <2> 0.4*(1—0.4)>2=10-0.4*-0.6°

Nu ska detta multipliceras med 0.4 och da fas 0.4 - 10 - 0.4% - 0.6% = 0.138

Uppgift 6
7 = 2X — Y ar Normalfordelad eftersom X och Y ar oberoende och Normalfordelade.
E(Z)=2EX)-EY)=2-2—-1=3
V(Z) = 22V(X) + (—1)2V(Y) =4.32442=52
Z —3 a—3 a—3
P(Z>a)=P > =0.05 = —— = A5 = a = 3+ 1.6449/52 = 14.86
( - ) ( \/5—2 - \/ﬁ) \/@ 0.05
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Uppgift 7
Eftersom alla X;na dr Po(u)-fordelade sa géller att E(X;) = V(X;) = p

1
E(M*):E(Xl,---,Xm)ZE(TO(Xl+X2—|—X3—|—X4+X5—I—X6+X7+X8+X9+X10)> =

11O(E(X1> + E(X3).... + E(X19)) = %(u ) =

1
E(p) = E(X1,. .., X10) =E(1—O(X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+2X10)) =

= S(B(0) + B(X). .o+ B(X) + 2B(Xi0)) = 1 (1 + poc 1+ 20) = g

Alltsa ar bada skattningarna véintevardesriktiga.

1
V(g )=V(X1,...,X10) =V <10(X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+X9+X10)) =

1
(V(Xl + X2 + Xg + X4 -+ X5 + XG + X7 + Xg -+ Xg + XlO) [Xina ar Oberoende] =

~ 100

104

= (V0 V) V(X)) = oo (1) = 100 =

1
V(p)=V(X1,...,X10) =V <1O(X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+2X10)) =

1 1 12
X X X 22V (X 4
= 100V (K1) + V(Xa).o. + VI(Xs) + 27V (X0)) = 755 (4 + o+ 4 4pt) = 755
V(p*) < V() Alltsa ar pf,, den effektivaste skattningen av de tva.
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Uppgift 8

Minsta-kvadratskattningen av b ér det varde pa b som minimerar

Q(b) = Z( ~B(X) = ( - bl) 4 ( - bﬁ) + (x _ bi)

Losning av 0 = %Q(b) ger

2 1 2%.2 2 223 3 4 S 12 +22 4 3°
O_b_?, ‘Tl_b_g +T 332_@ +b—3 I3—ﬁ 3 (21 + 2wy + $3)_—b2

med 16sningen

b= \/ 1 - \/ 1 —1.93
Va4 224325 V024+2-04043-090
Alltsd MK-skattningen av b &r b7, = 1/14/(z1 + 222 + 323) = 1.93.

Uppgift 9
Vi har hér stickprov i par med Z; = X; — Y; € N(A, 0,).

Person nr 1121314567
Adrenalinhalt innan bastubad: x; | 75 | 84 | 63 | 76 | 74 | 68 | 70
Adrenalinhalt efter bastubad: y; | 74 | 81 | 65 | 73 | 74 | 67 | 66

Med hjalp av §12.2 och §11.1d fas konfidensintervallet for A till

s 10 s 10 s
In=Z+ —=ta(n—1)= 7+ ——too5(6) = — £ —=-2.45
A=z 0 2(“ ) 7 N 0.025(6) 7 J7
2 : : 1 Lo e
s; = [enligt §81 F.S.] = 6 40 — ?(10 )| = Ia = 1.439 £1.917

Alltsa blir nedre griansen = —0.478.
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Uppgift 10
§12.3 anvénds hér: Iy = 0}, £ Dy, - Aa
X € Bin(80,p) = ply, = £ = 82 = 0.775.
X V(X)
Vip) = V(=) =
) =V()=—73

Eftersom X &r Binomialfordelad sa ar V(X) = np(1 — p) (Se §3 1 F.S.)
Detta leder till att

vilket 1 sin tur leder till att medelfelet blir

(1 —p* * (1 —p* 0.775(1 — 0.775
(p*) — \/pobs( pobs) — \/pobs( pobs) — \/ ( ) ~ 0.0467
n n 80

D*

obs

Vi far da det tvasidiga konfidensintervallet till

(1 —p
IP:prsi\/pObs ( pobs).)\

n

R

Da blir det ensidigt nedat begrinsade konfidensintervallet

* st‘(l_pzs) 62 Q(l_@)
Ip e (pobs _\/ b - b . )\a’oo) — (% _ w . )\0.10700) —

62 Q( _@)
=(—=— 80 - 8071 .1.9281 = (0.71
(80 ( 20 ) 816, 00) = (0.715, 00)

Uppgift 11

Styrkan hos testet &r sannolikheten att férkasta nollhypotesen om mothypotesen dr sann. Dvs.

P( Forkasta Hy) om Hp dr sann = P(X > 8) om pu = 8.

Vi tittar i tab 5 som ger P(X < 7) om X € Po(8) och far 0.45296

Dvs. styrkan ar 1 — 0.45296 ~ 0.55

Uppgift 12

Eftersom p-virdet = 0.032 < 0.05, sa kan vi forkasta Hy:5 = 0 Dvs. 0 ¢ I3 och vi kan dérmed
inte forkasta att jordgubbsvikten &r linjart beroende av belysningsindex pa risknivan 5%. Alltsa
ar B rétt svar.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Lat X vara antalet sonderfall och Y antalet strompulser, dar utfallet y = 4 observerades. Om

X =1saar
4 4

_ _ _ ,u_ - _ 2 -3 _
P(Y=4X=1)= AT 0.1680.
Om X =2 sa éar Y en summa av tva oberoende Poissonférdelade stokastiska variabler, dvs Y &r
Po(2pu)-fordelad och

2 4 64
P(Y =4|X =2) = %e—% = e " = 0.1330.

Nu &r enligt lagen om total sannolikhet
PY=4)=PYY =4X=1)P(X=1)+P(Y=4X=2)P(X=2)=0.144

dvs
P(Y=4X=2)P(X=2) 0.134-0.7
P(Y =4) 0144

ochP(X=1]Y =4)=1-P(X £1]Y =4)=1—-P (X =2[Y =4) = 1 — 0.650 = 0.345.

P(X =2y =4) = = 0.650

Uppgift 14
Lat X; vara forflyttningen efter ett hopp.
E(X;))=Ykpx(k)=—-1-2+0-541-1=0

B(XE) = L kpx (k) = (=1 5+ 0% 54+ 12 5 =5

V(Xi) = E(X}) - E*(X;) =

1
3

300
X,:ma &r manga, ober, och likaférdelade = Y = Z X; &r approximativt N(nE(X;),vnD(X;))

=1

1
=Y ~ N(300-0, \@ V/300) = N(0, 10)

P(|Y|>20)~1—P(—20 <Y <20) = [Gorom till Z€ N(0,1)] =1—P(—2<Z<2)=

=1 [B(2) — B(—2)] =2 — 20(2) = 2(1 — 0.97725) ~ 0.046
alternativt: P(|Y] > 19) =~ 2 — 29(1.9) =~ 0.057

eller med halvkorrektion: P(|Y| > 19.5) ~ 2 — 2®(1.95) ~ 0.051
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Uppgift 15

Lat den stokastiska variabeln X vara det antal komponenter som har en livslangd > T
Da giller att X € Bin(n,p).

Lat den stokastiska Y vara livsldngden hos en enskild komponent.

Da giller att Y € Exp(A) = Exp(l)

p=PY >T)= #e udt—ez
Lat oss borja med att bilda ett konfidensintervall for p pa samma sétt som i uppgift 10.

Vi far da det tvasidiga konfidensintervallet till

; Pops (1 = Do « Pabs " (1 — Plps . Paps * (1 = Py

3
R
N———

n n
. _r T -T
Sittnup=c » =>hp=——=pu=—
It Inp
=T -T
=1, = 7
* 25'17 :;s * :;s.li :;s
ln(pobs - ]”pr)) . /\% ln(pobs + prpb)) . )\%
T 90 10
dar p*,. = — och np’, (1 —p* ) = 100 - =9 (néstan 10
ar Popg n ocC npobs( pobs) 100 100 (nas an )
I, = (5783, 23768)
Uppgift 16
Klass 1-2 123|134 |45| 56| 67| 7-8]| 89

Klassmitt | 1.5 | 2.5 (35|45 | 55| 6.5 |75 |85
Frekvens: 1 1 2 33 | 139 | 155 | 42 5

Hér har vi test av given fordelning eftersom nollhypotesen ér att vi har en viss fordelning. Se
§14.3 i Formelsamlingen. I detta fall har vi alltsa Hy: de stokastiska variablerna Y; kommer fran
en Normalférdelning N (u, o), dér y; &r den observerade gummihalten i platta .

Q Z np )

x; ar antalet observerade vairden i klass ¢ och p; ar sannolikheten att en observation skall hamna
i klass 1.

For att kunna skatta p;mna skattar vi g med Z och o med roten ur stickprovsvariansen s och vi
raknar som om alla observationerna i klassen har klassmittens vérde.

. ~ 15+2542-35+33-45+139-55+155-6.5+42-75+5-85 2289
Hops = L = 378 = 378 ~ 6.06

s> = [enligt §81 F.S.] =

T [(1.5—6.06)*+ (2.5—6.06)2 +2- (3.5 — 6.06)% + 33 (4.5— 6.06)%+
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317.3408
+139- (5.5 —6.06)% + 155 (6.5 — 6.06)* +42- (7.5 — 6.06)* + 5 - (8.5 — 6.06)] = —5-— = 0.84175

ot = V5% a2 0.92
Dvs.Y; ~ N(6.06,0.92)

For att det ska vara gélla att alla np; > 5 sa slar vi ihop alla observationer < 5 till en klass och
far

5 — 6.06

P <5) =®(—55

) =0.1251 = np; = 378-0.1251 =473 och z1 =1+ 1+2+433 =37

6—6.06, 5606
)—(
0.92 0.92

P(Y <6)—P(Y <5) = & ) = 0.4721—0.1251 = 0.347 = npy = 131.2 och z5 = 139

7—6.06 6 — 6.06

P <7)=PY <6) = ®(—ro—)=(— 5,

) =0.8461—0.4721 = 0.374 = nps = 141.4 och x3 = 155

8 —6.06 7—6.06

P(Y <8)-P(Y <7) =~ )% 53

) = 0.98257—0.8461 = 0.1365 = np, = 51.6 och x, = 42

P(Y >8)=1—10.98257 = 0.01743 = nps = 6.59 och x5 =5

(473 —37)2 (1312 —139)2 (1414 —155)2  (51.6 —42)?  (6.59 — 5)2

=6.1
47.3 * 131.2 * 141.4 * 51.6 * 6.59 019

Q=

Vi har 5 grupper och vi har skattat 2 parametrar(u och o) for att skatta p;:mna.,,,,
Dablir x2(r —k—1) = x205(6 —2—1) =5.99

Q > Xp05(2). Alltsa forkastar vi Hy pa risknivan 5%.



