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TENTAMEN I SF1914/SF1915/SF1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAG 21 OKTOBER 2025 KL 8.00-13.00.

Ezxaminator SF1914/SF1915/SF1916: Mykola Shykula, 08-790 66 44.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
miniréknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkinda pa kontrollskrivningen behover ej besva-
ra uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges da ordet
”Bonus”). Studenter som dr godkinda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift
12, utan far tillgodordkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges da ordet ”Bonus”). Dessa
tillgodordknanden géller for den hér tentamen och vid omtentamen i december 2025. Gransen for
godként dr 9 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 1316 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och val motiverade att de ar
ldtta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa den andra datorlaborationen
far dessutom tre bonuspoéng pa del II. Dessa bonuspoéng géller for den hér tentamen och vid
omtentamen i december 2025.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Utforsakaren Sara kiimpar om de ddlaste medaljerna i slalombacken. Sara vet att sannolikheten for
en allvarlig skada &r ca 0.01 per tavling. Under sin karridr forviantar hon sig att kunna delta i totalt
140 (oberoende av varandra) slalomtéavlingar, dvs. om en skada intréffar ska hon rehabiliteras och
fortsétta tdvla. Vad &r sannolikheten for att Sara kommer att skadas allvarligt minst en gang?

A: ca 0.755
B: ca 0.075
C: ca 0.007
D: ca 0.99
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Uppgift 2

Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktionen fx(x). Lat Y = 2In(X).
Bestdm tathetsfunktionen fy (y) for Y.

A fr(y) = fx(3¢)
B: fy(y) = fx(e"/?)
C: fy(y) = 3¢ fx (3e¥)
D: fy(y) = 3¢/ fx (e?/?)

Uppgift 3

Lat X och Y vara stokastiska variabler, sadana att V(X) =4, V(Y) = 9, och korrelationskoeffi-

cienten p(X,Y) = — 4.

Berékna V(3X —2Y).
A: 75
B: 108
C: 66
D: 78

Uppgift 4

Lat X, Y och Z vara oberoende stokastiska variabler, sadana att X € Po(1.5), Y € Po(0.5) och
Z € Po(0.8). Lit N = X +Y + Z.

Bestam P(N > 4).

A: 0.156
B: 0.848
C: 0.308

D: 0.629
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Uppgift 5

En julgranbelysning bestar av 16 serickopplade lampor. Belysningens brintid (enhet:ar) ar lika
med brinntiden tills férsta lampan slocknar. Antag att lampornas brinntider &r oberoende och
exponentialférdelade var och en med vintevérdet 1. Lat Y vara belysningens brinntid.

Bestém P(Y > 7).
A: ca 0.78
B: ca 0.22
C: ca 0.02
D: ca 0.98

Uppgift 6

Som modell for att beskriva variationen av podng pa antagningsprovet till en viss utbidning kan
man anvianda en normalfordelning med vantevérdet 100 och standardavvikelsen 15, dvs N (100, 15).
Vilken antagningsgrins ska man sitta om man vill att ungefir 20 % av de med hogst poing ska
komma in?

A: 103
B: 113
C: 119
D: 124
Uppgift 7
Lat xq,...,x5 vara fem oberoende observationer av X; € Po(u), i = 1,...,5, ddr p &r en okédnd

parameter. ML-skattningen av p ges da av

Bestdm medelfelet for p*, dvs bestdm d(p*), da xy =5, x9 =5, 23 =13, 24 =7, x5 = 5.
A: 2,65
B: \/g
C: 14
D: 1.18
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Uppgift 8

Emma undrar om utomhustemperaturen &r annorlunda i Sodertélje d&n pa Liljeholmstorget. For
att understka detta méter hon temperaturen i Celsius under fem olika dagar i juli. Métningarna
under olika dagar &r oberoende av varandra.

Tid 08:15, Dag 1 | 10:00, Dag 2 | 12:00, Dag 3 | 16:00, Dag 4 | 18:00, Dag 5
Sodertilje 16.5 18.3 22.6 21.2 19.0
Liljeholmstorget 15.3 17.7 22.9 19.5 18.1

Berikna ett 90 % konfidensintervall for den genomsnittliga temperaturskillnaden mellan Sodertélje
och Liljeholmstorget. Antag ocksa att temperaturskillnaderna &r normalférdelade.

A: (0.11, 1.53)
B: (—0.11, 1.75)
C: (0.00, 1.33)

D: (—2.98, 4.62)

Uppgift 9

Veckoutgifterna (i kr) fér mat hos en viss familj kan uppfattas som observationer z; aven N(u,o)-
fordelning déar o = 500 &r kéind. Utgifterna under en vecka antas oberoende av utgifterna under
ovriga veckor. Man vill utfora ett test pa signifikansnivan 1% dér man testar nollhypotesen
Hy : p = 1900 mot H; : p > 1900. Som testvariabel anvinds ett medelvirde som &r base-
rat pa observationer av utgifterna under 16 olika och slumpmaéssigt utvalda veckor under ett ar.
Stickprovsmedelvirdet berdknat pa de 16 observationerna blev z = 2150.

Bestam testets P-vérde.

A: ca 0.31

B: ca 0.023

C: mindre &n 0.00003
D: 0.01

Uppgift 10

Antag att ett parti fick 13 % av rosterna i senaste valet. Enligt en gallupundersokning omfattande
n = 750 personer har andelen p vid ett senare tillfille skattats till p¥,. = 15.5%. Kan vi nu
dra slutsatsen att stodet har okat? Svara pa fragan genom att ange det approximativa 95 %-igt
ensidiga nedat begrénsade k.i. I, = 1,,(0.95) for den sanna andelen p vid det senare tillféllet.
Ledning: Bin(n,p) approximeras av N(np, np(l — p)) om np(1 —p) > 10.

A: Ja, stodet har okat pa 5% nivan, ty I, ~ (0.1291, +00).
B: Nej, stodet har inte 6kat pa 5% nivan, ty I, ~ (0.1291, +00).
C: Ja, stodet har ckat pa 5% nivan, ty I, ~ (0.1333, +00).
D: Nej, stodet har inte 6kat pa 5% nivan, ty I, ~ (0.1333, +00).
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Uppgift 11

En man pastar att han béattre &n slumpen kan forutséiga fiargen pa de kort som dras ur en vil
blandad kortlek. Hans formaga provas i en serie om 20 dragningar (som kan ses som ett slumpméssigt
stickprov ur populationen alla tdnkbara dragningar). Resulatet blev 14 ritt forutsdgande farg och
6 fel. Teoretiskt bér man, om slumpen fick rada, vinta sig 10 ratt forutsdgande farg och 10 fel.
Mannen har dock lyckats béttre dn sa. Men &dr resultatet sa bra att det stoder pastaende att han
har en speciell formaga? Signifikansnivan véljs till 5 %.

A: Forsoket talar for att mannen kan antas ha den utlovade formagan, ty den observerade
testvariabeln Qs &r storre #n det kritiska y2-virdet fran tabell.

B: Forsoket talar for att mannen kan antas ha den utlovade formagan, ty den observerade
testvariabeln Qs dr mindre én det kritiska y2-virdet fran tabell.

C: Forsoket talar inte for att mannen kan antas ha den utlovade formagan, ty den observerade
testvariabeln Qs dr storre #n det kritiska y2-virdet fran tabell.

D: Forsoket talar inte for att mannen kan antas ha den utlovade férmagan, ty den observerade
testvariabeln Qu dr mindre én det kritiska y2-virdet fran tabell.

Uppgift 12
Rayleighfordelningen har tathetsfunktionen

zo=2%/(2k)  f5r 4 >0
e , foraxz >0,
fx(z) = {k
0, annars.

Beridkna ML-skattningen av konstanten k baserad pa data x1 =5, x5 = 14, 23 = 3, x4 = 13.
A: 199.5
B: 99.75
C: 49.875
D: 7.062

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13
En slumpmaéssigt sammansatt grupp med 10 personer fiskar tillsammans.
(a) Vad &r sannolikheten for att minst tva av dem har fédelsedagen pa samma dag. (4 p)
(b) Vad &dr sannolikheten for att minst tre av dem har fédelsedagen pa samma dag,. (6 p)

Ledning: Antag att aret har 365 dagar och att alla fodelsedagskombinationer dr lika sannolika.

Uppgift 14

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y") har tdthetsfunktionen

C(z + 2y), 0<r<2,0<y<l,

fxy(z,y) = {

0, for ovrigt.
(a) Bestdm konstanten C. (2 p)
(b) Bestdm tathetsfunktionen fx(z) for X. (3 p)
(c) Bestdm tithetsfunktionen fz(z) for Z =9/(X + 1)% (5 p)
Uppgift 15

Enligt en omfattande studie borjar barn i genomsnitt tala vid 13 manaders alder. En barnpedagog
tror sig ha funnit en metod att séinka denna alder. Hon prévar metoden pa 12 barn till fordldrar
hon kénner och far for dessa medelvirdet 7 = #2402 — 116 manader. Stickprovs standard-
avvikelsen blev s = 2.8 manader. Antag att de 12 métresultaten x, xs,..., 12 dr observationer
av de oberoende stokastiska variablerna X, Xs, ..., X2 vilka alla &r nomalfordelade N (u, o).

Ar resultatet ett signifikant stéd for metoden pa nivan 5 %? Ange tydligt vilka de uppstéllda hypo-
teserna ér och vad slutsatsen &r. Slutsatsen och den tillimpade statistiska metoden bor motiveras

for att fa full podng. Slutsatsen bor dven tolkas i ord. (10 p)
Uppgift 16
Lat xy,xs, ..., x, vara observationer av de oberoende stokastiska variablerna X, Xs,..., X,

vilka alla &r likformigt fordelade U(a, 10), dédr a &r okdnd. Man kan visa att den korrigerade
ML-skattningen av a, som ar en vintevdrdesriktig skattning, ges av

s = C’(n)( min r; — B(n)) ,

1<i<n

dér C(n) och B(n) ér funktioner av n. Bestam C(n) och B(n). (10 p)

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. C
11. D

12. C
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

Genom att anvinda sig av en komplementhéndelse:
P(att skadas allvarligt minst en gang) = 1 — P(att INTE skadas alls) =

=1-(1-0.01)" =0.755135 ~ 0.755

Uppgift 2
Fordelningsfunktionen Fy (y):
Fyly) = P(Y <y) = P(2In(X) < y) = P(X < e¥?) = Fx(e!/?)
Dérmed,
1

() = 3 (v (v) = d%(FX(ey/?)) = Fi(e"?) 2 (1/2) = 5 e fx(e"?)

Uppgift 3

Vi har:
VBX -2Y)=9V(X)+4V(Y)—-2-3-2-C(X,Y) =

=9V(X)+4V(Y)-2-3-2- (p(X,Y) - D(X)-D(Y)) =
=(9-4)+(4-9)—(2-3-2-((-1/12)-2-3)) =36+ 36 + 6 = 78.

Uppgift 4

Om X, Y och Z ar oberoende stokastiska variabler, sadana att X € Po(1.5), Y € Po(0.5) och
Z € Po(0.8), sa blir s.v. N =X +Y + Z ocksa Poissonfordelad:

N € Po(1.54 0.5+ 0.8) = Po(2.8)
Darmed:

P(N >4) =1— P(N < 3) = |Tabell 5, for Po(2.8)| = 1 — 0.6919 = 0.3081 ~ 0.308
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Uppgift 5
Vi har:
Y = min X,
1<i<16

dér alla X; € FExp(1) och oberoende. Dérmed,

[T P(xi=1/4) =
1<i<16
16 16 16
= |alla X; € Exp(1)| = (P(X1 > 1/4)) - (1 —P(X, < 1/4)) = (1 Fy,(1/4))
Vidare, eftersom X; € Faxp(1):

Fx, (1/4) =1—¢ V4
Déarmed,

P(Y >1/4)=(1- FX1(1/4))16 —(1-( 671/4))16

(671/4)16 — e 16/4 — =1 — .0183 ~ 0.02

Uppgift 6
Lat X € N(100,15). Vi soker A sadan att:

P(X >A)=0.2,
eller, enl komplementet,

P(X <A)=038
Vidare, efter standartiseringen och fran Tabell 1 har vi att A uppfyller:

A — 100
~ ().84
15 '
eller

A =100+ (0.84) 15 = 112.6 ~ 113.

Uppgift 7
Vi har:

V() = V(X) = —

—nV(X1) = X1 € Po(u)| =
Déarmed,

S I=

~ 1.18
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Uppgift 8

Stickprov i par. Skillnaderna (S6-Li) z; ar: 1.2, 0.6, —0.3, 1.7, 0.9 och de &r obervationer fran
N(A, o) s.v. Stickprovsmedelvarde och stickprovstandardavvikelse beriknade pa de skillnaderna
z; ovan blir: Z = 0.82 och s, = 0.746. Darmed, eftersom o éar okénd, sa blir det 90% k.i. for A:
0.746

) _ (0.82 + £0.05(4) W> — Jto.0s(4) = 2.13, frén Tabell 3| =

= (0.82£0.71) = (0.11, 1.53) .

Sz

Jn

12(0.9) = (5 + to.05(n — 1)

Uppgift 9
Vi har:

P-viirdet = P(X > 2150 | Hy iir sann) = P(X > 2150 X € N(1900,500/V16) ) =

2150 — 1900
:1—@(

T ") =1—®(2) =|Tabell 1| =1 —0.97725 ~ 0.023
500/+/16 ) () =1 |

Uppgift 10

Vi har:
Hy: p=0.13

Hy:p>013
Den approxomativa 95 %-iga ensidiga nedat begrinsade k.i. for p:

* (1 —p* 0.155- (1 —0.155
I, = (prs — X0.05 w , +OO> = (0-155 — /\0.05\/ (750 ) A—OO) =

= [Ao.05 = 1.6449, frén Tabell 2| = (0.155 — 0.022, +00) = (0.133, +00)

Déarmed, kan vi nu pasta att stodet har okat (pa 5% nivan), ty nollhypotes virde Hy : p = 0.13
ingar EJ i k.. I, = 1,(0.95) = (0.133, +00). DVS, svaret dr C'.

Uppgift 11
Vi har:

Hy : Mannen kan INTE antas béttre &n slumpen forutsidga fargen pa kort som dras ur ett kortlek.

H; : Mannen kan antas béattre an slumpen forutsidga fargen pa kort som dras ur ett kortlek.
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Teststorheten ps:
(14 —10)*> (6 —10)?

obs — =32
ov 0 10 3

Vidare, fran Tabell 4: det kritiska y?-virdet= x25(2 — 1) = x25(1) = 3.84, eftersom vi har
endast tva grupper (rétt vs fel forutsdgande) och sign.nivan oo = 0.05.

Slutligen, eftersom Qs = 3.2 < 3.84=x2 ,-(1), kan vi inte forkasta Hy. Och didrmed, talar forsoket
inte for att mannen kan antas ha den utlovade férmagan. Svaret &r D.

Uppgift 12
Likelihood-funktionen:

4 4
Lk =] %e*”‘"?/(%) =t emm D o Iz
=1 i=1

Logaritmering ger:

In (L)) = —4n(k) + 3 In(z) — —% St

=1

Nu deriverar vi med avseende pa k och sétter sedan derivatan lika med noll, vi far:

4 (1) &,
“F o =0
=1

Slutligen 16ser vi den erhallna ekvationen med avseende pa k, och vi far:

1 i o, 50147 4324132

k* = : = 49.875
obs,M L 8 — Z; )
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Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13

(a) Vi anvénder oss av komplementet, och vi far:

P(minst tva pa samma dag) = 1 — P(alla 10 personer olika dagar) =

~365-364-...-357-356
365 -365-...-365
Eller, med hjélp av en minirdknare:

=1 — 0.883052 = 0.116948 (~ 11.7%)

365 - 364 - ... - 357 - 356 (365 nPr 10)
- =1 - ————+=1-0. 2=10.11694
36510 2650 0.883052 = 0.116948

1

(b) Aven hiir med tanke pa komplementet, och delvis fran (a), har vi:

P(minst tre pa samma dag) =

=1- (P(all 10 personer olika dagar) + P(tva personer pa samma dag)) )

Vidare, fran (a),
365-364 - ...-356

P(all 10 personer olika dagar) = 36510 ~ (.883052,
och sedan
P(tva personer pa samma dag) =
_ (10 365-364-...-358-357 (D)) 365-364-...-359-358
-\ 2 36510 2! 36510
(-85 365-364-...-360-359 (")) (©)- () 365-364-...-361-360
* 3! ' 36510 * 4l ' 36510 *
L)) () () () 365-364-363-362- 361 _
5! 36510

~ (.111622 + 0.004377 + 0.000061 + 0.000000255 + 0.00000000014 ~ 0.1161

Déarmed, slutligen,
P(minst tre pa samma dag) =

=1 — (P(all 10 personer olika dagar) + P(tva personer pa samma dag)) =~
~ 1 — (0.883052 + 0.1161) = 8.48E~* ~ 0.00085 (=~ 0.1% )
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Uppgift 14

(a) For den tvadimensionella tathetsfunktionen géller det att

/ fX,Y(xvy)dIdy = 1.
RQ

2 1
/ dx/ C(x + 2y)dy = 1.
0 0

C’( /Ozxdx—i-élfolydy) =1,

C(2+42)=1

Vi har:

Efter en forenkling, far vi

som ger:

Dérmed, C = 1/4.

(b) Vi har:

9.

9

N | —

! "1 11

fx(z) = / fxy (@, y)dy :/ fxy (@, y)dy :/ Z(f +2y)dy = Z$ + 1
R 0 0
dvs, fx(z) = (1/4)x +1/4, om 0 < x < 2, och 0, annars.

(c) Forst, bestammer vi fordelningsfunktionen for s.v. X:

1’2

FX(:U):P(XSx):/ox((l/él)t—i-l/él)dt:i(;—l—x) for0<o<2.

Vidare, férdelningsfunktionen for s.v. Z blir, fér z > 0:

dé’tr0<\/%—1<2, dvs 1 < z < 9.

Dirmed, fz(2) = (Fz(2)) =9/(82?), om 1 < z <9, och fz(z) = 0, annars.
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Uppgift 15

Noll- och mothypoteser:

Hy:p=13(= o),
Hlll,<13

Héar ar o okénd, och darfor ar teststorheteh:

tops = (T — o)/ (s//n) = (11.6 — 13)/(2.8//12) = —1.732,

Fran Tabell 3 och eftersom mothypotesen H; dr ensidig, far vi det kritiska vardet till:
—t0.05(11) == —180

Beslutsregel: forkasta Hy om tops < —to05(11).
Slutsats: Hy kan EJ forkastas, ty tops = —1.732 > —1.8 = —tg.05(11).

Tolkning: pa 5 % signifikansnivan kan vi EJ pasta att resultatet
av studie gav ett stod for att det uppfunna metoden
minskar alder da barn i genomsnitt borjar tala.

Uppgift 16

Vi vet att
ay. = C(n) ( min z, — B(n))
ar en vintevirdesriktig skattning av a. DVS.,

E(a") = C(n)(E( min Xj) — B(n)> =a.

1<k<n

Férdelningsfunktionen fér minj<g<, X3 blir:

iy x, () = P( nin X, < y)=1- P(lggn X, >y) =
=1— P(allay{X; >y}) = [oberoendet| =
—1— HP(Xk > y) = |lika fordelning| = 1 — (P(Xl > y))n =

k=1

:1—<1—FX1(y)>n:|X1EU(a,10)|:1—(1— y_&)":

10 —a
:1—(1O_y>n,
10 —a

och dédrmed blir tathetsfunktionen for s.v. min;<x<, Xj lika med:

fminlgkgn X (y) - dy =n (10 — a)” ’

om a <y < 10, och 0 annars. Darfér har vi:
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10 n—1
: B n (10 —y) _ _ _ _
E(lg}ank) —/a y—(IO—a)” dy =110 —y = u,dy = —du| =

10—a 0
= L/ (]-0 — U)u”—ldu — | enkla bel“fikningar | _ + na _
e n+1

n n 10
a .
n—+1 n+1

Foljaktligen:
10
B pu—
(n)=—"7
och 1
C(n) = n :




