i

L,
EZKTHS

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

s

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1914/SF1915/SF1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 17 DECEMBER 2025 KL 8.00-13.00.

Examinator SF1914/SF1915/5F1916: Mykola Shykula, 08-790 66 44.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besva-
ra uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges da ordet
”Bonus”). Studenter som dr godkidnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift
12, utan far tillgodoridkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges da ordet ”Bonus”). Grénsen
for godként ar 9 podng av 12 mojliga. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
manst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ér godkédnda pa den andra datorlaborationen
far dessutom tre bonuspoédng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

En underleverantor till en kameratillverkare gor skidrmar till digitalkameror. 7% av skidrmarna
blir defekta vid tillverkningen. Vid den efterféljande kvalitetskontrollen blir alla felfria skdrmar
klassade som felfria, men 5% av de defekta skdrmarna slinker igenom kontrollen och klassas som
felfria. De skdrmar som klassas som defekta kasseras. Berdkna hur stor andel (i %) av de skédrmar
som klassas vid kvalitetskontrollen som felfria kommer i sjédlva verket att bli defekta?

A: ca 6.67%
B: ca 0.37%
C: 93%
D: 100 %
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Uppgift 2
Lat X € Fxp(2), dvs den stokastiska variabeln X har téthetsfunktionen

0 annars.

Bestam vantevardet E( —2X?2 4+ X — %)
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Uppgift 3

De tva diskreta stokastiska variablerna X och Y &r sadana att

P(X=0Y=0)=1/12, P(X=0,Y =1)=1/6,
P(X=1,Y=0)=1/4, P(X=1,Y=1)=1/2.

Saledes antar X véardena 0 och 1, samt Y antar ocksa véirdena 0 och 1.
Bestdm den betingade sannolikheten P(X +Y =1 ’ Y = O).

A: 5/12

B: 2/3

C: 3/4

D: 1

Uppgift 4
Lat X vara en stokastisk variabel sadan att X € Bin(13,0.8).
Beriikna P(X > 10).
A: ca 0.75
B: ca 0.5
C: ca 0.25
D: ca 0.05
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Uppgift 5

Lat X; och X, vara oberoende stokastiska variabler sadana att X; € N(—1,1), Xy € N(3,3),
dvs. E(X;) = -1, V(Xy) =1, och E(X,) =3, V(X3) =9. Lat vidare Y = Xy + 3X.

Bestédm a sa att P(Y < a)=0.05.

A: 0

B: —1.645
C: =57
D: —6.98

Uppgift 6
En stokastisk variabel X har foljande tathetsfunktion

fX(x):{Q(x—l), 1<z<2,

0, annars.

Bestdm tithetsfunktionen fér Y = X? i punkten y = 2, dvs bestim fy(2).
A: 0.1465

B: 0.293
C: 1414
D: 0.172

Uppgift 7

Lat x;, 1 = 1,2, 3, vara observationer av de oberoende stokastiska variblerna X;, 1 = 1,2, 3, vilka
alla dr gammafordelade T'(2, \), dvs de har tathetsfunktionen

Az

N2

2 xe omx >0
fx, () =q ’ 7

0, annars,

for i = 1,2,3, och A > 0. Detta medfor att

2 2
Bestdam MK-skattningen av A om det ér foljande varden som har erhallits: z; = 1.22, x5 = 0.54,
och z3 =1.41

A: 1.893

i=1,2,3.

B: 1.376
C: 1.057
D: 0.946
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Uppgift 8

Lat X € N(ux,o0x) och Y € N(uy,oy). Antag att ox = oy. Vi gor 10 observationer pa X och
far att z = 19.5 och s% = 4.06. Vi gor dven 10 observationer pa Y och far att y = 13.9 och
s? = 3.48. Vi antar att alla observationer ér utfall av stokastiska variabler som alla #r oberoende.
Ta fram ett nedat begriansat konfidensintervall for skillnaden g x — py som har konfidensgrad 90 %.

A: (5.02,00)
B: (4.85,00)
C: (4.45,00)
D: (4.10, 00)
Uppgift 9
x1,...,x5 ar oberoende observationer pa en N (u,o)-fordelning, déar o och o dr okénda.

Stickprovsmedlvérdet blev z = 0.16 och stickprovsstandardavvikelsen blev s = 0.0158. Ange 6vre
grinsen 1 det ensidigt uppat begrinsade konfidensintervallet fér o som har konfidensgraden 99 %.

A: 0.058
B: 0.069
C: 0.459

D: 0.549

Uppgift 10

Antag att X € Po(u). Vi vill testa Hy : p = 10 mot alternativet H; : p = 15. Vi forkastar Hy till
forman for H; om vi far ett utfall z > 15. Vi far en observation: x = 13.

Bestdm testets styrka.

A: 0.236
B: 0.432
C: 0.534
D: 0.732
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Uppgift 11

En forskargrupp vill testa Hy mot H;. Forskargruppen bestar av 8 personer. Var och en av dom
tillampar ett test med 10 % signifikansniva och 75 % styrka. Testen baseras pa ett stickprov som

bestar av 10 observationer.

Antag att Hy dr sann. Hur stor dr sannolikheten att minst en av de atta forskarna (felaktigt) drar

slutsatsen att H, ar falsk.

A: 0.10
B: 0.19
C: 0.25
D: 0.57

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur férsdljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats

pa reklam.

Reklamkostnad (kkr)

22

29

31

35

42

Forséljning (kkr)

105

108

107

100

89

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-

terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

Yi = a+ PBr; + &,

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpmiéssiga fel.

Bestdm minsta-kvadrat-skattningarna o, och 5%

obs

A o

obs

B: o

obs

=129.3, B, = 0.865
=129.3, B%,, = —0.865
C: afy, = 74.3, B,. = 0.865

obs obs

D: o

obs

=74.3, B}, = —0.865

obs

Var god vind!

av regressionskoefficienterna « resp f.
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Del 11

Uppgift 13

Livslangden for tva olika typer av elektroniska komponenter beskrivs av de stokastiska variablerna
X och Y som ar oberoende och exponentialfordelade med téathetsfunktionerna

Llo—z/2 >0
e "< omx >0,
fx(z) = {2
0, annars,

respektive

l€_y/3> om y 2 07
fr(y) = {3
0, annars.

Berékna sannolikheten P(X >Y).
Ledning: integrera den simultana téithetsfunktionen 6ver ett lampligt omrade. (10 p)

Uppgift 14

(Fortsdttning pa Uppg 8 fran oktobertentan.) Emma undrar om utomhustemperaturen ar annorlun-
da i Sodertélje dn pa Liljeholmstorget. For att undersoka detta méter hon temperaturen i Celsius
under fem olika dagar i juli. Matningarna under olika dagar &r oberoende av varandra.

Tid 08:15, Dag 1 | 10:00, Dag 2 | 12:00, Dag 3 | 16:00, Dag 4 | 18:00, Dag 5
Sodertilje 16.5 18.3 22.6 21.2 19.0
Liljeholmstorget 15.3 17.7 22.9 19.5 18.1

Ange det ungefarliga P-vardet for ett hypotestest for att testa om utomhustemperaturen i Sodertélje
ar signifikant hogre dn pa Liljeholmstorget. Svaret kan dven ges i form av ett intervall. Tolka
resultatet. Antag ocksa att temperaturskillnaderna ar normalfordelade. (10 p)

Uppgift 15

En stor nationell studie av mat- och traningsvanor hos studenter har visat att 30 % av studenterna
trianar tre ganger i veckan eller mer medan 50 % tranar en till tva ganger och 20 % tranar inte alls.
En motsvarande undersokning gjordes i ett slumpméssigt urval av 150 studenter i StorStad, som
visade att 56 av dessa tranar tre ganger i veckan eller mer, 86 trinar en till tva ganger i veckan
och resten trénar inte.

Utfor ett statistiskt test pa 5% signifikansniva for att avgora om studenterna i StorStad tranar
mer dn vad som é&r vanligt for studenter. (10 p)

Uppgift 16

Visa, med hjilp av kunskaper i sannolikhetsléara och en lamplig approximation, att

. _nnnk 1
LI

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. C
11. D

12. B
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Del I, Losningsforslag.
Uppgift 1

DT=Defekt vid Tillverkningen, FT=Felfri vid Tillverkningen, KF=Klasas som Felfria. Vi har
P(DT) =0.07, P(FT) =0.93 = P(DT"), och dven de betingade sannolikheterna,

P(KF|DT) = 0.05, P(KF|FT) = 1.0

Vi soker P(DT|KF). Fran Bayes sats,
P(KFNDT
( ) = |Betingade sannolikheten och Lagen om total sannolikhet| =

P(DT|KF) = T P(KF)
(0.05)(0.07) = 0.003749 (~ 0.37%)

P(KF|DT) P(DT) B
- P(KF|DT)P(DT)+ P(KF|FT)P(FT)  (0.05)(0.07) + (1.0)(0.93)

Uppgift 2

Vi har:
1
E(-2X’+X—2)==2E(X*)+E(X)-1/2=|X € Exp(2),dvs, E(X) =1/2| =

— _2B(X?) =2 (v(X) + (E(X))2> — |X € Eap(2)| =
—2(1/(2%) + (1/2)%) = —2(1/4 4+ 1/4) = -1

Uppgift 3
Vihar PX+Y=1,Y=0) P(X=1Y=0)
+ pu— pu— pu— pu—
P(X+Y =1]Y =0) = i - ’ _
(X + [Y'=0) P(Y = 0) P(Y = 0)
_ i _ 1 _3
4
st 1 4
Uppgift 4

Lat Y € Bin(13,0.2). Dédrmed,
P(X >10) = P(Y < 3) = [Tabell 6, for Bin(13,0.2)| = 0.747 ~ 0.75



forts tentamen i SF1914/SF1915/SF1916  2025-12-17

Uppgift 5
Vi har:
Y € N(3+3(—1),/9+ 32(1)) = N(0,3v2).
Vidare,

0.05= P(Y < a) = @(C;;;)

Déarmed, fran Tabell 2,
a—10

3v2

a=—(1.6449) - 3- V2 = —6.98

= —1.6449,

som ger

Uppgift 6

Observera forst, att fordelningsfunktinen for s.v. X dr Fx(z) = (z —1)*,dal1 <z < 2.
Vidare, fordelningsfunktionen for s.v. Y,

Fe(y) = P(X* <y) = P(-F< X < j) =[1 <2 <2 = PL < X < /j) =

=Fx(Vy) = (V-1 =y—-2/y+1,
dér 1 <y < 4. Vi soker fy(2), och vi har:

d 1 1
) =F(y)=—@Wy-2y+1)=1-2—=1— —.
Dérmed, fy(2) =1 - \% ~ 0.293

Uppgift 7

0= (2 s (2 (o

Vi har:

Vidare, dQ/d\ = 0 ger:

21 = 2 ) (2D +2(m — 3 ) (=D(-D)A/N) +2(r5 3 ) (~2)(~1)1/) =0,
SO 85 r1twytawz 2
3 X
Déarmed,
T 2 _ 2 ~ 1.893
MIEbs ™ () g +13) /3 (1.22 +0.54 + 1.41)/3
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Uppgift 8

Tva oberoende populationer. Ett nedat begransat 90%-konfidensintervall for px —puy da oy = oy:

- 952 + 9s2
Ley (0.9) = (m 5= t0a(10 410 —2) 4 0 o ,/

= |to1 (10 + 10 — 2) = 51 (18) = 1.33, Tabell 3| =

B 9. (4.06) +9-(348) [2 N
- (19.5 139 1.33\/ = = oo) ~ (445, 00)

Uppgift 9
Ovre gransen i det ensidigt uppat begrinsade 99%-k.i. for o ér:

n—1 4 4
Sy —————— =(0.0158 = |Tabell 4] = (0.0158)4/ — ~ 0.058
Va1 — 018 gy = [Tebell 41 = (0.0158)y55

Uppgift 10
Vi har:

HO U= 10,

H1 D u= 15.

Testets styrka blir:
h(15) = P(forkasta Hy| Hy &r sann) = P(X > 15| = 15) = P(X > 15| X € Po(15)) =

=1— P(X <14|X € Po(15)) = |Tabell 5 for = 15| = 1 — 0.46565 ~ 0.534

Uppgift 11

Observera forst att:
P(forkasta Hy| Hp dr sann) = a = 0.1

Lat s.v. X € Bin(8,0.1). Darmed soker vi P(X > 1).
Vi har:
P(X>1)=1-P(X =0) = |Tabell 6 for Bin(8,0.1), z =0| =

=1-0.43047 ~ 0.57
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Uppgift 12

Alternativ 1. Vi har:
5 = dri =)y —y) Doy —nTy

P Y —x)? Yal-n(@)?
C(22-105429-108+4...+42-89) —5- ((22+ ... +42)/5)((105 + ... +89)/5)
a (2224 ... 4+422) 5. ((22+ ... +42)/5)"

dédr n = 5, x; = ar reklamkostnad (kkr), och y; = ar forsdljning (kkr) som beror linjart av x;.

Vidare,

~ —0.865,

Alternativ 2. Ett annat sitt att forsta vilket svarsalternativ som géller hér - ar att rita (pa ett

ungeférligt sitt) datamaterialet. Da inser man genast att lutningen £, . pa det linjdra anpassningen

ar negativ. Och eftersom samtliga y; ligger runt ca 100 da maste o,  vara iaf storre dn 100.
Déarmed, dr B det korrekta svarsalternativet.

Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13
Vi anvinder oss av informationen att s.v..er X och Y é&r oberoende, dvs att den simultana

tathetsfunktionen fxy(x,y) = fx(x)fy(y), och vi far:

PX>Y)= // fxy(z,y)dzdy = |oberoendet| =
R2N{(z,y)€ER2: 2>0,y>0, y<z}

-/ fx () fy (y)dwdy =
R2N{(z,y)€R2:2>0,y>0, y<:c}
/ d:c/ dy ’I/Q e y/3) =
_ - —x/2 _—xz/3 _
[T

el 1
_ / (_ o—7/2 _ 2 —(1/241/3)e >dx _
. \2 2

:<_e—m/2+ 1/2 e—(1/2+1/3)m) L
1/2+1/3 L
1
—0—(-1)+0——2_ =
T
1 1
:1_121:131:
3 T3 273
2-3-
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Uppgift 14

Stickprov i par. Skillnaderna (S6-Li) z; ar: 1.2, 0.6, —0.3, 1.7, 0.9 och de &r obervationer fran
N(A, o), dir o ér okdnd (dvs t-baserat test). Stickprovsmedelvirde och stickprovstandardavvi-
kelse berdknade pa de skillnaderna z; ovan blir: Z = 0.82 och s, = 0.746.

Vi testar:
H() :A=0

mot

H11A>0.

Den observerade testvaribeln (under nollhypotes antagande) blir:

-0 _082-0
s./v/m 0.746/V5

som #r en observation fran t(n — 1) = #(4)-férdelningen, ty temperaturskillnaderna &r nor-
malfordelade.

tobs -

46,

P-virdet dr ca 0.035, om man anvéder sig av minirdknaren.

Om man dédremot anvénder sig av Tabell 3, for ¢(4)-fordelningen, da ser man att P-virdet for
tops = 2.46 ligger mellan 0.025 och 0.05. Dvs., vi har:

0.025 < P-vardet < 0.05.

Tolkningen: Eftersom P-vardet < 0.05 sa kan man forkasta Hy pa 5 %-nivan. Dvs, man kan pasta
att utomhustemperaturen i Sodertélje dr signifikant hogre dn pa Liljeholmstorget (med chansen
pa 5 % att detta uttalande kan vara felaktigt, baserad pa det observerade datamaterialet). Men pa
t.ex. 1 %-nivan kan vi dock inte pasta att utomhustemperaturen i Sodertélje ar signifikant hogre
dn pa Liljeholmstorget (dvs med chansen pa endast 1% att detta uttalande kan vara felaktigt),
ty P-véardet > 0.025 > 0.01.

Uppgift 15

Test av given fordelning. Vi testar foljande noll- och mothypoteser:
Hy: p1 =03, pp =0.5, p3 =02,

mot
H,: andeleni H, stdammer ej.

Signifikansnivan ar o = 0.05.

Den observerade testvaribeln Qs (under antagandet att nollhypotesen dr sann) blir:
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(56 —150-0.3)* | (86— 150-05)° (3 -150-02)*
150 - 0.3 150 - 0.5 150-02
56 —45)2 (86 —75)2 (8 — 30)?
_ A ) >
45 75 30
~ 269+ 1.61 + 16.13 ~ 20.4.

Qobs =

Kritiska virdet som man ska jamfora den observerade testvariabeln )., &ér lika med:

Xi(r —1)= X(2).05(2) =5.99,

déar r = 3 &r antal grupper.
Beslutsregeln: forkasta Hy om Qups > X25(2)-
Slutsatsen: Hy kan forkastas pa nivan 5%, ty 20.4 > 5.99.

Tolkningen: pa 5% signifikansnivan kan vi pasta att studenterna i StorStad tranar mer dn vad
som ar vanligt. Deh hér slutsatsen foljer fran en snabb analys av observerade versus forviantade
datamaterialet och speciellt stor skillnad betraktar vi i den sista gruppen (dvs., 8 observerade vs
30 forvantade i gruppen trinar inte alls. I andra ord dr det manga fler trinas én det forvintas/an
det vad som ar vanligt. Resultatet &r signifikant pa nivan 5 %.

Uppgift 16

Vi har foljande resonemang. Om s.v. £ € Po(n), dar n ar ett icke-negativt heltal, sa géller det att

n n ’flk . . n nk
PE<n) =) PlE=k=[(€Po(n)|=) ze=e") -
k=0 k=0 k=0
Dvs, det som star i lydelsen ar ju alltsa som foljande:
lime™» — = lim P({ <n),
n—o0 k! n—o00

dar & € Po(n), n ar ett icke-negativt heltal.

A andra sidan s.v. £ € Po(n) kan representeras som en summa

=G +&+... +&,

dar & € Po(l), k = 1,2,...,n, samtliga dr oberoende stokastiska variabler. Darmed, nu, om
n ar tillrdckligt stor sa har vi enligt CGS (Centrala gransvirdessatsen) att approximativt géller
foljande:

E=&+&+ ...+ & ~ N(np,o/n),

dir p=E(&) =1,0=/V(&) =vV1=1,dvs
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€~ N(n, Vi),

approximativt, och approximationen stdmmer ju béttre desto storre n ar. Och, darfor, har vi att

1

P(€ < n) = |ty 5.v. €~ N(n, V)| = 3,

for alla stora och icke-negative heltal n, och ju ndrmare 1/2 desto storre n &r (enligt CGS). Detta
tillsammas med resonemanget ovan bevisar uttrycket i lydelsen.



