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TILLAMPAD STATISTIK/SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK
TORSDAG 8 JANUARI 2026 KL 08.00-13.00.

Kursledare: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 poang. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mdojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som ar godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som &r godkédnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan
far tillgodordkna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”"Bonus”). Grinsen for godként
ar 9 poiang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Tyko och hans syskon har fatt en ask marmeladkulor som julklapp. Det finns tva smaker, den ena
sorten ar grona kulor och den andra sorten &r roda. Tykos mamma har givit honom lov att &dta
upp fyra kulor efter maten. Tyko vill véldigt gédrna ha lika manga roda som grona kulor. Tyko
tar fyra kulor ur asken pa ett slumpméssigt sédtt. Berdkna sannolikheten att Tykos 6nskan gar i
uppfyllelse om asken innehaller sex grona och fyra roda kulor.

A: 0.071
B: 0.296
C: 0.375
D: 0.429
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Uppgift 2
De diskreta stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen
pxy (T, ) ‘ r=1 =2

y=1 01 06
y =2 0.1 02

Saledes antar X vérdena 1 och 2, medan Y antar virdena 1 och 2.

Berékna variansen V(Y — X).

A: 0.05
B: 0.19
C: 0.37
D: 0.45
Uppgift 3
Lat X1, Xo, ..., Xy9 vara oberoende stokastiska variabler som &r Ezp(1) fordelade. Antag vidare

att X = X7 + Xo + ... + Xy9. Berdkna den approximativa sannolikheten P(X > 50).
A: 0.159
B: 0.444
C: 0.556

D: 0.841

Uppgift 4

For manga sjukdomar géller att diagnosen inte alltid &r séker. Dels kan en person med sjukdomen
bli friskforklarad, dels kan en frisk person fa diagnosen sjuk. Antag att en godtycklig person har
en viss sjukdom med sannolikhet 0.07. Antag vidare att diagnosmetoden ger rétt resultat givet att
personen ar frisk med sannolikhet 0.72, och réitt resultat givet att personen ar sjuk med sannolikhet
0.88. Hur stor &r sannolikheten for att diagnosen blir korrekt?

A: 0.2688
B: 0.6696
C: 0.7312
D: 0.8688



forts tentamen i SF1910/SF1925/SF1917/SF1919 2026-01-08 3

Uppgift 5

De oberoende stokastiska variablerna X och Y dr bada sadana att de ér for-forsta-gangen-fordelade
med p = ¢, dvs. X € ffg(g) och Y € ffg(5). Lat Z = min(X,Y) (dvs. Z &r det minsta viirdet av
X och Y). Bestam P (Z < 4).

A: 0.18
B: 0.33
C: 0.67
D: 0.82

Uppgift 6

Vi har tva oberoende stokastiska variabler X och Y sadana att X € Po(1) och Y € Po(2). Bestdm
P(X+Y =3)

A: 0.119
B: 0.224
C: 0.353

D: 0.423

Uppgift 7

Lat X;, i = 1,2, 3 vara oberoende stokastiska variabler med véntevéarde p och standardavvikelse o.
Antag att p skattas med pf, . = (x1 + 22 + 223)/4 och o skattas med stickprovsstandardavvikelsen
s. Lat utfallen pa X; vara x; = 5, 9 = 9 och x3 = 7. Bestdm medelfelet for skattningen av p.

A: 0.866
B: 1.22
C: 2.00
D: 2.45
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Uppgift 8

Begreppet intelligens ar operationellt definierat som resultatet av ett intelligenstest. For enkelhets
skull antar vi att resultaten &r oberoende och normalférdelade med samma standardavvikelse for
alla individer i alla test. Man 6nskar undersoka om vana vid intelligenstest medfor en forandring
av testpodngen. For att prova detta dras ett stickprov om 7 individer, vilka tidigare ej genomgatt
test. Dessa far genomga prov pa 6 test vardera, och nedan anges resultat pa forsta och sista testet:

Individ nr |1 2 3 4 5 6 7
Forsta testet | 108 142 121 138 112 102 91
Sista testet 106 146 122 140 117 104 94

Vi kan anta att resultaten fran det forsta testet kommer fran en normalférdelning N (p;,01) och
att resultaten fran det sista testet kommer fran en normalférdelning N(u; + A, 09). Bilda ett
tvasidigt konfidensintervall fér A med konfidensgrad 95% och ange évre gransen.

A: 3.81
B: 4.00
C: 4.24
D: 5.36

Uppgift 9

Lat X; € Bin(n,p) och Xy € Bin(n,10p) vara tva oberoende stokastiska variabler. Parametern p
ar okdnd( och kan antas véldigt liten). Vi betraktar tva punktskattningar av p : p%,. och peps som
ges av stickprovsvariablerna

X X Xo— X
px = 1—11 + 1—12 respektive p = %
Vilket pastaende &r sant?

A: pf. ar den effektivaste skattningen av p.
B: pops dr den effektivaste skattningen av p.
C: Bégge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som ér effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.

Uppgift 10

Lat X vara en Poissonfordelad stokastisk variabel med véntevéirde p. Med fem utfall pa X far
man T = 16. Ange nedre grénsen till det ensidigt nedat begrédnsade konfidensintervallet fér © med
den approximativa konfidensgraden 95%.

A: 12.49
B: 13.06
C: 14.43
D: 14.68
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Uppgift 11

Vi antar att X € Exp(\) och testar nollhypotesen Hy : A = 0.3 mot mothypotesen H; : A = 0.2
och far utfallet z = 9.

A: Vi far p-vardet 0.067 och kan darfor forkasta Hy : A = 0.3 pa risknivan 5%
B: Vi far p-virdet 0.067 och kan dérfor inte férkasta Hy : A = 0.3 pa risknivan 5%
C: Vi far p-virdet 0.165 och kan dérfor forkasta Hy : A = 0.3 pa risknivan 5%

D: Vi far p-vardet 0.165 och kan déarfor inte forkasta Hy : A = 0.3 pa risknivan 5%

Uppgift 12
a-5¢
. ZoFT om xr Z 5
Jx(@) = { 0 annars.

dér a > 0
Bestdm Maximum-Likelihood-skattningen for a givet stickprovet
x1 = 5.65,29 = 7.20 ;x5 = 6.10,24 = 9.20, x5 = 5.34

A: 0.56

B: 1.6

C: 3.7
D: 17.1

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Lat X vara antalet ensamma som checkar in pa ett stort hotell under tiden ¢ och lat Y vara antalet

par som checkar in pa samma hotell under tiden ¢. Tiden anges i minuter.
Lat X € Po(AMt) och Y € Po(Agt) dar A\; =2 och Ay = 1. X och Y antas vara oberoende.

a) Beridkna sannolikheten att det under ett tidsintervall av langd 1 minut anldnder precis fyra

personer. (5 p)

b) Berdkna med vilmotiverad approximation sannolikheten att minst 250 personer anlédnder under

en timme. (5 p)
Uppgift 14

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y’) har tdthetsfunktionen

9—6x—6y+4zy om 0 S T,y S 1

Pl ={ g

annars.

ot
=

a) Ar X och Y oberoende? Svaret skall givetvis motiveras. (

b) Bestdim P(X +Y < 1) (

ot
=

Uppgift 15

Vid ett forsok att odla blommor av en viss typ erholls 120 rosa med grona stift, 48 rosa med réda
stift, 36 roda med grona stift och 13 réda med réda stift. Enligt botanisk teori skulle proportionerna
vara 9 : 3 : 3 : 1. Kan denna hypotes forkastas pa risknivan 1% utifran ovanstaende métdata. Ange
dina hypoteser noga och motivera din slutsats. (10 p)

Uppgift 16

En stokastisk variabel &r normalférdelad med véntevérde p och standardavvikelse o = 3. Nollhypo-
tesen p = 10 ska testas med hjélp av ett slumpmaéssigt stickprov om 16 observationer. Beslutsregeln
ar foljande: forkasta nollhypotesen om |}, — 10| > 1.23 dér pf,, = 7.

a) Vilken signifikansniva har detta test? (4 p)

b) Bestam styrkan hos detta test om p = 11. (6 p)

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. B
11. B

12. C
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

Lat X sta for antal grona marmeladkulor vid urvalet. Eftersom Tyko dter upp kulorna drar vi
kulorna utan aterlaggning. Om Tyko far tva grona kulor nér han tar ut fyra kulor, sa maste han
fa tva grona och tva roda vilket dr vad han onskar.

P(X =2) = (2<)1§)2) = 62'125 = % = 0.429

4

Uppgift 2

Bilda forst den stokastiska variabeln Z =Y — X
Da fas sannolikhetsfunktionen pz(—1) = 0.6, pz(0) = 0.3, pz(1) = 0.1
V(Z)=E(Z?) - E*(Z)

E(Z) = kpz(k) =—1pz(—=1)+ 0 pz(0) + 1 pz(1) =—1-06+0-03+1-0.1 = —0.5
=1

E(Z%) = Kpz(k) =1-pz(—=1)+0-pz(0) +1-pz(1) =1-06+0-03+1-0.1=0.7
=1

Saledes blir V(Z) = 0.7 — (—0.5)* = 0.45

Uppgift 3

Eftersom X;:na dr manga, oberoende och likaférdelade anvénder vi oss av Centrala Grénsvérdessatsen
enligt §5 1 F.S.

49
X = Z X; dr da approximativt N(nu,o/n)
i=1
§4 1 F.S. ger med A\ = 1 att =1 och att 0 = 1. Vi har nu att X &r approximativt N (49, 7).

X —49 50 —49 1
—— > ) = 1-B(2) & B(0.14) & 1-0.556 ~ 0.444

P(X > 50) = [Gor om till N(0,1)] = P(

Uppgift 4

Infér hénelserna R = rétt resultat, F'= frisk, S = sjuk.
Vi anvéander oss av lagen om total snnolikhet.

P(R) = P(R|S)P(S) + P(R|F)P(F) = 0.88 - 0.07 + 0.72 - 0.93 = 0.7312
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Uppgift 5

P(Z <4) = Pmin(X,Y) <4) =1 — Pmin(X,Y)>4) =1 - P(X >4NY > 4)
= [X och Y &r oberoende] =1 — P(X > 4)P(Y > 4)

P(X>4)=1-P(X <3)=1-(px(1) +px(2) +px(3)) =1—(p+p(l —p) +p(1 —p)*) =

—1- (i

(e[

1 5\2\ __ 91 _ 125
+5 ()N =1—25=12%

=
=

Detta ger att P(Z < 4) = P(min(X,Y) <4) =1— (32)? = 0.67

Uppgift 6
X € Po(1),Y € Po(2), X och Y &r oberoende.= Z = X +Y € Po(3)

Anvindning av tab 5 = P(Z =3) = P(Z < 3) — P(Z <2) =0.64723 — 0.42319 ~ 0.224

Uppgift 7

Vi = v

(V(X1) + V(X3) +4V(X3))

X, + Xs + 2X3>
4

[S—
>—t®||—

= — (02 +o%+ 402)
Alltsa blir

Vi uppskattar o med s, sa att d (u,,) = \/gs.

Di @, = 3,45 = 5 och o3 = 7 blir 3.0 (2, —7)° = 2% + 22 = 222 Eftersom n = 3 blir
§2 =327 (2, —T)* /2 = 22 och saledes s = 2. Alltsa blir

. 3 3 3
d(uobs):\/gSZ\/;Q:\/;:mz
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Uppgift 8

Hér har vi parvisa jamforelser. Bilda differenser z; inom individer (sista—forsta).
Nya data. —2, 4, 1, 2, 5, 2, 3
som #r utfall av Z; dir Z;ma oberoende och N(A,0). z = 2(—2+4+1+2+542+3) = 15/7 ~ 2.143,

s2===((-2)? + -+ + 32— 15?/7) ~ 5.14 som ger s, ~ 2.27.

Ett 95 % konfidensintervall for A blir

2.2
N 2.143 £2.45 - —7 =2.143 £2.10

V7 V7

]A =ZzZ+ t0.025(7 — 1)

Alltsa blir 6vre gréansen 4.24.

Uppgift 9
_X1+X2 . X=X
PPE T 2P T T
X1 X 1 np + 10np
Epx)=E(—=+"2)=(BEX)+EXy)— = ——" =
R X, — X 10np — np
E(p) = E( 29 -) = g = W#D
Saledes ar ingen av skattningarna vantevardesriktig.
Uppgift 10
Hér anvénder vi oss av §12.3.:Jp = 0;,. &+ D7, A, men eftersom intervallet &r ensidigt nedat be-

grénsat blir nedre grénsen 0%,. — DX, A,.
[vart fall ar 03, = 113, = @ och Dy = Dy, (0%) = Dy, (1) = Dy (X).

V(X) = = [oberoende] = _ _

V(X)+ ...+ Xs) VX) +..+V(Xs) V(X)) u
5

5 52 5
Alltsa blir
Dst = @ = \/E
V 5 5
Nedre grénsen blir da
T 16
7 — % Nogs = 16 — /= - 1.6449 = 13.06

Uppgift 11

Definitionen av P-vérde ar P(forkasta Hy) om Hy sann och om vi har fatt ett visst virde pa
testvariabeln vilket dr P(fa det observerade virdet eller nagot extremare varde |Hy sann).
Vi forkastar alltsa Hy till forman for Hy for avvikande hoga virden pa utfallet av X i vart fall.

= P(X >9) om X € Exp(0.3) = / 0.3¢ "% dr = e %% = 0.0675
9
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p-vérdet ar alltsa lika med 0.067 som &r storre &n 0.05. Alltsa kan vi inte forkasta nollhypotesen
pa risknivan 5%.

Uppgift 12
Vi ska bestamma Maximum-Likelihood-skattningen fér a givet stickprovet

21 = 5.65,59 = 7.20 73 = 6.10,7, = 9.20, 75 = 5.34

Se §9.1. Vi har i vart fall

a-5* a-5% «a-h” a’ - 5%
L(a) = fx,(21) fx, (22) fxs fx, (04) fx; (05) = $?+1 ’ mgﬂ l,gc-&-l = (21 - Tg...75) ]

vilket ger
InL(a) =5Ina+balnb — (a+ 1) In(z - z9...25)
Saledes far vi

dInL
n—(oz) — i +5In5 —In (2 - z5...x5)
do «

dInL °
I;—@ = 0 ger ML-skattningen o, =
a

3.7

In(zq - x9...x5) —5Inb -
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

a) Fyra personer kan anlinda enligt tre olika mojligheter: 4 ensamma personer men inget par, 2
ensamma personer och ett par samt 0 ensamma personer och 2 par. Lat X vara antalet ensamma
anlanda personer Y vara antalet par. Vi far da att

PUX =4Y =0l U{X =2Y =1} U{X =0,Y = 2})
=P(X=4Y=0)+P(X=2Y=1)+P(X =0,V =2)
= P(X =4)P(Y =0) + P(X =2)P(Y =1)+ P(X = 0)P(Y =2)
2t 10 2l 1t 20 12 19

_ - -2= - I G
e o te e nte g g ~0be

b) Lat nu X vara antalet ensamma personer som kommer under en timme och Y antalet par. Totala
antalet personer som kommer under timme ar da X + 2Y. Bade X och Y &r Poissonfordelade,
X €Po(60-2) och Y €Po(60 - 1). Eftersom vintevirdena &r storre dn 15 ar X ~N(120, 1/120) och
Y ~N(60,/60) och siledes X 4 2Y aN(120 4 2 - 60, /120 + 22 - 60)= N(240,/360). hirav far vi

250 — 240

P(X +2Y > 250) ~ 1 — &
- /360

) =1 — ©(0.527)~ 0.30
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Uppgift 14

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y") har tdthetsfunktionen

9—6z—6y+dzy om 0<z,y<l1

fX,Y(x7y) = { 6

annars.

a) X och Y &r oberoende < fx(z)fy(y) = fxy(z,y)

> . Y9 — 62— 6y + 4z
fX(I):/ fX,Y(vaJ)dy: [1 vart fall]:/ 4y ydy:

0

B [9y—6my—3y2+2my2]1_9—6x—3—|—2m_6—4x
. -

0 4 4
Pa samma sétt fas p.g.a. symmetriskal att

6—4x 6—4y 36— 24x — 24y + 162y 9 — 6x — 6y + 4xy
4 4 16 B 4

Alltsa ar X och Y &r oberoende.
b)

L=y 9 6 — 6y +4 1792 — 322 -6 a2tV
P(X+Y<1):// x 4y+ Iydxdy:/ l:c x 4yx+ yx] dy =
0 0 0 0

= fx(2)fy(y) = = fxy(z,y)

/1 91 —y) —3(1 —y)* = 6y(1 —y) +2y(1 —y)* |
; 4

_/19—9y—3—|—6y—3y2—6y+6y2—|—2y—4y2+2y3dy_/16—7y—y2+2y3dy_
— - y -
0

[e=]
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Uppgift 15

Vi har n = 217 observationer pa multinomialférdelningen med fyra celler.

Hypoteser:

HO;P(Al):l_G’ P(A2>:Ev P(A?’):Ev P(A4)=1—6.

Hy: Hy ej sann.
Signifikansniva: a = 0.01.

Testvariabel: Testvariabeln .

Qobs = Z (Ij — npj)2

n .
=1 Pj

ar approximativt y*-fordelad med (r — 1) frihetsgrader. Eftersom r = 4 har vi (r — 1) = 3
frihetsgrader. I formelsamlingen hittar vi x2,, (3) = 11.3.

Beslutsregel: H forkastas om ) > 11.3.

Resultat: y?-metoden kan anviindas, ty for np, = 217 x %6 = 13.5627 > 5 och alla 6vriga np;
ar storre. Ett sidtt att utviardera nollhypotesen ar att gora en tabell 6ver de forvantade
frekvenserna och de observerade i varje cell:

Magenta/Gron  Magenta/Rod R6d/Gron Ro6d/Rod
np; 217 =1221 217 =407 2174 =407 2174 =13.6
i 120 48 36 13

Vi ser att de magentafargade med roda stift var fler &n forvantat, sa att vi har en avvikelse
i den cellen. I 6vriga celler ar avvikelserna mycket sma.

Testvariabeln blir

o = Y o)

= P

(120 — 122.1)* (48— 40.7)°
122.1 40.7

(36 —40.7) (13 — 13.6)?

40.7 * 13.6
= 0.03611794 + 1.309337 + 0.5427518 + 0.02647059

= 1.914677 < 11.3

Slutsats: H, forkastas ej pa 1% signifikansniva. Det dr mojligt att den botaniska teorin ar korrekt.
Vart experiment har inte lyckats motbevisa teorin.
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Uppgift 16
a) Fran beslutsregeln ser man att Hy : p = 10 forkastas om iy, = Tops < 8.77 eller om Zpps > 11.23.
Da far vi
Testets niva = P (H, forkastas| Hy &r sann) =

P({X <877} U{X > 11.23}) = P (X < 8.77)+P (X > 11.23) = |standardisera X med p = 10| =
8.77—,1;) (11-23—u) (8.77—10) (11.23—10)
—p (Y (2T (2T (2
( 3/V16 3/V/16 3/V/16 3/V/16
1.23 1.23
=1-® | — 1—-d | — ) =
Gra) +1-2(57)
2. (1— ®(1.64)) = [tabell| = 0.101.
b) Testets styrka i g = 11 beréknas enligt

h(11) = P (H, forkastas|p = 11 &r det rétta parameters virdet) =

P({X <877} U{X >11.23}) = P (X <8.77)+P (X > 11.23) = [standardisera X med u = 11| =
8.77—u) (11.23—u) <8.77—11> (11.23—11)
=0 (= | +1-0( =" )= ———— |+ - ———F—— ) =
( 3/v/16 3/v16 3/V/16 3/V/16

2.23 0.23
=1—-—d | — 1—-d | — | =
(3/4) " (3/4)
2 — ®(2.97) — ©(0.31) = [tabell] = 0.3798.



