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TENTAMEN I SF1910,SF1925/SF1917,SF1919
TILLAMPAD STATISTIK/SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK
TISDAG 7 APRIL 2026 KL 08.00-13.00.

Kursledare: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirédknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 poéng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som #r godkédnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan
far tillgodorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”"Bonus”). Gransen for godként
ar 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II kréavs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
ldtta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Lat A och B vara tva oberoende héndelser. Féljande sannolikheter &r kénda
P(AUB)=0.92, P(AuUB*)=0.88, P(A*"UB)=0.68.
Bestam P(AN B).
A: 0.36
B: 0.48
C: 0.52
D: 0.64
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har fordelningsfunktionenfunktionen

0, x < —=bH
Fx(z)=4¢ %2 om —5 <z <5
1, r>5
Y = X2
Berdkna P(Y < 4).
A: 0.16
B: 0.20
C: 0.32
D: 0.40
Uppgift 3

Antag att Xq,..., X, utgor ett stickprov. X; € N(3,0). 0 = 4.
Bestim a sa att P(|X — 3| > a) = 0.05.

A: 1.65

B: 1.96

C: 3.29
D: 3.92

Uppgift 4

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

peo = {0
Berékna variansen V' (X).
A: 0.02
B: 0.04
C: 0.08

D: 0.16
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Uppgift 5

De oberoende stokastiska variablerna X och Y dr sadana att px(1) =

, och px(2) = %, samt
py (1) = # och py(2) = 2. Den stokastiska variabeln Z = X + Y.

1
3

Berékna variansen V(7).

A: 0.16
B: 0.25
C: 0.36
D: 0.49

Uppgift 6

De stokastiska variablerna X och Y har standardavvikelserna D(X) = 8 och D(Y) = 6. De é&r
beroende pa sa sétt att kovariansen &r C'(X,Y) = 30.

Berékna standardavvikelsen D(2X —3Y + 7).

A: 14.8
B: 22.8
C: 23.6
D: 30.7

Uppgift 7
Antag att X &r fordelat enligt Exp(#) medan Y ar fordelat enligt Exp(26).

Berdkna Minsta-Kvadrat-skattningen for 6 givet x = 2 och y = 4.

A: 0.15
B: 0.20
C: 5.0

D: 6.8
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Uppgift 8

Lat z = 237.0, y = 108.0, s, = 9.2, s, = 12.6, n, = 5 och n, = 5 vara givet och antag att
X; € N(pg,0) ochY; € N(pu,,0) samt att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende. Ange 6vre
gransen for det 99%-iga dubbelsidiga konfidensintervallet I,,, _,, for p, — fi,.

A: 146.19
B: 148.35
C: 152.44
D: 159.70

Uppgift 9

Lat X vara fordelad enligt Bin(177,p) och antag att vi observerar x = 95. Ange nedre grinsen
for det ensidiga konfidensintervallet for p om den approximativa konfidensgraden ér 95% och vi
skattar p med p},, = z/177.

A: 0.446
B: 0.463
C: 0.475

D: 0.489

Uppgift 10

Vi antar att X € Po(u) och testar nollhypotesen Hy : 1 = 10 mot mothypotesen H; : = 5 och
far utfallet x = 4. Vi forkastar H, till forman for H; om vi far att < 6.

Berékna styrkan hos testet.

A: 0.03
B: 0.13
C: 0.44

D: 0.76
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Uppgift 11

I en marknadsundersokning ville man jamfora olika kundgruppers preferenser fér tva konkurreran-
de produkter A och B. 100 testpersoner i aldersintervallet 18-30 ar fick prova de tva produkterna
och avgora om de foredrog produkt A eller produkt B eller ifall de inte ansag att det férelag nagon
skillnad mellan produkterna. Resultaten sammanfattas av tabellen

Foredrar A Foredrar B Ingen skillnad
Aldersgrupp 18-30 ar | 23 47 30 | Totalt: 100

Samma undersckning gjordes pa 50 personer i aldersintervallet 30-65 ar. Resultaten sammanfattas
av tabellen

Foredrar A Foredrar B Ingen skillnad
Aldersgrupp 30-65 ér | 16 13 21 | Totalt: 50

Vi berdknar teststorheten ) och far () = 6.1

A: Skillnaden mellan de tva aldersgruppernas produktval i detta fall dr varken signifikant pa
risknivan 1% eller risknivan 5%.

B: Skillnaden mellan de tva aldersgruppernas produktval i detta fall &r signifikant bade pa
risknivan 1% och risknivan 5%.

C: Skillnaden mellan de tva aldersgruppernas produktval i detta fall 4r signifikant pa risknivan
1%, men inte pa risknivan 5%.

D: Skillnaden mellan de tva aldersgruppernas produktval i detta fall ar signifikant pa risknivan
5%, men inte pa risknivan 1%.
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Uppgift 12

I en studie presenteras sambandet mellan tryckhallfasthet x och permeabilitet y for olika bland-
ningar av betong.
En sammanfattning av dessa data, som omfattar n = 14 par (z;,y;) av observationer, r

>ty Y = 572 Soit1 yf = 23530

S =43 S a? =157.42

i=1"1
14 _

Vi antar att (z1,41),...,(%14, y14) ar relaterade till varandra enligt en linjér regressionsmodell dvs.
som utfall av (z1,Y1),...,(x14, Y14), dér varje Y; dr normalfordelad N(« + fBz;, 0).

Skatta regressionslinjen och anvind sedan den skattade regressionslinjen for att skatta den forvintade
permeabiliteten y nér tryckhallfastheten x = 4.3.

A: skattningen av y ar ca 38
B: skattningen av y dr ca 48
C: skattningen av y &r ca 58

D: skattningen av y ir ca 68
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Del 11

Uppgift 13

Vid en tillverkningsprocess kontrolleras de tillverkade enheterna i en datorstyrd sensor. Harvid
klassificeras defekta enheter som defekta med sannolikheten 0.9 och som korrekta med sanno-
likheten 0.1. Vidare klassificeras korrekta enheter som korrekta med sannolikheten 0.85 och som
defekta med sannolikheten 0.15. Vad dr den betingade sannolikheten att en enhet dr defekt givet
att den klassificerats som defekt, om processens felsannolikhet &r 0.17 (10 p)

Uppgift 14

a) En tjuv som tar ditt bankomatkort forsoker att knécka koden. Koden bestar av fyra siffror. Efter
tre misslyckade forsok sa tar bankomaten hand om kortet. Tjuven viéljer kod helt slumpmaéssigt,
dock inte samma kod tva ganger pa ett och samma kort. Berikna sannolikheten att tjuven knécker
koden innan kortet forsvinner in i bankomaten efter tre forsok. (4 p)

b) Antag att det av olika tjuvar stjils 10000 bankomatkort under ett ar. For varje kort sa gors
det forsok, att pa samma sidtt som ovan, att knécka koden. Tjuvarna utbyter inte information
sinsemellan om vilka koder som de har anvint for att forsoka knéicka koden pa “deras” kort.
Vad ér sannolikheten att koden knécks pa tre eller flera kort? Vilmotiverad approximation far
anvéndas. Om du inte har svarat pa a) sa far du anta att svaret dér skall vara 0.0001. (6 p)

Uppgift 15

Tva foretag, A och B, har telefon-"support”, och man ville uppskatta skillnaden i vantetid i tele-
fon innan man kommer fram till ”supporten” mellan de tva foretagen. Av 420 telefonsamtal till
foretag A blev genomsnittliga véintetiden 26.0 minuter, av 376 telefonsamtal till B blev genomsnitt-
liga viintetiden 31.6 minuter. Antag att bégge foretagen har exponentialférdelade véntetider, och
bestam ett approximativt konfidensintervall med konfidensgrad approximativt 95% for skillnaden
i véntevarden (av véntetiderna) pup — pa. Ange ocksa om nagon slutsats kan dras med approxi-
mativ felrisk 5% angaende vilket foretag som har den ldangsta forvantade vintetiden. Svaret skall
alltsa bade innehalla ett konfidensintervall och en sadan slutsats. (10 p)

Uppgift 16

Antag allmént att man har tva oberoende stickprov pa N(u, o) med lika manga, n, observationer
i bada. Vi antar hir att o ar ként. Bilda fran stickproven var sitt 95% konfidensintervall for
i. Vad &r sannolikheten att konfidensintervallen inte skir varandra, d.v.s inte har nagon punkt
gemensam? (10 p)

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. D
11. D

12. A
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Del I, Losningsforslag.
Uppgift 1

P(AUB) =092, P(AUB*) =088, P(A"UB)=0.68.
Bestdam P(AN B).

Vi borjar med att ta fram de tre kompleméntéra hdndelserna till de tre kénda.
Da far vi P(A* N B*) =0.08, P(A*N B) =0.12, P(AN B*) = 0.32.

P(A*) = P(A* N B*) + P(A* N B) = 0.08 + 0.12 = 0.20.
P(B*) = P(A* N B*) + P(AN B*) = 0.08 + 0.32 = 0.40.

Da far vi att P(AN B) = [ober] = P(A)P(B) =0.8-0.6 = 0.48

Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har fordelningsfunktionenfunktionen

0, r < —=H
Fx(z)=4¢ %22 om —5 <z <5
1, r>5

Y = X2,
P(Y <4)=P(X?<4)=P(-2< X <2) = P(X <2) — P(X < —2) = Fx(2) — Fx(-2) =

_10+2-2 1042-(-2) 14 6 04
20 20 20 ‘
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Uppgift 3

Antag att X1,..., X, utgor ett stickprov. X; € N(3,0). 0 = 4.
Bestdm a sa att P(|X — 3| > a) = 0.05.
Dvs. P(|X — 3| < a) = 0.95
P(|X -3|<a)=P(-a< X —-3<a)=PB—-a<X<3+a)=0.95
Dags att gora om till N(0,1)
%:%:2. Da far vi
3—a—3 - X -3 - 3+a—3)

2 2 2

E(X)=E(X)=3.D(X) =

P(

Nu har vi _
X -3
2

7 —

€ N(0,1)
Dvs.

—a a
P(— <Z<-)=095
(5 5)

Symmetri ger da att P(Z > §) = 0.025

Tabell 2 ger da att § = Ag25 = 1.96 = a = 3.92

Uppgift 4

For att berdkna variansen for X anvénder vi berdkningsformeln

V(X) = E(X?) - (B(X))’

B(X)= [ afx(z)de = [} 122° (1 —2)de = [12% — 122} =121 — 1) =2 =06

—_

B(X?) = [* 22fx(x)dr = [} 1224 (1 — z)de = [122 —122]0 = 12(L — L) =12 =4

V(X) = E(X?2) — E*(X) = 0.4—0.62 = 0.04
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Uppgift 5

Vi inleder med att bestdmma férdelningen for 7 = X 4+ Y. Vi anvinder faltningsformeln for
oberoende stokastiska variabler

pz (k) = Z px (1) py (J) -

it+j=k

Om man ténker efter inser man att k = 2,3, 4.

11 1
2 f— 1 1 S, —
pz (2) =px (1) py (1) 36 18
15 21 7
= 1 2 2 =z =4+--==—
p2(3) = px (Vpy () +px @py () = 52 +2 2 =
2 5 10
4) = 2 2)==-—-=—.
pz (4) = px (2) py (2) 36 18
For att berékna variansen fér Z anvander vi berdkningsformeln
V(2)=E(2%) - (E(2))
1 7 10 63 7
E(Z) = —9. LI I A
(2)= 2 kps(k) =2 g +3 - +4 5 =g =5

1 7 10 227
E(Z) =S Kp,(k)=22. — 4+32. _ 4 42. — —
(2%) = >_ K pz (k) TR TR T T
227 <7>2 o227 49 13

2 18 4 36

Déa 30 = 0.361 &r alltsa V (Z) = 0.36.

Uppgift 6

V(2X -3Y+7) = V(2X —3Y)
= 22.V(X)+(=3)*-V(Y)+2C(2X,-3Y)
4-V(X)+9-V(Y)+2-2-(=3)C(X,Y)
= 4-849-62+2-2-(=3)-30
= 220

Darmed blir

D(2X —3Y +7)=/V(2X —3Y +7) =220 = 14.8
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Uppgift 7
Antag att X ar fordelat enligt Fzp(f) medan Y ar fordelat enligt Exp(20).

Beridkna Minsta-Kvadrat-skattningen for 6 givet x = 2 och y = 4.
De bada stokastiska Variablerna har olika varians, sa hiar anvander vi oss av formeln

Q:Q(017627” sz Ty — [y (017627"'79 ))2 dér U)lzl/o-l2

Enligt §4 i F.S fas om X E Fxp(af) att E(X) D(X)=%
ochom Y € Exp(bf) att E(Y) = D(Y) =
Detta leder till att

b9

1 1 1 2z 1 2y
= (ah)*(x — =)* 4+ (b0)* (y — =) = (ab —_— = = b0 () + — — =
Q = (@0 — 20 + (0 — 15)° = (@0 + oy — o) + (W) + s — o)
Dvs
Q = a*0*2? + 1 — 2zab + b?0%y* + 1 — 2ybh

d

dcg—ZaQQx — 2xa + 2b*0y* — 2yb =0
Detta ger

. ar + by 1-242-4 10

ObSIMK = (1/2:1:2—_|_b2y2 == [1 Vért fa].l] — m = @ — 015

Uppgift 8

Lat z = 237.0, y = 108.0, s, = 9.2, s, = 12.6, n, = 5 och n, = 5 vara givet och antag att
X; € N(ptz,0) och Y; € N(py,0) samt att alla dessa stokastiska variabler dr oberoende. Ange dvre
gransen for det 99%-iga dubbelsidiga konfidensintervallet 1,,, _,, for j, — fi,.

Ett tvasidigt konfidensintervall for skillnaden mellan tva stickprovs vénteviarden dér vi antar att
stickproven har samma okénda varians fas m.h.a. §12.2 och § 11.2 till

_ 1 1
Liy—y, =T —y=£s- n—+n—~t%(nx+ny—2)
z y

g me—D-sitmy—1)-s; (5-1)-9224(6-1)-126"° ., .

dar

Intervallet 1,,,_,, ) nu skrivas

1 [121.7 -2
Ly, =237 — 108 = V121.7 - + 5 t0.005(8) = 129 + — 3.36 =129 £ 23.44

Viket ger att 6vre gréansen blir 152.44.
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Uppgift 9
X € Bin(n,p) = Bin(177,p) Vi far da konfidensintervallets nedre grins till

. * L (1—pt 95 B.(1-2
[p = Pl — \/pobs (n pobs> . )\a — ﬁ _ 177 (177 177) . )\0.05 _
95 =(1- )
= — /AL~ 10T 01,6449 = 0.475
177 177
Uppgift 10

Styrkan hos testet &r sannolikheten att forkasta Hy om H; ér sann = P(X < 6) om X € Po(5).
Tab 5 ger da svaret 0.76.

Uppgift 11

Homogenitetstest. Nollhypotesen &r att det inte &r nagon skillnad i preferenser mellan de tva
aldersgrupperna. Vi forkastar nollhypotesen for stora vérden pa ). som om nollhypotesen ar sann
ar ett utfall fran en (approximativt) x?((3 — 1)(2 — 1)) = x*(2)-fordelad stokastisk variabel.

X6.05(2) =5.99 < Q =6.1 < x,(2) =9.21

Alltsa ar skillnaden signifikant pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%. Alltsa ar D rétt
svarsalternativ.

Uppgift 12
Vi far £ = 43/14 samt y = 572/14. Vidare ar (med beteckningar fran formelsamlingen)

14

- fo — 14(7)* = 157.42 — 14 - (43/14)* = 25.3486
1
14

Sey = Y iy — 1427 = 1697.80 — 14 - (43/14) - (572/14) = —59.0571
1
14
Syy = Yy — 14(y)* = 23530 — 14 - (572/14)* = 159.7143
1
Detta ger

Bis = Suy/Sae = —2.3298, oy, = § — BT = 572/14 — (—2.3298) - (43/14) = 48.0130.

Skattad linje ar alltsa y = 48.0130 — 2.3298z.

Vi skattar med o, — 875,.4.3 = 48.0130 — 2.3298 - 4.3 = 37.9949 ~ 38.

obs
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Infor foljande beteckningar: K = en enhet &r korrekt; D = en enhet &r defekt; K = en enhet
klassificeras som korrekt; D = en enhet klassificeras som defekt. Enligt uppgiften vet vi att

P(D)=0.1, P(D|D)=09, P(K|D)=0.1o0ch P(K|K)=085 P(D|K)=0.15.

Vi séker den betingade sannolikheten for att en enhet dr defekt givet att den klassificerats som
defekt, d.v.s. med beteckningarna ovan, P(D | D). For att bestimma denna sannolikhet utnyttjar
vi Bayes’ sats, som ger R
~ P(D|D)-P(D
P(D|D)= (D] 2\ (D)
P(D)

Enligt lagen om total sannolikhet fas
P(D)=P(D|D)-P(D)+PD|K)-P(K)=09-01+0.15- (1 —0.1) = 0.225,

ty P(K)=1— P(D). Detta ger

~ 0.9-0.1
P(D| D)= =04.
(D|D) =55 =04
Uppgift 14

a) Alla koder viljs med lika stor sannolikhet. Vi far da att

P({lyckas att knécka koden pa tre forssk}) =

1 — P({inte lyckas knéicka koden pa tre férsok}) =
9999 - 9998 - 9997 3
- = = 0.0003.
10000 - 9999 - 9998 10000

b) Léat den stokastiska variabeln X vara antalet koder som knécks. X #r da Bin(n,p)—fordelad
med n = 10000 och p = 0.0003. Eftersom 0.0003 < 0.1 sa kan vi anvénda approximationen
Bin(10000,0.0003) ~ Po(3). Detta ger da att

P(X >3) =1- P(X <2) = {tabell 8} ~ 0.5768,
eller
P(X>3)=1-P(X<2)=1-P(X=0)—-PX=1)—-P(X=2)

3203 17¢—3
_2C 2 12 05768,

3 -3
-3
‘ 2! 2

~1—e"

Om du har rdknat med p = 0.0001 sa ar X approximativt Po(l) —fordelad och du far pa samma
satt som ovan

P(X >3) =1- P(X <2) = {tabell} ~ 0.0803.



forts tentamen i SF1910/SF1917/SF1919/SF1925 2026-04-07 8

Uppgift 15

Lat X vara den stokastiska variabeln ”véntetid for foretag A” och B ”véntetid for foretag B”.
For exponentialférdelade variabler &ér standardavvikelse = véntevirde, sa enligt CGS (méng_a
observationer av likafordelade variabler) X approximativt N (g4, ra/v/420), och pa samma sitt Y

approximativt N (ug, pp/v/376). Alltsa dr Y — X approximativt N(,uB—pA, VA /420 + uZB/376>.

Eftersom p4 och pup kan skattas med r respektive y kan vi berdkna medelfelet for Y — X till
\/262/420 + 31.62/376 ~ 2.065. Vi har alltsd approximativt ¥ — X € N(up — pa,2.065). Ett
approximativt konfidensintervall for pup — 4 ar alltsa

UB — A = g e == )\0.025 -2.065 = 5.60 £ 4.05
Eftersom intervallet bara inehaller positiva tal drar vi slutsatsen att pug > pa.

Uppgift 16

Vi skall beriikna sannolikheten att intervallen X £1.960/1/n och Y +1.960/1/n inte skir varandra,
dir X = (X; + Xy + - + X,,)/n och motsvarande for Y. Eftersom X; och Y; ér oberoende och
alla N(p,0) dr bade X och Y normalférdelade N(u,o/y/n). Att intervallen inte skiir varandra
innebar att ett av intervallen ligger helt till vanster om det andra. Detta dr ekvivalent med att
X +1.960//n <Y —1.960/y/n eller Y +1.960/y/n < X —1.960/1/n. Sannolikheten for dessa tva
hiindelser &r pa grund av symmetrin lika. Nu dr hindelsen X +1.960//n < Y —1.960//n samma
som X —Y < —2-1.960/y/n. Dessutom ér X —Y € N(u — p, \/o2/n+ 02/n) =N(0,0+/2/n).
Det ger oss

P(X —Y < —2-1.960/y/n) = <1>(_2 : 1‘960/\/5) = &(—1.96V2) =

7\/2n

®(—2.7719) = 1 — B(2.7719) = 0.0028.

Sannolikheten att intervallen inte skar varandra blir saledes 2 - 0.0028 = 0.0056.



