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SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK MED TILLAMPNING INOM MASKININLARNING
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Kursledare: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del T bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast
svar anges i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen pa de uppgifter dar svarsalternativ
finns, annars skall svaret ges som ett numeriskt virde med minst tre vérdesiffrors noggrannhet!.
Svaren ska anges pa svarsblanketten (utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkénda pa kon-
trollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i
svarsblanketten anges da ordet ”"Bonus”). Studenter som #r godkdnda pa den andra datorlabora-
tionen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna uppgift (i svarsblanketten
anges da ordet "Bonus”). Dessa tillgodordknanden géller for den hér tentamen och vid omtenta-
men i augusti 2026. Gransen for godként dr 9 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
manst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen
far dessutom tre bonuspoéng pa del II. Dessa bonuspoéng géller for den hér tentamen och vid
omtentamen 1 augusti 2026.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Héndelserna A och B ar disjunkta och héndelserna A och C' &r oberoende.
P(A)=0.4, P(B)=0.3, P(C)=0.5 och P(B|C*) =0.2.
(C* &r komplementet till C'.)

Beriikna P(A*NB*NC).
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Uppgift 2

Lat fordelningsfunktionen for den stokastiska variabln X vara

0 om z < 0.

Fx(z) =< c-2* dir cér en konstant och 0 < x <2

1 om x> 2

Beriikna E(X?).
OBS! Svaret skall bli ett reellt tal, dvs ej som en funktion av c.

Uppgift 3

Vid ett stromavbrott i fritidshuset gar sommargésten till sin lada med batterier. I ladan ligger
5 batterier varav 3 inte fungerar. Sommargisten tar i morkret pa mafa ut tva batterier. Vad &r
sannolikheten att minst ett av dem fungerar?

A: ca 0.48
B: ca 0.60
C: ca 0.64

D: ca 0.70

Uppgift 4

I en produktionsprocess blir enheter felaktiga oberoende av varandra och alla med sannolikhet
0.007. Man tillverkar 1000 enheter. Berdkna sannolikheten att hogst 5 av dessa &r felaktiga. Anvand
tillaten approximation.

A: ca 0.22
B: ca 0.30
C: ca 0.35
D: ca 0.45
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Uppgift 5
X € Po(4) och Y € Po(2). X och Y &r oberoende. Z = min(X,Y).
Bestdam P(Z < 3).
A: ca 0.08
B: ca 0.37
C: ca 0.63
D: ca 0.92

Uppgift 6

X, Y och Z ar oberoende normalfordelade stokastiska variabler, E(X) =2, E(Y) = 1 och E(Z) =
0. Alla har varians 2. Berdkna P(4X —3Y > 57).

A: ca 0.52
B: ca 0.69
C: ca 0.80
D: ca 0.94

Uppgift 7

Vi har de tva oberoende véntevérdesriktiga skattningarna élobs och égobs som har standardavvikel-
serna D(6;) = 0.4 och D(6y) = 0.3.

Vi bildar 6 = 0.30;,,, +0.70,, och 85 =0.40;, +0.60s,. .
Vilket av nedanstaende pastaenden dr sant?

A: 07 ér den effektivaste skattningen av 6.
B: 03, dr den effektivaste skattningen av 6.
C: Bégge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som &r effektivast, eftersom minst en av dem
inte ar vintevardesriktig.
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Uppgift 8

I en veckotidning beskrivs en bantningskur som pastas ge en viktminskning av ungefir 7 kg pa 14
dagar. En grupp pa atta personer bestdmmer sig for att prova kuren. Deras vikter (i kg) fore och
efter genomgangen kur ges nedan:

Fore 108 83 82 103 98 100 90 85
Efter 110 8 78 101 91 99 90 82

Vikterna kan anses vara observationer av oberoende normalfordelade stokastiska variabler. Det ar
dock inte rimligt att anta att samtliga personer har samma forviantade vikt fore kuren, eller att
de har samma forvantade vikt efter kuren.

Ange undre griansen for ett tvasidigt konfidensintervall av grad 95% for den forvantade viktminsk-
ningen efter genomgangen kur.

A: ca-8.5
B: ca -6.6
C: ca 0.0

D: ca04

Uppgift 9

Antag att X € Bin(n,p). Vi gor n= 500 forsok och far = = 40.
Ange 6vre gréansen for det ensidigt uppat begriansade konfidensintervallet I, fér p da den approx-
imativa konfidensgraden &r 90%.

Uppgift 10

Antag att T € Exp(\). Vi vill testa Hy : A = 0.01 mot alternativet H; : A = 0.1. Vi forkastar H,
till forman for H; om vi far ett utfall ¢ < 30. Vi far en observation: ¢ = 15.
Bestdm P-vardet.

A: ca0.14
B: ca 0.24
C: ca 0.78

D: ca 0.95
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Uppgift 11

Vid en Folk- och Bostadsrékningen, som gjordes for c:a 25 ar sedan, hade en miljonpopulation av
individer klassificerats i fyra klasser A, B, C, D, vars relativa storlekar var 20%, 30%, 10%, 40%
respektive. 10 ar senare klassificerades ett slumpméssigt urval om 100 individer pa samma sétt.
Av dessa tillhorde 13, 37, 17, 33 i namnd ordning ovanstaende klasser.

Utfor ett test for att undersoka om proportionerna av klasserna i populationen hade fordndrats
under de 10 aren. Lat nollhypotesen H, vara "relativa storlekarna &r oféréndrade”.

Vilket pastaende stdmmer?

A: Hj kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 0.1%.
B: Hj kan forkastas pa bade risknivan 1% och risknivan 0.1%.

C: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 0.1%.
D

. Hj kan forkastas pa risknivan 0.1%, men inte pa risknivan 1%.

Uppgift 12

Berdkna minsta-kvadrat skattningen 67, av 6 da man erhallit
observationerna 0.15,0.40, 0.28, och 0.70 pa en stokastisk variabel med tédthetsfunktionen

-1 om0<z<1
fx(z) = {

0 annars

ca 0.28
ca 0.62

ca 1.61

S Q% =

ca 3.61

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Lisa har fem kort, av vilka ett dr rott pa bada sidorna, ett ar vitt pa bada sidorna och de tre
andra &r vita pa den ena sidan och roda pa den andra sidan. Pelle, en kompis till Lisa, drar ett av
korten pa mafa, de tittar tillsammans pa ena sidan och ser att den &r rod. Pelle satsar 300 kr pa
att den andra sidan ocksa ar rod och vill att Lisa skall satsa pa att den andra sidan ar vit. Lisa
antar utmaningen och satsar L kr. De tittar tillsammans pa den andra sidan och den som vinner
far hela banken, dvs 300 + L kr (vinsten hér dr da den andres insats).

(a) Vad ar sannolikheten att Pelle vinner respektive att Lisa vinner? (6 p)

(b) Bestdm L sadan att spelet ska bli réattvist, dvs sadan att den forvantade vinsten ar lika for
dom bada? (4 p)

Uppgift 14

Tva personer (oberoende av varandra) kastar varsin riattvisa sexsidiga térning tills de bada far en
6:a.

(a) Vad &r sannolikheten att dessa tva personer maste kasta térningen lika manga ganger? (4 p)

Ledning: > po g2 ==, om 0 < z < 1.

1—x’

(b) Vad &r sannolikheten att den ena personen maste kasta sin tdrning dubbelt sa manga ganger
som den andra personen? (4p)

(¢c) (Fortsdttning pa (a)) Antag att vi har m personer, m > 2. Sannolikheten att det maste
kastas lika manga ganger for samtliga dessa personer tills dom alla far en 6:a kan skrivas
pa formen 1/(k™ — (k — 1)™), dér k &r ett positivt heltal. Bestdm k och redogor for att det
stammer for m = 3. (2 p)

Uppgift 15

Antal telefonsamtal som kan goras samtidigt till en telefonist vid en véxelstation kan uppfattas
som en stokastisk variabel X med tathetsfunktionen

0 om z < 0.
fx(x) = a3e /8
634

Man kan visa att F(X) = 48 och E(X?) = 204% En fordelning av denna typ kallas ibland
for en Erlangfordelning. Antag att vi har n observationer zq,...,z, pa antal telefonsamtal till
oberoende telefonister. Dvs x4, ..., x, uppfattas som utfall av oberoende stokastiska variabler med
ovanstaende fordelning, dér 8 ar en positiv men i ovrigt okénd parameter. Harled ML-skattningen
B% . av B och bestdm sedan medelfelet for denna skattning om vi fatt utfallen z; = 4, x5 = 5,

obs
zs =1 och x4 = 10 (dvs utgaende fran dessa fyra obersvationer). (10 p)

om z > 0.

Var god vénd!
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Uppgift 16

Smaltpunkten for tva legeringar A och B méits med hjidlp av en termometer. Antag att mot-
svarande métningar dr oberoende och normalférdelade N(pa, 04) respektive N(ug, op), dar
o4 = 2.5 respektive o = 3.5 dr kdnda. Vi prévar nollhypotesen att sméltpunkterna samman-
faller (Hy : ta = pp) mot alternativhypotesen att de skiljer sig ifran varandra (Hy : pa # pg),
a = 0.05. Konfidensintervallsmetoden anvinds hér for att testa hypotesen Hy och det 95%-iga
konfidensintervallet for 4 — pup berdknas till:

Ly (0.95) = (T4 — Zp £ felmarginal) = (— 5.076, 0.256),

déir £4 = 179.21, T = 181.62. Bestdam testets styrka da puq = up + 5. (10 p)

Lycka till!
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Del I, Svar.

1. 0.1

2.2

8. C

9. 0.0955
10. A
11. C

12. B
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1
P(C)=P(CNA)+ P(CnNB)+ P(CNA*N B*) eftersom A och B ér disjunkta.

P(CNA)=PAP(C)=0.4-0.5=0.2 eftesom A och C dr oberoende.

0.2 = P(B|C*) = Pf(g*?*) = ]i(f;(g;) = P(BNC*)=05-02=0.1

Eftersom P(BNC*) + P(BNC) = P(B) = 0.3 sa giller att P(BNC) = 0.2

Nu har vi 0.5 =0.2+ 0.2+ P(C N A* N B*) vilket ger att P(CNA*N B*) =0.1

Uppgift 2
2 2 1
/ fx(x)dx =1 :>/ c-2rdr =[x’ =dc=1=c= 1
0 0
2 2 9 2,472
BE(X?) :/ x2~fX(:c)d:c:/ o dr = || =2
0 0 4 16 0
Uppgift 3
Héar har vi hypergeometrisk fordelning.
3\ (2 3\ (2
(1)(1) + (0)(2) _ 3-2+1-1 — 0.7
OO
2 2 21
Uppgift 4

Lat X vara antalet felaktiga enheter. Da &r X antalet ganger hidndelsen att felaktig enhet tillverkats
har uppkommit i 100 oberoende forsok och saledes &r X €Bin(1000,0.007). Vi kan inte anvénda
tabell 6 och déarfor approximerar vi. Sannolikheten p < 0.1 och Poissonapproximation &r tillaten,
X é&r approximativt Po(100 - 0.07)=Po(7). Vi erhaller P(X < 5) = 0.30071 i tabell 5.

Uppgift 5

P(min(X,Y)>3)=1— P(X > 3)P(Y > 3) =

P(Z <3)=P(min(X,Y)<3)=1-
< 3)) = [se tab 5] = 1 — (1 — 0.43347)(1 — 0.85712) = 0.92

1= (1= P(X <3))(1— P(Y

Uppgift 6
Vi har att P(4X — 3Y > 52Z) = P(5Z — 4X + 3Y < 0). Sitt U = 5Z — 4X + 3Y. Vi far att
E(5Z —4X+3Y)=5-0—4-243-1= —5 och V(U) = V(5Z — 4X +3Y) = 25V(Z) + 16V (X) +
9V (Y) =100, dvs D(Z) = 10 Alltsa far vi att U €N(-5,10) och
P(U<0)=a <°‘<‘5>> — ®(0.5) = 0.6915

10
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Uppgift 7

Vi har de tva oberoende véntevérdesriktiga skattningarna élobs och égobs som har standardavvikel-
serna D(6;) = 0.4 och D(6) = 0.3

Vi bildar 6f = 0.30;,,, +0.70,, och 65 = 0.40,, +0.60,,,

V(07) = V(0.30; +0.76,) = 0.3%- 0.4% + 0.72 - 0.3% = 0.0585
V(03) = V(0.40; + 0.605) = 0.4 - 0.42 4 0.6% - 0.3 = 0.0580

Alltsa ér 05 , den effektivaste skattningen av de tva.

Uppgift 8
a) Beteckna person nr. i:s vikt fore resp. efter genomgangen kur med x; resp. y;, for : = 1,...,8.
Vikterna &r observationer av stokastiska variabler Xi,..., Xg resp. Yi,...,Ys, och lampliga mo-

dellantaganden &ar att X; ~ N(m;,01) och Y; ~ N(m; — A, 03), for ¢ = 1,...,8, dar A &r den
forvintade viktminskningen, och alla parametrar &r okdnda (standardmodellen “stickprov i par”).
Bilda de parvisa differenserna Z; = X; — Y;, och motsvarande observerade virden z; = x; — y;, for

i=1,...,8. Daér Z; ~ N(A,o0,), dir 0, = y/0? + 03. De observerade virdena zy,. .., 23 ir
-2 3 4 2 7 1 0 3

Eftersom o, ar okédnt sa ar
Sz

NG

ett konfidensintervall for A av grad 1 — «. I vart fall géller

IA = Zj:ta/g(n— 1)

vilket ger
2.7124
V8

In =2.254+2.36- =2.25+2.26 = (—0.0132,4.51).

Uppgift 9

X € Bin(n,p) = Bin(500, p)
Vi far da konfidensintervallets 6vre gréns till

* * 40 40 40 40
. Pips - (1= D5y) 40 00 (1 — 500) 40 z00 (1 — 500)
Ay = 500 1\ 5000 ) o 2 500 °\" 500/ ) .1 9816 = 0.0955
b 0”5+\/ n 500 500 0.0 = =05 500

Uppgift 10

P-viardet = sannolikheten att forkasta Hy om Hj dr sann givet att vi fatt det utfall vi fatt eller
ett utfall som avviker &nnu mer mo H; fran det det “borde”vara enligt H,.
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Vi ska alltsa ta fram P(T < 15) om A = 0.01. P(T < 15) = [, fr(t)dt = [,°0.01e*0dt =

[_GO.OIt](l)S =1— 670.15 =0.14

Uppgift 11
Héar har vi test av given fordelning.
Q = (13 —20)%/20 + (37 — 30)?/30 + (17 — 10)?/10 + (33 — 40)?/40 = 490/48 = 10.2.

Om hypotesen Hy "relativa storlekarna dr ofériandrade” dr sann sa dr 10.2 observation av (ap-
proximativt) x?(3). Hypotesen forkastas for stora viirden pa Q. Ur tabell erhalls 10.2 < x3,,(3) =
11.3 < X2 401(3) = 16.3. varfor Hy varken kan forkastas pa risknivan 0.1% eller 1 %.

Uppgift 12
1 i 20+1 1 0
E X = . 6 . - d — 6 —
& /0:” v [9+1L 0+1
Kvadratsumman A
0 2
Q= ;(ﬂfi - m)
skall minimeras.
. 0 . (0+1)—0
/
=2 P :
@ ;<x 9+1) (6 +1)2
Q' = 0 nér Z?Zl T = 4%
MK-skattningen av 6 uppfyller da 9£ibi - = 1, vilket innebér att %, = Z=. Med siffror insatta
erhalls z = 0.3825 och alltsa 6%, = 0.6194.

obs
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Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13

(a) Lat hiandelserna A, B och C vara:

A = {ett kort med rott pa bada sidor},

B = {att fa upp en rod sida},

C' = {ett kort med vitt pa ena och rott pa den andra sidan}.

Da har vi

P(att Pelle vinner) = P(A|B) = 2555 — CHU0) — 2
och

P(att Lisa vinner) = P(C|B) = P(BJL%)BI)D(C) = (1/(?/'1(3)/5) =3.

(b) Fran (a), samt om Pelle satsar 300 kr och Lisa satsar L kr, sa dr den forvintade vinsten for
Pelle och Lisa lika med L (2/5) —300 (3/5) respektive 300 (3/5) — L (2/5). Dérmed, har vi foljande
ekvation:

L (2/5) — 300 (3/5) = 300 (3/5) — L (2/5),

ty den forviantade vinsten skall vara lika for dom bada, for att spelet ska bli rattvist. Losningen
till den ekvationen blir L = 450 (vilket &ven innebér att den forvéntade vinsten for dom bada
kommer att vara lika med noll da). Dvs Lisa ska satsa 450 kr.

Uppgift 14

Lat X; och X, vara tva oberoende stokastiska variabler som anger antal kast (inklusive) tills den
forsta 6:an dyker upp for det forsta respektive for den andra personen. Da vet vi:

X1 € ffglp) och Xye€ ffg(p),

dér p=1/6.

(a) Vi dr ute efter P(X; = X»). Vi har:

P{X, =k} n{Xy = k}) = |oberoendet| = i P(X;=kP(Xy=k)=

NE

P(Xl = XQ) =
k=1 k=1
=3 (1=p'p)* =p*> (1 — p)?)*" = |Ledning, ty 0 < (1 —1/6)* < 1| =
k=1 k=1
1 p? D 1/6 1
— 2 _ _ —p=1/6] = —L — — ~0.0909
PIa—p2  2p—p2 2-p p=1/6 2-1/6 11
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(b) Hér &r vi ute efter P(X; = 2X5) + P(2X; = X5). Vi har:

P(X; =2X5) =Y P({Xy =k} N {X; = 2k}) = |oberoendet| =
k=1

_ iP(Xz _ f: p) 21y = p? i )33t =
k=1

k=1 k=1

—p) > ((1=p)*)"" = |Ledning, ty 0 < (1 — 1/6)* < 1| =
pP’A-p) _ pl—p) Cp=1/6] = (1/6)-(5/6) 5

_ - = = ~0.0549
1—(I—pp® 3—3p+p? 3-3/6+1/36 01

Alltsa blir svaret
2 o _ 10—010989
91 91

(c) Inte sa svart att inse (fran (a)) att k = 6, dvs inse att (for m = 2)

1 1
k2 —(k—1)2 11’

for k = 6, tex man kan 18sa ekvationen k? — (k — 1)% = 11 for det.

Vu har nu {6r m = 3:
1 1

6 — 5% Ol
Lat oss visa att detta stammer. Lat X;, Xy och X3 vara tre oberoende stokastiska variabler som
anger antal kast (inklusive) tills den forsta 6:an dyker upp for det forsta respektive for den andra
respektive for den tredje personen. Vi soker P(X; = Xy = X3). Vi har:

P(X;=X,=X;3) = i PH{X, =k} n{Xy =k} n{X;3=Fk}) = |oberoendet| =

k=1
=3 (1= ) 9)’ = 31— 9 = [Ledning, ty 0 < (1 - 1/6)° < 1] =
k=1 k=1
1 1 1 1
3
(= (P (-1p 75 ol
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Uppgift 15

Forst ska vi ta fram ML-skattningen av parametern 5. Vi har

eller

Derivering ger

dinL(8) _ A o
Av 5= 0 fas

4n nT

X
6 52 /Bobs 4
Eftersom In L(3) — —oo da 8 — 0 (eller co) sa foljer att extremvérdet dr ett maximum och att

B = x/4 &r ML-skattningen av (.

obs

Nu ska vi bestdmma medelfelet d(8*) for 5*. Vi har for n observationer:

V(Xy1)
16n ’

V(E) = VX /) = oo n V(X =
dar
V(X)) = E(X?) — (B(Xy))? = |enl lydelse| = 208% — (45) = 45°.

Vi har darmed
V(Xy) 458 _ 5"

16n  16n 4n’

V(p") =
Darfor,
D) =V =\ =5

Slutligen, medelfelet d(5*) for g* &r som foljer:

S (D)) = (LY 2 P g gy o BA T
a7 = (D(ﬁ )>0b3_ (2ﬁ)obs_ 2v/n Bias = 2/4] = 2v/n  8/n
:|$1:4,x2:5,1‘3:1,x4:10|:%—3:0.3125

81 16
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Uppgift 16

Forst berdknar vi felmarginalen. Vi har:

0.256 — (=5.076) _, ..

felmarginal =

Vi skriver om vara noll- och mothypoteser (med tanke pa vad som efterfragas, dvs ps = up +5):
Ho: pa—pp =0

Hy: pa—pup=>5

Testets styrka nu da g4 = pup + 5 dr som foljer:

h(5) = P(forkasta Ho | Hy ér sann) = P(0 ¢ 1,,,-,,,(0.95) | s — pp = 5) =

=1—P(0€ I, (0.95) | pra — pup = 5) =
= 1—P(|XA—)_(B—O| < felmarginal | A — B :5) =
=1—P(|X4— Xp| < 2.666| pa—pp=>5) =

— — _ _ 0.2 0.2
=1—P |XA_XB’<2-666’XA—XBEN<5’ _A+_B) _
na np

I L felmarginal
:1—P<|XA—XB|<2.666‘XA—XBEN<5,%>>:
a/2

- L 2.666
— | = 0.05, Tabell 2| = 1—P<\XA—XB| < 2.666 ’ Xa—Xp€ N(5’ 1.96 >> B

1.96

2.666 — 5 —2.666 — 5
= [Sats 6.1] =1 - (‘I’<W) _@(W)> -
1.96 1.96

—1- (@(—1.72) - <I>(—5.64)> ~

_ _ _ _ 2.666
:1—P<—2666 < X4—Xp< 2666‘XA—XB€N<5,—)> =

~ |Tabell 1| ~ 1 — ®(—1.72) + 0.0 =
= ®(1.72) = |Tabell 1| = 0.9573 ~ 0.957

Dvs, testets styrka da us = up + 5 dr ca 95.7% .



