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TENTAMEN I SF1914/SF1915/SF1916 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAG 20 OKTOBER 2026 KL 8.00-13.00.

Kursledare SF1914/SF1915/SF1916: Bjorn-Olof Skytt, 0707 13 77 76

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast
svar anges, 1 form av val av ett av de mojliga svarsalternativen pa de uppgifter dér svarsalternativ
finns, annars skall svaret ges som ett numeriskt virde med minst fyra vardesiffrors noggrannhet.
Svaren ska anges pa svarsblanketten (utdelas vid tentamen). Studenter som &r godkidnda pa kon-
trollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i
svarsblanketten anges da ordet ”"Bonus”). Studenter som #r godkidnda pa den andra datorlabora-
tionen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna uppgift (i svarsblanketten
anges da ordet "Bonus”). Dessa tillgodordknanden géller for den hér tentamen och vid omtenta-
men i december 2026. Gransen for godkant dr 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II kréavs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen
far dessutom tre bonuspoéng pa del II. Dessa bonuspoéng géller for den hér tentamen och vid
omtentamen i december 2026.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Del 1

Uppgift 1

Vi drar 5 kort slumpméssigt utan aterlaggning fran en vanlig kortlek med 52 kort(dér det finns 4
kungar). Vad &r sannolikheten att vi far minst en kung?

A: ca 0.28
B: ca 0.34
C: ca 0.41
D: ca 0.72
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Uppgift 2

I en viss stad &r var nionde cykel en sportcykel och resten betecknas som vanliga cyklar. Sanno-
likheten att en sportcykel blir stulen under aret ar 4%, medan sannolikheten att en vanlig cykel
blir stulen under aret ér 2%.

Vad &r sannolikheten att en stulen cykel ar en sportcykel?

Uppgift 3

De diskreta stokastiska variablerna Y och Z har den simultana sannolikhetsfunktionen

pyiz(y,2) = yz/18,y = 1,2,3, 2z = 1,2. Saledes antar Z alltsa vérdena 1 eller 2, medan Y antar
véirdena 1, 2, eller 3.

Bestdam véntevirdet E(Y Z).

A: 3.00
B: 3.47
C: 3.67

D: 3.89

Uppgift 4

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler sadana att X € Exp(1) och Y € Exp(1).
Det géller vidare att den stokastiska variabeln Z = maz(X,Y).
Berékna P(Z < 1).

A: 0.14
B: 0.40
C: 0.60
D: 0.86

Uppgift 5

Lat den stokastiska variabeln X vara likformigt fordelad mellan 0 och 1. Dvs. X € U(0,1). Det
giller vidare att den stokastiska variabeln Y = X2,
Beriikna kovariansen C(X,Y).
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Uppgift 6

Sannolikheten att en viss typ av elektronisk komponent skall ha en livslingd som &r mindre &n
1000 timmar &r 0.25. Vad ar den approximativa sannolikheten att av 20000 slumpvis valda sadana
komponenter firre &n 4900 kommer att ha en livslingd som &r mindre &n 1000 timmar?

A: ca 0.005
B: ca 0.025
C: ca 0.05
D: ca 0.10

Uppgift 7

X och Y ar tva oberoende stokastiska variabler. X &r normalférdelad med véntevardet 2u och
standardavvikelsen 20. Y &r normalférdelad med vantevardet p och standardavvikelsen o.

. r+2y
Hops =

och
. Tty
Hobs = 3

ar tva skattningar av p. Vilket av de fyra foljande alternativen stammer?
A: Bada skattningarna é&r lika effektiva, dvs V(u*) = V (@).

B: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som é&r effektivast, eftersom minst en av skatt-
ningarna inte ar vintevérdesriktig.

C: by ar effektivare &n fiops

D: figps ar effektivare &n g’

Uppgift 8
En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

—, omx>1

Jx(z) = { 0, annars

Vi vet att a bara kan anta vérdena 1, 2, 3 eller 4.
Bestdam Maximum-Likelihoodskattningen av a da vi fatt observationerna z; = 1.19, x5 = 1.06,
och z3 = 2.16.

Al
B: 2
C: 3
D
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Uppgift 9

Ett foretag har under ett ar utfirdat 5000 fakturor. Man vill se om det foreligger en systematisk
skillnad mellan bokfort belopp och attesterat belopp. En revisor bérjar med att slumpvis plocka
ut 5 fakturor. Detta ger nedanstaende tabell.

Faktura 1 2 3 4 5
Bokfort belopp (kkr) | 300 | 720 | 520 | 200 | 127
Attesterat belopp (kkr) | 300 | 520 | 520 | 200 | 157

Bilda ett tvasidigt konfidensintervall med konfidensgraden 95% for skillnaden mellan véantevardet
for bokforda belopp och vantevirdet for attesterade belopp baserat pa tabellens data och ange
nedre griansen. Utga fran en modell baserad pa normalférdelningsantaganden.

A: —300.1
B: —82.5
C: —55.3
D: —48.1

Uppgift 10

Lat dataméngden 23, 42, 55, 69, 39 vara given. Varje data anses vara ett utfall av en stokastisk
variabel X, dar X;:na antas vara oberoende och Poissonfordelade med véntevirde p. D.v.s. varje
X; € Po(y). Eftersom X;ma &r Poissonfordelade skattar vi £(X;) = p med Z och D(X;) = /i
med /Z. Ange nedre grinsen fér det enkelsidigt nedat begréinsade konfidensintervallet 1, fér p
som har den approximativa konfidensgraden 95%.

A: ca 12.96
B: ca 32.36
C: ca 34.49

D: ca 40.63
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Uppgift 11

Antag att den stokastiska variabeln X &r For-forsta-gangen-fordelad med sannolikheten p. Dvs
X € ffg(p). Vistéller upp Hy : p = 0.1. Vi vill testa nollhypotesen Hy mot alternativet

Hy : p = 0.6 och forkastar Hy till forman for mothypotesen H; om observationen x < 4.

Bestam testets styrka.

A: 0.081
B: 0.271
C: 0.784
D: 0.936

Uppgift 12

Ett bibliotek forsoker fa bukt med sina problem med sent aterlamnade bocker genom att héja
avgiften som maste betalas vid sen aterlamning. Efter att ha provat olika avgifter kom de fram
till foljande resultat:

Avgift (kr), z; |Okr 5kr 10kr 20 kr
Snittid for sen aterlamning (dagar), y; ‘ 11.2 9.7 101 8.1

Fran datan har vi
D ay=35 > af=525 > y; =391 Y y7=387.15 Y ay; =31L5,
vilket ger ¥ = 8.75, ¥ = 9.775 och

Szy = 311.5 —4-8.75-9.775 = —30.625

samt
Sy = 525 — 4 - 8.75% = 218.75

Sétt upp en enkel linjér regressionsmodell (med normalfordelade residualer) for aterlimningstiden
Y som funktion av avgiften x och bilda ett konfidensintervall Iz med konfidensgrad 95% for
lutningen (. Vilket pastaende nedan ar korrekt?

A: Eftersom 0 € I kan vi inte forkasta att aterlimningstiden &r oberoende av avgiften pa
risknivan 5%.

B: Eftersom 0 € I3 kan vi forkasta att aterlamningstiden &r oberoende av avgiften pa risknivan

5%.

C: Eftersom 0 ¢ I kan vi forkasta att aterlimningstiden ér oberoende av avgiften pa risknivan

5%.

D: Eftersom 0 ¢ Iz kan vi inte forkasta att aterlimningstiden &r oberoende av avgiften pa
risknivan 5%.

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Den tredimensionella kontinuerliga stokastiska variabeln (XY, Z) &r likformigt fordelad
i tetraedern
T={(z,y,2) €R*:2>0,y>0, 2>0, v +y+ 2 <3}.

Berdkna P(X +Y +Z < 2). (10 p)

Uppgift 14

Ett problem med statistiska undersckningar ar ofta den laga svarsfrekvensen. Darfor gjordes en
undersokning om man genom att ge nagot incitament for att svara kunde férédndra svarsfrekvensen
pa enkéter. Man sénde darfor ut 98 enkéiter dar man utlovade 10 trisslotter till den som svarade
vilket ledde till att 66 personer svarade pa enkéten. samtidigt sinde man ut 110 likadana enkéter
dér det saknades erbjudande om trisslotter vilket ledde till 75 besvarade enkéter.

Ta fram ett tvasidigt konfidensintervall med approximativ konfidensgrad 95% for skillnaden mellan
andelen som svarar pa enkédten om de far erbjudande om trisslotter och andelen som svarar pa
enkdten om de inte far erbjudande om trisslotter.

Svara sedan pa om man kan forkasta att det inte dr nagon signifikant skillnad pa risknivan 5%
mellan andelen som svarar pa enkédten om de far erbjudande om trisslotter och andelen som svarar
pa enkédten om de inte far erbjudande om trisslotter.

Ange dina hypoteser noga och motivera noga din slutsats. (10 p)

Var god vind!
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Uppgift 15

En ekolog har delat in ett omrade i 48 exakt lika stora kvadrater. Hon vill underscka om antalet
tallar som finns i varje kvadrat kan anses komma fran en Poissonfordelning med véntevérdet 2
och har fatt foljande resultat.

Antal tallar 0112 |3 | minst4
Antal kvadrater | 99| 10 | 14 6

Kan man pa signifikansnivan 5% forkasta att antalet tallar Y som finns i varje kvadrat kan anses
komma fran en Poissonférdelning med véntevardet 27 Ange noga dina hypoteser. (10 p)

Uppgift 16

Sma partiklar som svéivar i atmosfiaren (kallade acrosoler) har radier som kan beskrivas med en
lognormalférdelning. Dvs. om den stokastiska variabeln X #r partikelns radie (i mikrometer) sa
galler att den stokastiska variabeln Y = InX € N(u,0).

(a) Vad &r sannolikheten att en atmosfirisk partikel har en radie som 6verstiger 0.12 mikrometer
om p = —2.62 och 0 =0.788 7 (2 p)

(b) Harled tathetsfunktionen fx(x) som funktion av p och ¢. Utrdkningarna skall visas. Man
ska ej hanvisa till minirdknare. (3 p)

(c) Hérled véintevardet F(X) for partikelns radie som funktion av p och o. Utrdkningarna skall
visas. Man ska ej hénvisa till minirdknare. (5 p)

Lycka till!
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Del 1, Svar.

3.D

4. B

5.1/12 = 0.08333
6. C

7.C

8. C

9. B

10. D

11.D

12. A
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

| o OO0 s
P(minst en kung) = 1 — P(ingen kung) = 1 — (52) =1- 2598960

5
Uppgift 2

Vi infor hindelserna A < Sportcykel, B < Vanlig cykel, C' < Stulen cykel.
Vi soker P(A|C)

pialcy~ PANC) _ P(ANC) B P(C|A)P(A) B
(Ale) = P(C)  P(ANC)+P(BNC) P(C|A)P(A)+ P(C|B)P(B)
0.04-3% _0.04

0.04-540.02-5 0.20

Uppgift 3

E(YZ)= Y ywpyzly.2) = Y (yl’;)Q = 11—8[(1.1)2+(2.1)2+(3~1)2+(1-2)2+(2-2)2+(3.2)2] = 3.89

alla y,z alla y,z

Uppgift 4
P(Z <1)=Pmazx(X,Y)<1)=P(X <1NnY <1)=ober] = P(X <1)P(Y < 1)

1 1
P(X <1)=P(Y <1) = / Ne Mt — / et =1 — et = P(Z < 1) = (1—e )2 = 040
0 0

Uppgift 5
C(X,Y)=E(XY) - EX)E(Y) = [i detta fall] = E(X?3) — E(X)E(X?)

L om0<z<l1
— 1-0° = =

fx(@) {O, annars
! 1 1
E(X?) = 3 dr = =
(X%) /Oxl—ox 4
! 1 1
E(XQ):/;U? de = =
o 1-0 3
E(X) /1 L o=l
= T Tr ==

o 1-0

1 11
= O0X,)Y)==—--= = — =0.08333
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Uppgift 6

X &r antal dragna komponenter som har en livslingd som &r mindre &n 1000 timmar.
Hér géller att X € Bin(n,p) = Bin(20000,0.25).
Bin(n, p) approximeras av N (np, v/np(1 — p)) om np(1 — p) > 10.

Hér ar np(1 — p) = 5000 - 0.75 = 3750 sa X ~ N(5000,/3750)

X —5000 4900 — 5000 4900 — 5000
P(X<4900):P( ): (—

< ~ 1-9(1.63) =~ 1-0.9489 = 0.05
V3750 V3750 V3750 ) ( )

Uppgift 7

X och Y é&r tva oberoende stokastiska variabler. X &r normalférdelad med vantevardet 2u och
standardavvikelsen 2¢. Y ar normalfordelad med véntevardet p och standardavvikelsen o.

. TF2y

Hops = 4
och

. xTHty

Hobs = 3

ar tva skattningar av u.

) X+2Y\  2u+2u
B =B (Y5 ) = 2

. X+Y 20+
B =B () = 2 -

Bada skattningarna ar alltsa vantevardesriktiga.

) X4+2Y\ 40440 o2
v =v (5 -

Y
4 16 2

X+Y 40% + o2 502
V 1 :V = =
W =v () =

Saledes géller att V(u*) < V(f1). Alltsa géller att p,. ar effektivare dn fiops. Svarsalternativ C &r
det rétta.

Uppgift 8

Se §9.1 Det a som maximerarL(a) viljs till Maximum-Likelihood-skattningen av a.

a a a CL3 (13

L(a) = : . — _
(a) ot oyt it (@@ wz)tte (1191 1.06 - 2.16)1+e

Eftersom a endast kan anta vérdena 1,2,3,0och 4 ser vi vad L(a) blir for dessa vérden pa a.
L(1) =0.1347, L(2) = 0.3955, L(3) = 0.4899, L(4) = 0.4262
Dvs. a = 3 maximerar L(a) och alltsa ar 3 Maximum-Likelihood-skattningen av a.
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Uppgift 9

Lat x1,...,x5 och yy,...,ys beteckna bokforda respektive de attesterade beloppen. Vi har hér
stickprov i par. Med normalférdelningsantaganden blir alltsa modellen att med z; = x; — y; &ar
21, ..., 25 oberoende observationer fran N(u,o). Uppgiften dr att undersoka om en systematisk
skillnad finns, dvs om pu # 0.

De n =5 z-védrdena &r 0, 200, 0, 0,-30, vilket ger > z; = 170, Z = 34,

i —Z)2 342 + 342 4 1662 + 342 + (—64)2
S(z—2) _ + + + + (—64) _ J588
n—1 4

Nu bildar vi ett tvasidigt konfidensintervall for u
och far enl. §12.2 I, = Z & “=lo025(4) =34 £ Y28 . 278 = 34 £ 116.5

s A v
Alltsa blir den nedre grénsen - 82.5.

Uppgift 10

Eftersom véntevirdet E(X) = p sa skattar vi g med 7 = 232550559 — 28045 6
Eftersom summan av oberoende Poissonfordelade variabler
ar Poissonfordelad géller i vart fall att Y X; € Po(bu).

Eftersom 5u%,, = 228 > 15 sa ér Y = ) X; approximativt Normalférdelad och da &r dven X det
eftersom X da &r en linjarkombination av en Normalfordelad stokastisk variabel. Alltsa kan vi
bilda ett konfidensintervall med approximativ konfidensgrad enligt § 12.3.

Da kan vi approximera Po(u) till N(p, /) enl §6 i Formelsamlingen och ddrmed bilda ett kon-
fidensintervall med approximativ konfidensgrad enl. §12.3.

Enligt §12.3 blir da det dubbelsidiga konfidensintervallet 1, = jij,,, £ Dy (1*) - Aa.
i o DIX) i JE
Hobs (:u ) ( ) \/5 \/5 obs(lu ) \/5
I det enkelsidgt nedat begrénsade konfidensintervallet byter vi a¢/2 mot « i den nedre griansen och
sitter den Ovre griansen till oco.

Dvs. det enkelsidiga konfidensintervallet blir

T v46.5
I, =(z— VL. Ao.05, 0) = (46.5 — ——— - 1.6449, 00) = nedre grinsen blir 40.63

5 V5

Ql

Uppgift 11
Styrkan hos testet ar P(forkasta Hy) om H; &r sann.

Dvs. vi ska rdkna ut P(X < 4) dap=0.6

vilket &r P(X = 1)+ P(X =2) + P(X =3) = 0.6 + 0.6 - 0.4 + 0.6 - 0.4 = 0.936
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Uppgift 12
Se §13
I =[§13.2 och §13.3] = B3, £ t,s(n — 2) z
s —30.625
o =[0131]="*=—""—=-0.14

tP/Q(n - 2) = t0.05/2(4 - 2) = t0_025<2) =4.30

82

se §13.3 (n — 2)s* = 5,y — —2

SLHE
Sy = _y; —n(y)® =387.15 — 4 9.775> = 4.9475
Detta ger att

30.6252
25% = 4.9475 — =0.66 = s = v0.33

218.75
Allt detta ger att
Isg =—-0.14 £ 4.30ﬁ
Vv 218.75

Is = —0.14 £ 0.167

0 € Iz Alltsa kan vi inte forkasta att aterlimningstiden &r oberoende av avgiften pa risknivan 5%.
A Ar ratt svar.
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Del II, Losningsforslag.

Uppgift 13
For en tetraeder T, = (2,9,2) € R®:2 >0,y >0,2>0,z+y+ 2 <aa >0, ges volymen av:

a a—x a—(z+y) a a—x a 02 3
Vol(Ta):/dx/ dy/ dz:/dx/ (a—x—y)dy:/ %dx:%
0 0 0 0 0 0

Alltsa ar

327 288
oAb =5 =% V) =F=5
Eftersom (X,Y,Z7) &r likformigt fordelad over T3, sa édr tétheten fxy z(z,y,z) konstant, och
sannolikheten for en delregion ges dérfor av volymkvoten:

Vol(Ty)  28/6 /213
PX+Y+722) = gy = 556 = (5) ~ 0.2963

Uppgift 14

Var modell ar att antalet som svarar pa enkédten om de far trisslotter dr en stokastisk variabel

X dar X € Bin(98,p,) och att antalet som svarar pa enkdten om de inte far trisslotter &r en

stokastisk variabel Y dér Y € Bin(110,p,).

Vara hypoteser ar:Hy : p, = py,H1 : Dy # Dy

Vi vill berikna ett konfidensintervall med den approximativa konfidensgraden 95% for p, — p,. Vi
T y _ 75

* _ x __ 66 * _ Yy
skattar Pz med prbS T ne 98 och py med pyobs - Ny 110

Bade ngp; , (1—pk, ) =988(1 — &) = 21.55 > 10 och

nypi  (1—p; ) = 11075 (1— {5) = 23.86 > 10. I bada fallen kan vi alltsa approximera binomial-
fordelningarna med normalférdelningar.

Vi far att X &r approximativt N(n.p., \/n.p.(1 — p;)) och

Y dr approximativt N(nypy, \/ny,p,(1 — p,)) vilket ger att

p; dr approximativt N(pg, /pz(1 — pz)/n.) och p; &r approximativt N(py, /py(1 — py)/n,) vilket

ger att p; — p, &r approximativt

pa(1—ps)  py(1—p
N<pw_py7\/ U-pe) | pall y>>
x Yy

som med approximativa metoden (F'S 12.3) ger ett approximativt 95%-igt konfidensintervall for
P — py

Ng Ty
66 75 66-32 75-35

L, ., =———+1.96 ~ —0.008 £ 0.127.

P==Pv =098 110 \/ 983 + 1103

Eftersom 0 ingar i konfidensintervallet kan vi inte fokasta Hy : p, = p, pa risknivan 5%.
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Uppgift 15

Hér har vi test av given férdelning dar nollhypotesen Hy ér att antalet tallar per kvadrat =
Y € Po(2).

Se §14.3 Vi har hér 5 resultat: Ay : 0 tallar, A, : 1 tall, Az : 2 tallar, A4 : 3 tallar, och As:minst 4
tallar.

r1=92,=923=10,24 = 14,25 =6

pr=PY =0)="4¢n
p2:P(Y:1):q_?.6_M
py=PY =2)=4 ¢*
pi=PY =3)=1 "

ps=1—p1—po—p3—ps

Detta ger att

20

np, = 48 - o e ? = 6.496
21

npy = 48 - Tl e ? =12.992
22

nps = 48 - o e ? =12.992
23

npy = 48 - 3 e ? = 8.661

nps = 48(1 — p1 — p2 — p3 — p4) = 6.858
Alla np; > 5.

(9—6.496)2 (9—12.992)> (10— 12.992)> (14 —8.661)> (6 — 6.858)>

— 6.2
6496 12902 12992 8661 | 6858 0-279

Q=

Eftersom Q = 6.279 < x2 05(4) = 9.49 sa kan vi inte forkasta nollhypotesen Hy pa risknivan 5%
som ar att antalet tallar per kvadrat dr Poissonférdelat med vantevirde 2.



forts tentamen i SF1914/SF1915/SF1916 2026-10-20

Uppgift 16

y+2.62  In0.12 + 2.62
12) = P(inX > In0.12) = P _
PX>0.12) = P(InX > n0.12) = P(Zg—ee= > — o)

In0.12 + 2.62
012 £ 262, | _ 3(0.63) ~ 1 — D(0.64) ~ 0.26

=1-0
(—0788

= P(e¥ <z)=P(Y < lnz) =

Y —u lnx—,u):q)(lna:—u)

c)
v & 1 —(y=p)
E(X):E(e ): ey' L A 202 dy:
oV 2T
2

o 1 —(y=m)?+y-202 o 1 —y?—p2+2yuty 20
= -e 252 dy = -e 202 dy =
—oo OV 2T —oo OV 2T

< 1 —w=(+o?)?  2p0%4ot

o 1 ~(y—(pt+o?)242u0? 4ot
— .e 202 dy = .e 252 e 202
oo OV 2T oo OV 2T

2uc?+ot © 1 —(y—(u+o?2))? o2 22
2 / 2 dy:e#+2,1:€ﬁu+2

= e 20 - e 20
0o OV 2T

dy =



